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Kapitel 0

Vorbemerkungen

0.1 Mengen

Eine Menge ist nach CANTOR eine Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten
unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Notation: geschweifte Klammern {}
Beispiel 0.1. Notationen:
o M =1{1,2,3}
e M = {x : x ist Vielfaches von 7} oder {z € N : z Vielfaches von 7}

Weitere Grundnotation: Doppelpunkt zur Kennzeichnung von Definitionen.

Beispiel 0.2. Wollen die Funktion f definieren. Schreibe (z.B.) f(z):= 22 Nur bei einer Neudefinition,
nicht bei einer Gleichung. Oder: a:= 15, f heifit injektiv:< Fiir alle a,a € M mit a # a gilt . ..

a € M (oder M > a): a ist Element von M; M enthilt a

a ¢ M (oder M # a): analog s.o.

M = N: M enthélt die selben Elemente wie N
M # N: analog s.o.

M C N (oder M C N): M ist Teilmenge von N, d.h. jedes Element von M ist auch
ein Element von N; Gleichheit der Mengen ist erlaubt.
N D M (oder N D M): N ist Obermenge von M; analog

M S N: M ist echte Teilmenge von N; M # N
0: leere Menge

MUN = {a:a€ M oderae N} (Vereinigungsmenge)
MNN = {a:a€ Munda€ N} (Schnittmenge)

M\N = {a:a€Munda¢g N} (Komplementmenge)

M, N heien disjunkt, wenn M NN = ()
P(M)={N: N C M}: Potenzmenge von M (Menge aller Teilmengen)

Beispiel 0.3. Beispiel fiir die Potenzmenge von M = {1,2}:

P(M) = {{1,2},{1},{2},0}

0.2 Abbildungen

Seien M, N Mengen. Eine Abbildung oder Funktion f von M nach N ist eine Vorschrift, die jedem
Element a € M in eindeutiger Weise ein f(a) € N zuordnet.

Notation: f: M — N, a+— f(a)
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Beispiel 0.4.

M=N=R, f:{ R=R }

r— T

f1: My — Ny und fo : My — Ns heilen gleich (kurz f1 = fa) (identisch), wenn M; = My, N1 = Ny und
fi(a) = f2(a) fiir alle a € M.

f M — N heif}t
e injektiv, wenn fiir alle a,a € M mit a # a gilt: f(a) # f(@); (v — = ist injektiv, 2 — 2% nicht)

o surjektiv, wenn fiir alle @ € N ein a € M existiert mit f(a) = @ (= die Bildmenge wird voll
ausgeschopft)

e bijektiv, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist; eineindeutige Zuordnung

Fiir M7 C M heiit f(My) = {f(a) : @ € M1} Bildmenge von M; (unter f).
Fiir Ny C N heifit f~1(Ny) = {a € M : f(a) € N1} Urbildmenge von Ny (unter f).
Sind f: M — N und g : N — P Abbildungen, so heifit die Abbildung

g°f’{ﬂi - Zf(a»}

Hintereinanderausfihrung von f und g.

0.3 Aussagen

Unter einer Aussage verstehen wir ein sprachliches oder gedankliches Gefiige, welches entweder wahr oder
falsch ist.

Beispiel 0.5.

e .4 ist eine gerade Zahl“ ist eine wahre Aussage.
e _Bananen sind kugelformig® ist eine falsche Aussage.
e , Nachts ist es kiilter aus drauflen ist keine Aussage.

e FEs gibt unendlich viele Sterne® ist eine Aussage, die wahr oder falsch sein kann.

Sind A, B Aussagen, so sind die Aussagen A, AANB, AV B, AV B, A= B, A< B erklart durch:
—A: A ist falsch (Negation)
AANB: Aund B sind beide wahr (und)
AV B: A oder B ist wahr (oder)
AV B:  entweder A oder B ist wahr (excl. oder)
A= B: aus A folgt B; wenn A wahr ist, dann ist auch B wahr (Implikation)
(ist immer wahr, wenn A falsch ist; ist nur dann falsch, wenn B falsch ist)
Bsp: ,,Wenn Bananen kugelférmig sind, ist 4 gerade.“ = eine wahre Aussage.
A& B:  Aist genau dann wahr, wenn B wahr ist. (Aquivalenz)

Sei M eine Menge und FE eine Eigenschaft, die ein Element a € M haben kann. Dann sind folgende
Aussagen machbar:

e YV.cn a hat die Eigenschaft E; jedes a € M hat die Eigenschaft E
(V heifit All-Quantor)

e d,cnr a hat die Eigenschaft E; es existiert ein a € M mit der Eigenschaft E
(3 heifit Existenzquantor)
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° EILIIE o @ hat die Eigenschaft F; es existiert genau ein a € M mit der Eigenschaft E

Grundsétzliches Ziel der Mathematik: Moglichst viele nichttriviale Aussagen iiber gewisse Objekte. Ein
solches gedankliches Gebédude kann nicht aus dem ,,Nichts“ kommen. Start des mathematischen Denkens:
Grundannahmen, Axiomen, die nicht bewiesen werden kénnen.

Insbesondere brauchen wir Axiome, die uns die Zahlen liefern.
Moglichkeiten:

e PEANO-Axiome liefern die natiirlichen Zahlen N daraus ganze Zahlen und rationale Zahlen konstru-
ieren. Weiteres Axiom liefert die reellen Zahlen R, daraus auch die komplexen Zahlen konstruierbar.

e Axiome sofort auf die Ebene der reellen Zahlen fordern. Das wollen wir auch im Folgenden tun.
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Kapitel 1

Z.ahlen

1.1 Reelle Zahlen

Axiomatische Forderung: Es gibt eine Menge R, genannt die Menge der reellen Zahlen, mit folgenden
Eigenschaften:

1.2 Axiome der reellen Zahlen

1.2.1 Korperaxiome

In R seien zwei Verkniipfungen +, - gegeben, die jedem Paar a,b € R genau eina+b € Rundeina-b € R
zuordnen. Dabei soll gelten:

A1l: Assoziativgesetz der Addition
Va,b,ce R (a+b)+c=a+(b+c)
A2: neutrales Element der Addition

eRVaceR a+0=a

A3: inverses Element der Addition

VaeR3I(—a)eR a+(—a)=0
A4: Kommutativgesetz der Addition
Va,beR a+b=b+a

A1 bis A4 ergibt: (R, +) ist eine kommutative Gruppe.

A5: Assoziativgesetz der Multiplikation

Va,b,ceR (a-b)-c=a-(b-c)

AG6: neutrales Element der Multiplikation

d1eRVaeR a-1=a, 1#0

11
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AT: inverses Element der Multiplikation

VacR\{0}Ja ' €R a-at=1

A8: Kommutativgesetz der Multiplikation
Va,beR a-b=b-a

A5 bis A8 ergibt: (R\ {0}, ) ist eine kommutative Gruppe

A9: Distributivgesetz
Va,b,ceR a-(b+c)=a-b+a-c

A1l bis A9 ergibt: (R, +, ") ist ein Kérper.

Alle bekannten Regeln der Grundrechenarten lassen sich aus Al bis A9 herleiten und seien von nun an
bekannt.

Schreibweise:

Fiir a,b € R:
ab:=a-b
a—>b:=a+ (-b)
fallsa # 0 : 3 = ba!

Beispiel 1.1.

(1) Das Nullelement 0 ist eindeutig: 3
Sei 0 weiteres Element mit Va € R a+0=a
Dann: 0=00=00=0

(2) VaeR a-0=0:
a-0=a-(0+0)=a-04+a-0 | —(a-0)
0=a-0

1.2.2 Anordnungsaxiome

In R ist eine Relation < gegeben, fiir die gilt:

Al0

Va,b € R [agb\/bga]

Al2

VYa,b,c € R [(agb/\bgc):agc}

—> R ist eine total geordnete Menge.

A13

Va,b,c € R [(agb:>a+c§b+c)}
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Al4

Va,b,c € R [(agb/\Ogc)éa-cgb-c]

Schreibweisen:

Va,beR b>a:sa<b
a<b:&s(a<bAa#b)
b>a:sa<b

Alle bekannten Regeln fiir Ungleichungen lassen sich aus A1l bis A14 herleiten und seien von nun an
bekannt.

Beispiel 1.2.
(1) Va,b,ce R [(a<bAc<0)=a-c>b-(]
Beweis:
c<0 = 0<—c¢

= a-(—c)<b-(—¢)

= bec<ac

(2) Ya,b,ceR [(a<bAc>0)=a-c<b-|
Betrag einer reellen Zahl:

a falls a > 0
—a fallsa<0

|al : Abstand von a zur 0
la —b| : Abstand zwischen a und b

1) |a| >0

2) laj]=0<a=0
3

la| = | = al

a < |al,—a < |al

4

= lal - [o]

(
(
(
(
(5
(

)
)
)
) la
)
)

6) Dreiecksungleichung;:

la 4 b| < |a| + |b|
7) [lal = ol < la —b|
Beweis: zu (6)
1. Fall: a+ b > 0. Dann:
la+b] =a+b<lal +b < l|a| + [b]
2. Fall: a+b < 0 Dann:

la +bl = —(a+0b) = (—a)+ (—b) < |a| + |b]



14 KAPITEL 1. ZAHLEN

Definition 1.3. Sei M CR, M # 0
M heif3t nach oben beschrinkt:

&S IyeRVeeM x<vy

M heif3t nach unten beschrdinkt:

&S IyeRVzeM x2>7v

In diesem Fall heifit v obere Schranke (bzw. untere Schranke) von M.

Ist v eine obere Schranke von M und gilt fiir jede weitere obere Schranke 4 von M : v < 4, (d.h.  ist
kleinste obere Schranke von M), so heifit v das Supremum von M.

Ist y eine untere Schranke von M und gilt fiir jede weitere untere Schranke 4 von M :~ > 4, (d.h. ~ ist
grofste untere Schranke von M), so heifit v das Infimum von M.

Falls M ein Supremum hat, so ist nach A1l dieses eindeutig bestimmt. (Infimum analog)
Bezeichnung: sup M, inf M

Existiert sup M und gilt sup M € M, so heifit sup M auch Mazimum von M (Bezeichnung max M).
Existiert inf M und gilt inf M € M, so heifit inf M auch Minimum von M (Bezeichnung min M).

Beispiel 1.4. Intervalle
Seien a,b € R,a < b

(a,b) = {zeR:a<xz<b} (offenes Intervall)

[a, b] = {zeR:a<z<b} (abgeschlossenes Intervall)
(a, b = {zeR:a<z<b} (halboffenes Intervall)

[a, c0) = {zeR:a<z}

(a,0) = {zeR:a<z}

(—00,a) = {ze€eR:zx<a}

(—o00,a] = {zeR:z<a}

(—o0,00) = R

Beispiel 1.5. Beispiele von Mengen und deren Schranken:

(1) M=(1,2)

obere Schranken: alle Zahlen > 2
supM =2, 2¢ M, daher existiert das Maximum von M nicht.

untere Schranken: alle Zahlen <1
inf M =1, 1¢ M, daher existiert das Minimum von M nicht.

(2) M =(1,2]
obere Schranken: alle Zahlen > 2
supM =2, 2e€ M = maxM =2.

untere Schranken: alle Zahlen < 1
inf M =1, 1¢ M, daher existiert das Minimum von M nicht.

(3) M =[2,00)
inf M =2;2¢€ M, also min M = 2

sup M exisitert nicht.

Al15 Ist M C R, M # 0, M nach oben beschrinkt, so existiert sup M.
Satz 1.6. Ist M C R, M # (), M nach unten beschrinkt, so existiert inf M.

Beweis: Betrachte —M := {—x,2 € M} statt M. O
Definition 1.7. Sei M Cc R, M # 0.

M heifit beschrinkt, wenn M nach oben und nach unten beschrankt ist.
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Es gilt: M beschrénkt < Je>0Vr € M |z| <c

Satz 1.8. Sei B C A C R, B # (), dann gilt:

(1) Ist A beschriinkt, so gilt inf A < sup A

(2) Ist A nach oben beschrinkt, so ist auch B nach oben beschrinkt und sup B < sup 4
Ist A nach unten beschrinkt, so ist auch B nach unten beschrinkt und inf B > inf A

(3) Ist A nach oben beschrinkt und ~ eine obere Schranke von A, so gilt:
y=supA & Ve>0dxeA z>v—c¢
Ist A nach unten beschrinkt und ~ eine untere Schranke von A, so gilt:

y=infA & Ve>0dreA z<~v+e¢

Beweis:

(1) Wihle 2 € A. Da sup A obere Schranke von A, gilt: © <sup A
Da inf A untere Schranke von A, gilt: > inf A

=infA <supd

(2) (obere Zeile): sup A ist obere Schranke von A, also (wegen B C A) auch von B. Da sup B kleinste
obere Schranke von B, folgt sup B < sup A.

(3) (obere Zeile):

»=“: Sei v =sup A, und sei € > 0. Da v — ¢ < v, ist 7 — € keine obere Schranke von A. Also existiert
einzr € Amit x>y —¢

«.

: Esgelte Ve >0dz € A x > v—e. Wére « nicht das Supremum von A, so existiert eine kleinere
obere Schranke 4 von A. (also 4 < 7).

77¢

Setze € := v — 4 > 0. Nach Voraussetzung existiert ein t € Amit x >y —e=~v—(y—4) =74
= 4 ist keine obere Schranke von A. = Widerspruch. (4)

1.3 Natiirliche Zahlen

Definition 1.9. A C R heifit Induktionsmenge (IM), wenn gilt:
(1) 1€ A

2)VeeAdz+1e A

Beispiel 1.10. R, [1,00),{1} U[2,00) sind Induktionsmengen.
Definition 1.11.

N:={z € R: z € A fiir jede Induktionsmenge A} = Durchschnitt aller Induktionsmengen

N::ﬂA

AIM
Satz 1.12.

(1) N ist eine Induktionsmenge.

(2) N ist nicht nach oben beschrinkt.
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3)VzeRIneN n>z
Beweis:

(1) Da 1 € A fiir jede Induktionsmenge A C R, gilt auch 1 € (| A=N.

AIM
Seiz e N= [\ A. Also z € A fiir jede Induktionsmenge A.
AIM
Da z + 1 € A fiir jede Induktionsmenge A, alsoist x +1€ (| A=N
AIM

= N ist Induktionsmenge.

(2) Annahme: N ist nach oben beschrinkt. Nach A15 existiert also ein s := sup N.
= s — 1 ist keine obere Schranke von N.
= Jx € N x > s —1; da N Induktionsmenge ist, gilt x + 1 € N, andererseits z + 1 > s
= Widerspruch, da s obere Schranke von N.

(3) folgt aus 2.

1.4 Prinzip der vollstindigen Induktion

Satz 1.13. Ist A C N und A Induktionsmenge, so ist A = N.

Beweis: N C A fiir jede Induktionsmenge A, insbesondere N C A. AuBerdem ist A C N nach Vorausset-
zung, also A =N O

1.4.1 Beweisverfahren durch Induktion

Fiir jedes n € N sei eine Aussage A(n) definiert. Es gelte:
(1) A(1) ist wahr.
(2) Vn € N [A(n) wahr = A(n + 1) wahr]

Dann gilt: Yn € N A(n) ist wahr.

Denn: Setze A := {n € N: A(n) ist wahr}

Nach (1) gilt: 1 € A; nach (2) git VneN n+1€ A

Also A Induktionsmenge; ferner A C N. Also ist nach Prinzip der vollstindigen Induktion: A = N, d.h.
A(n) wahr fiir alle n € N

Beispiel 1.14.

(1) Behauptung:Vn € N n>1

Beweis: induktiv

A(n) sei die Aussage ,n > 1¢.

A(1) ist wahr, da 1 >1

Sei A(n) wahr, alson >1. Dannn+1>1+1>1+40=1d.h. also A(n+ 1) ist auch wahr fiir alle

neN dh.VneN n > 1. O
(2) EsseimeNundz e Rmit m <z <m+ 1.

Behauptung: © ¢ N

Beweis: A := (NN [1,m])U[m + 1,00) ist Induktionsmenge. (Bew. selbst)

= NcCA

Annahme: x € N, denn (wegen N C A): z € A, d.h. insbesondere x < m oder z > m + 1

= Widerspruch zur Annahme (echt kleiner etc.) O
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. _ n(n+1
(3) Behauptung: 1+2+3+~--+n—%

Beweis:

(1) Stimmt firn=1,da 1= w

(2) Gelte die Behauptung fiir ein beliebiges n € N. Dann

n(n+1)
2

(n+1)(n+2)

142434+ +n+(n+1)= 5

++1)=m+1)(F+1) =

= Behauptung gilt fiir n + 1

Definition 1.15.

Ny := NU {0}
Z:=NogU{—n:n €N} ganze Zahlen

Q:= {2 pEZ,q€E N} rationale Zahlen

Satz 1.16. Sind z,y € R und z < y, so existiert ein r € Q mit z < r < y.

Beweis: Wihle ¢ € N, ¢ >
qx<p<qy,d.h.w<§<y.

dann gy — gz > 1. Dann existiert (Beweis spiiter) ein p € Z mit

1

y—x’

Nachweis der Existenz eines solchen p:

Setze M := Z N (—o0, gx] nach oben beschréinkt.
s:=supM

Wiéhle n € M mit n > s — 1. Setze p :=n+ 1 € Z; ferner p > s.
= p¢& M; wegen p € Z also p & (—o0, qz], d.h. p > gz
Fernerp=n+1<qgx+1 < qy. d

1.5 Einige Formeln (Notationen)

(1) Firae Rund n € N: a" :=a-a---a (n mal)

Prézise mit vollstéandiger Induktion:

Definiere a! := a
Sei a” fiir ein n € N bereits definiert.
Dann ¢"t! :=a" - a

Daraus: iibliche Rechenregeln fiir Potenzen.
Fallsa#0,neN:a™ " := ain
Firallea € R:a":=1

Damit: o™ (fiir a # 0) fiir alle n € Z definiert.

(2) FirneN:nl:=1-2-3---n
Priizise: 1! := 1; falls n! bereits definiert: (n + 1)l :=n!-(n+ 1)
SchlieBlich: 0! :=1

Damit ist n! definiert fiir alle n € Ng.

(3) Fiir n € Ny, k € Ng, k < n:

(}) = WLM' (Binomialkoeffizenten)

Es gilt: (3) =1; (Z) =1

Ferner: () + (,"}) = (”:1),1 <k<n
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(4) BERNOULLIsche Ungleichung:
Firz € R,z > 1 und n € N gilt:
I+z)">1+nzx

Beweis:n=1:(1+2)l=1+2r=1+1z
Gelte die Behauptung fiir ein n € N;

I+2)" M =0+2)" - (1+z)> 1 +ne)(l+2)=1+n+Dz+ne®> > 1+ (n+ 1)z

O
(5) Summenzeichen, Produktzeichen:
Will definieren:
n
Zak =ar+ax+ -+ ay
k=1
n
Hak =a1 a2 Ap
k=1
Prézise: Setze a1 € R, so setze
1
Z ap ‘= ay
k=1
1
H ap ‘= a1
k=1
Sind fiir je n Zahlen ay,...,a, € R bereits obige Ausdriicke definiert und sind ay,...,a,+1 € R, so
setze

n+1 n
Zak. = ag | + ans1
k=1 k=1

Produktzeichen analog
Sind p,q € Z,p < q,ap,...,aq € R, so definiere

q—p+1

q
5 ag = E Ap—1+k
k=p k=1

q—p+1

q
[Toc= 1T o
k=p k=1

SchlieBlich fiir p > g:
q q
Zak::O, Hakzzl
k=p k=p

(6) Binomischer Lehrsatz:

Es seien a,b € R,n € Ny. Dann gilt:

(a+b)" = zn: (Z) a"FpE

k=0

(7) Es seien a,b € R,n € Ny. Dann gilt

gt —pntl — (a o b) Zan—kbk
k=0
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1.6 o

Will nun v einfithren.
Lemma 1.17. Fir z,y € R, z,y > 0 und n € N gilt:
r<y & " <y"

Satz und Definition 1.18. Esseia > 0 und n € N.
Behauptung: Es existiert genau ein z € R,z > 0 mit 2" = a. Dieses x heifit n-te Wurzel aus a, x =: {/a.

Speziell fir n =2: a:= Ja

Beweis: Eindeutigkeit nach obigem Lemma. Die Existenz: mit Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen
7.12. 0

Bemerkung 1.19.

e VZ2Q
Beweis: Annahme: /2 € Q, d.h. es gibt p,q € N, p, ¢ teilerfremd, mit /2 = %; dann 2 = p2, also

el
p2 — 2q2
= p? ist durch 2 teilbar.
= p ist durch 2 teilbar.
= p? ist durch 4 teilbar.
= q2 ist durch 2 teilbar.

= ¢ ist durch 2 teilbar.
= p, q beide durch 2 teilbar; = Widerspruch zu ,,p, ¢ teilerfremd“ O

e Nach unserer Definition ist {/a > 0 (fiir a > 0)

e Achtung: Wir ziehen nur Wurzeln aus Zahlen > 0

Bsp: v4 = 2; die Gleichung > = 4 hat zwei Losungen 2 und —2; als Wurzel wihlen wir die
Losung > 0 aus.

. Va2 =|a

1.7 Potenzen mit rationalen Exponenten

Esseia>0und r € Q,r > 0. Also r = 7% mit m,n € N

Wir wollen definieren:
& = ()"

Problem: Ist r = % eine weitere Darstellung von r, gilt dann

(va)" = (va)" 7
Ja! Denn: Setze
z:=(¥a)",y = (¥a)"
Dann
o= [(48)")" = (V)" = (v2)" = (@) )" ="
Analog fiir y9.
d.h. 27 = y?. Nach Hilfssatz also z =y
Also obige Definition in Ordnung.

Es gelten die bekannten Rechenregeln.

Ist a> 0,7 € Q,r <0, so setze a” 1= -

e
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Kapitel 2

Folgen, Konvergenz

2.1 Definition der Folgen

Definition 2.1. Sei X eine beliebige Menge, X # 0.
Eine Funktion a : N — X heifit Folge in X.

Schreibweise:

Yn € N a,:=a(n) n-tes Folgenglied
(an)nen oder (ay)el, oder (ay) oder (a1, as,as,...) statt a

Ist X =R, so spricht man von reellen Folgen.

Bemerkung 2.2. Ist p€ Zund a : {p,p+ 1,p+2,...} — X eine Funktion, so spricht man ebenfalls
von einer Folge in X.

Bezeichnung: (a,)52, oder (ap, api1, ... )

Beispiel 2.3.

e a, = + fiir alle n € N, also
(an)nGN: (la%a%a)

e VneN ag, :=0,as,_1:=1
also (an)nen = (1,0,1,0,...)

e VneN qa,:=(-1)"
also (an)neny = (-1,1,—-1,1,...)

Definition 2.4. Sei X eine beliebige Menge, X # ()
(1) X ist endlich, wenn eine surjektive Abbildung ¢ : {1,...,n} — X existiert.

(2) X heifit abzdhlbar, wenn X endlich ist oder eine surjektive Abbildung ¢ : N — X existiert. (D.h.
wenn X endlich ist oder eine Folge (a,)nen in X existiert mit {aq,as,as,...}} = X.

oder: die Elemente von X kénnen mit {1,...,n} oder mit N durchnumeriert werden.)
(3) X heiBt dberabzihlbar, wenn X nicht abziéhlbar ist.

Beispiel 2.5.

e N ist abzihlbar, denn N = {a;,a9,a3,...} mit Vn € N q, :=n
e 7 ist abzdhlbar.

Definiere etwa: a1 :=0,a0 := 1,a3 := —1,a4 :=2,...

21
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e (Q ist abzidhlbar.
= Unendliches Rechteck

1 2 3 4

12 3 4

2 2 2 2
Dann setze b; := 0, by := ay, b :== —aj, ..., um auch die negativen Zahlen durchnumerieren zu
konnen.

e R ist dberabzihlbar. (= es gibt auch viel mehr irrationale Zahlen als rationale)

Ab jetzt seien alle Folgen reelle Folgen.

Definition 2.6. Sei (a,) eine reelle Folge. (a,) heiit nach oben bzw. unten beschrinkt, wenn die Menge
M = {a1,a2,as...} nach oben bzw. nach unten beschriinkt ist. In diesem Fall: sup(a,)nen = sup M.
Analog fiir die andere Seite.

(arn) heifit beschrinkt, wenn (a,) nach oben und nach unten beschrinkt ist.

2.2 Konvergenz

Will Konvergenz von Folgen definieren.

(an) sei reelle Folge, und es sei a € R
(an) — a fiir n — oo soll bedeuten, ,die a,, kommen a beliebig nahe, wenn n grof§ wird.*

. . 1
Will erreichen z.B. |a, — a| < 1555

Fiir welche n? Sicherlich fiir unendlich viele n. Aber das reicht nicht! Damit schliellich keine Folgenglieder
mehr ,,von a wegspringen“, mufl obige Bedingung ab einem gewissen ng € N gelten, d.h. Forderung ist:

1
Ing € NVn > ng |an—a\<m

Das ganze muf} fiir jede beliebig kleine Schranke ¢ > 0 gelten.
Definition 2.7.
(1) Die Folge (a,,) heifit konvergent gegen a, wenn gilt:
Ve>03ng e NVn>ng |a, —a| <e
In diesem Fall heifit a Grenzwert (Limes) von (ay,).

Bezeichnung: a = lim a, oder: a,, — a fiir n — co.
n—oo

(2) Eine Folge (ay,,) heifit konvergent, wenn es ein a € R gibt derart, dass (a,) gegen a konvergiert.
(3) Eine Folge (a,) heifit divergent, wenn sie nicht konvergent ist.

Definition 2.8. Fiir ¢ € R, e > 0 definiere:
Uec(zo) :={z €R: |z — x| <&} = (x0 — &, o +€)
als e-Umgebung von xg.

Somit gilt fiir eine Folge (a,,) und a € R:
ap —afirn—o0 & Ve>03ngeNVn>ng a, € Ula)

Satz 2.9. (a,) sei eine konvergente Folge. Dann gilt:

(1) Der Grenzwert von (a,) ist eindeutig bestimmt.
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(2) (an) ist beschrinkt.
Beweis:

(1) Annahme: a,, — a und a,, — b, a # b Wiihle € > 0 mit U.(a) N U(b) = 0.

Dann wegen a, — a : a, € Uc(a) fir fast alle n € N.
d.h. a,, € U.(a) fiir héchstens endlich viele n € N.
Insbesondere a,, € U.(b) fiir hochstens endlich viele n € N. 4

(2) Nach Definition gilt insbesondere fiir € := 1:
Ing eNVn>ng |ap —a|l <1
Daher gilt:
Vnzno |an|=|(an —a)+a| < an —al +af <1+ al

Setze jetzt ¢ := max{|a1|, |az|,...,|an,],|a] + 1}

Dann offenbar Vn € N |a,| < c.

Beispiel 2.10.

e Seic e R,Vn €N a, :=c. Dann heifit (a,) konstante Folge.
VneN |a,—¢c =0
Daher natiirlich a,, — ¢ fiir n — oo.

e Vn €N a, := L. Behauptung: (a,) — 0.
Beweis: Sei ¢ > 0 (beliebig). Wihle ng € N mit ng > é Dann ist nio <e.
Also

1

Yn>ng la, —0] =
no

< <e€

SRS

e VaeN a,:=n

(ay) ist nicht konvergent, da sie nicht beschriinkt ist. (vgl. obiger Satz)
e VneN qa,:=(-1)"

Behauptung: (a,,) ist divergent.

Beweis: Annahme: (a,) ist konvergent, also exisitert a € R mit a,, — a. Dann gilt: @ # 1 oder
a # —1. Etwa a # 1:

Wihle € > 0 mit 1 & Uc(a). Dann wegen a,, — a:
ay, € Uc(a) fiir fast alle n € N.
= ay & U-(a) fiir hochstens endlich viele n € N

Insbesondere: a,, = 1 fiir hochstens endlich viele n € N 4 g
evVneN ag,:=vn+1-+n
Dann

(Vn+1—+v/n)(Vn+1+/n) 1 1

<

YneN a,= =
Vn+1+4+4/n Vn+1+yn =~ 2yn

<

Si-

Behauptung: a, — 0
Sei ¢ > 0. Wahle ng € N mit ng > E%

1 2 qen 1
Dannn0<6,alsom<e

1 1
Daher Vn > ng ‘a”_0|:an§ﬁ§\/ﬁ<5'
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_n?_
n2+1

e VneN aq,:=

Dann:

2 2
n n®+1 1 1
vn €N ‘an_1|:n2+l_n2+1 :n2+1§n2

1
< =
n

Sei € > 0; wie oben: wihle ng € N mit ng > 1 etc. (vgl. oben)

Bemerkung 2.11. Sei p € Z fest. Fiir Folgen der Form (a,);2, definieren wir Konvergenz, Be-
schrinktheit, ...analog zu Folgen der Form (ay)nen. Im folgenden formulieren wir Definitionen, Sétze

etc. nur fiir Folgen der Form (a,),en. Sie gelten sinngeméf fiir Folgen der Form (an)pe,,.

Satz 2.12. (ay), (bn), (c,) seien Folgen in R und sei @ € R
(1) ap, —a < lap—al =0

(2) Ist (o) eine weitere Folge mit a,, — 0 fiir n — oo und |a, — a|] < «, fiir fast alle n € N, so gilt
a, — a fir n — oo

(3) Gilt a,, — a, so gilt |a,| — |a]
(Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.)

(4) Es gelte a,, — a, b, — b. Dann gilt:

(i) an+b, —a+b
(ii

) a-a, — a-a (wobei a € R beliebig)
(iii) ap by, —a-b
)

(iv) Sei b # 0. Dann existiert ein m € N mit VYn € NVn > m b, # 0 und die Folge (‘;—Z)

konvergiert gegen ¢.

n=m

(5) Gilt a;, — a und b, — b und gilt a,, < b, fiir fast alle n € N, so gilt auch a <.

(6) Gilt a,, — a und ¢, — a und a,, <b,, < ¢, fiir fast alle n € N, dann gilt b,, — a.
Beweis:

zu (1): Beweis selbst.

zu (2): Sei € > 0. Da o, — 0, existiert ein n; € N mit Vn > ny |a,| <e
Ferner existiert ein ny € N mit Vn > ny |a, —a| < ay,
Wihle ng := max{nq,na}
Dann Vn > ng |a, —a| < oy = |a,| <€

Also a,, — a

zu (3): Vn €N: lay| —|a|| < |an —al =: ay
Wegen a,, — a folgt aus (1): a,, — 0
Nach (2) also |a,| — |a
zu (4):  zu (i) Seie > 0. Wegen a,, — a existiert ein n; € N mit Vn > n; |a, —al < §
Wegen b, — b existiert no € N mit Vn > ny [b, — b| < §.

Wihle ng := max{n;,ny} Dann:
Yn>ng |(an+bn) — (a+b)| =|(a, —a)+ (b, — )| < |a, —a|+|bp — b < ¢

zu (ii) Beweis selbst
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zu (i)

Vn e N |apb, — abl = |(anby, — anbd) + (anb — ab)| < |anb, — anb| + |ayb — ab)

= lan| - 1bn = b + 0] - |an — af

AuBerdem ist (a,) beschrinkt, da konvergent. Also 3¢ > 0Vn € N |a,| < c.

Daher

Vn €N |apb, — ab| < clby, — b| + |b] - |an, — a| =: ay,

Aus (ii) und (1) folgt
clby, — bl — 0 und || - |a, —a] — 0
Nach (i) also o, — 0. Nach (2) also a,b, — ab
zu (iv) Wegen b # 0 gilt € := % > 0.

Wegen b, — b gilt [b,| — |b], daher existiert ein m € N mit Vn > m ||b,| — |b]| <&

=vn>m b > b —e=8 >0

Ferner Vn > m ist

Nach (iii): ¢ = a,, - bL N a% —a

bn n
zu (5): Annahme: a > b
Setze € := anb > 0. Offenbar gilt
Ve e U (b)Vy e Us(a): x<y
Wegen a, — a und b,, — b existiert ein ng € N so dass
VvneN, n>ng: a, €Ua) N\ b, € U.(b)
Wegen (2-1) gilt also

VneN, n>ng: b,<a, 4

zu (6): Sei € > 0. Dann existiert ein ny € N mit
Yn>ng lan—al<e Alep—al<e A ap <b, <cy
=ap>a—€ N cp<a-+e
=>Vn>ny a—c<a,<b,<cp,<a+ce¢
Das heifit: Vn > ng —e <b, —a<e
also Vn > ng |b, — a| < e. Daher b,, — a.

Beispiel 2.13.
(1) Sei p€ Nund ¥n € Na,, := %

npP
Behauptung: a, — 0
Beweis:
1. Moglichkeit: Setze b, := %, dann 0 < a,, < b, wegen n? > n.
Daher a,, — 0

25

2. Méglichkeit: Setze c, := 1+ — 0. Mit vollsténdiger Induktion iiber p folgt mit (4) (iii): a,, — 0

n Ay — = -
T2 4 4n+ 1 7—1—3—1—# 7

O
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2.3 Monotonie

monoton wachsend

monoton fallend |’ wenn

Definition 2.14. Die Folge (a,,) heifit ’

vneN a, <anty1 bzw. ap, > apg

streng monoton wachsend

Die Folge (an) heit streng monoton fallend

gilt.

. . <
, wenn obiges mit strengem ‘ >

Satz 2.15 (Monotonie-Kriterium).
Ist (a,) monoton wachsend und nach oben beschrinkt, dann ist (a,) konvergent.

Ist (a,,) monoton fallend und nach unten beschrinkt, dann ist (a,) konvergent.

Beweis: Setze a := sup a,. Dies existiert, da (a,) nach oben beschrénkt ist. Sei ¢ > 0. Dann ist a — ¢
keine obere Schranke von (ay,).

Das heifit: 3ng € N a,, >a—c¢

Somit ¥n > ng an, > an, > a — € (wg. Monotonie)

an <a < a+e (wg. Supremum)

AlsoVn > ng |a, —al <e

2. Teil geht analog. O

Beispiel 2.16. Definiere (a,,) rekursiv:

a1 :=+vV6, VneN ant1 = V6 +a,

Behauptung: Vn € N a, < 2.

Beweis: a1 = /6 < 2

Gelte a,, < 2 fiir ein n € N.

Dann a, 411 = /6 + a, < /6 + 2 =2 (wegen a, < 2).

Behauptung: (a,) monoton wachsend.

Beweis: a1 < ag. Gelte a, < an41 flir ein n € N.

An42 = %/6 +any1 2> 6/6 + an = Ap41
Also (a,,) konvergent. O

Beispiel 2.17. Sei p € N fest, (a,,) eine Folge, a,, — a fiir n — oo.
Ferner gelte Vn € N a,, > 0. Also gilt auch: a > 0. (s.0.)
Behauptung: ¢a, — ¥a.

Beweis:

1. Fall: a=0
Zu zeigen: ¢/a, — 0.
Sei € > 0. Wihle ng € N mit Vn > ng a, < P. (geht wegen a,, — 0,Yn € N a, > 0)

=>VVn>ny Va,—0=a, <e

2. Fall: a >0
VneN |a, —a| = |({/@)p— (Va)|

Nach Verallgemeinerung der 3. binom. Formel:

bS]
—

= (¢ = ¥/a) - S (Wfany M ()

k=0
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> [¢/an — ] - (Ya)" " (dap !
—(Yayp-1=ic
= VneN: |ya, - Ya| <Lla,—d

= Ya, — a

Beispiel 2.18. Sei z € R fest und ¥n € N q,, := 2™. Dann gilt (It. Saaliibung):
e a, — 0, falls |z| < 1
e a, — 1, fallsz =1
e a, divergent, falls z = —1

e a, divergent, falls |z| > 1

n
Beispiel 2.19. Sei x e Rund Vn € N s, := > 2

Dann gilt (It. Saaliibung):

Sn — 1oz, falls |z < 1,

sy divergent, sonst.
Beispiel 2.20. Behauptung: {/n — 1 fiir n — oo.
Beweis: Es gilt: Vn € N ¢/n > 1 (da {/n > ¥/1).
Sei Vn € N a, := ¢/n—12> 0. Zu zeigen: a,, — 0
Es gilt:

" -1
VneN n=(/n)"=0+a,)" Z()l”k gz(n>.a3:’M).ag

2
=Vn > 2 a<71 — Yn>2 0<a,< 1
_ n—

= a, — 0 fiir n — co.

Beispiel 2.21. Sei ¢ > 0 fest. Behauptung: /¢ — 1 fiir n — oo

Beweis:
1. Fall: ¢ > 1:
dneN c¢c<m also Vn>m 1<c¢<n

= Vn>m 1< < Un
~~

—1

Also /c— 1. (s.0.)
2. Fall: 0<e< 1t

Dann%>1é ’\L/gﬂl

Durch invertieren folgt: /c — 1
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Beispiel 2.22.

1 n
vYneN a,:= <1+>
n

1
VneN b= il
k=0
Dann gilt (It. Saaliibung): (a,), (b,) monoton wachsend, nach oben beschrénkt (also konvergent).
vneN a, <b,

lim a, = lim b, =€

n—oo n—oo

2<e<3

2.4 Haufungswert

Definition 2.23. Sei (a,,) eine reelle Folge und (ni,ns,ns,...) eine Folge in N mit nqy < ng <ns...
Setze Vk € N by, := ay,,
Die Folge (bg) heifit dann Teilfolge von (a.,).

Beispiel 2.24.

(1)

1) (az2,a4,aq,...) ist Teilfolge von (ay,)
(Setze ny, = 2k)
(2) (a1,a4,a9,as6...) ist Teilfolge von (a,)
(Setze ny := k?)
Definition 2.25. Sei (a,) eine reelle Folge und a € R.
a heifit Haufungswert von (a,), wenn eine Teilfolge (ay, ) von (ay) existiert mit a,, — a fiir k¥ — oo.

HW(a,) := {a € R : a ist Hiufungswert von (a,)}
Beispiel 2.26.

(1) Vn eN a, = (-1)"
Dann Vn € N asp, =1 —1
(agn) = (an, ) mit ny := 2k ist Teilfolge von (a,).

= 1 ist Hufungswert von (ay,)

VneN ag,_1=-1— -1
(agn—1) = (ap, ) mit ny := 2k — 1 ist Teilfolge von (ay,).

= —1 ist Haufungswert von (a,,)

Behauptung: Es gibt keinen weiteren Haufungswert von (a,,).

Beweis: Sei a € R,a # 1,a # —1. Annahme: a ist Haufungswert.

Also existiert eine Teilfolge (ay, ) mit a,, — a fir k — oo.

Wihle € > 0 so, dass 1 € Uc(a), —1 € U.(a)

Wegen a,, — a fiir k — oo existiert ein kg € N mit Vk > kg an, € U:(a)

Aber: Vk € Nay, =1 oder ay,, = —1 4 O

(2) Q ist abzéhlbar. Also existiert eine Folge (a,) in Q mit Q = {a1, aq,...}
Behauptung: Jede reelle Zahl ist Haufungswert von (ay,).
Beweis: Sei a € R. Es existiert ein ¢g; € Q mit a < ¢; < a+ 1 (sogar unendlich viele).

Es existiert ein n; € N mit ¢; = a,,.
Es existiert ein g2 € Q mit a < g2 < min{a + %, a,, }.
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Es existiert ein ng € N mit g2 = ap, und ny > ny.
Es existiert ein g3 € Q mit ¢ < g3 < min{a + %, Uy }-
Es existiert ein n3 € N mit g3 = a,, und n3 > no.

Induktiv fortsetzen: Es existiert eine Teilfolge (a,,) mit a < an, < min{a + §,an,,,} fir alle
kEeNk>2

Also (an,,) — a fiir k — oo

= a ist Haufungswert. O
(3) VneNa, :=n
Fiir jede Teilfolge (ay,) gilt:
(an,) = (n1,n2,n3,...) unbeschrénkt

= Jede Teilfolge ist divergent. = Es existieren keine Hiufungswerte.

Erinnerung: a, — a <= Ve >0 a, € U.(a) fiir fast alle n € N.

Satz 2.27. Sei (a,) Folge und ¢ € R. Dann gilt:
a € HW(a,) & Ve >0 a, € Uc(a)
fiir unendlich viele n € N.

Satz 2.28. Ist (a,) konvergente Folge und (a,,) eine Teilfolge von (a,), so ist auch (a,,) konvergent

und lim a,, = lim a,. Insbesondere ist HW(a,,) = { lim an}.

k—o00 n—oo nS—oo

Beweis: Sei a :=lima,. Sei ¢ > 0. Wegen a,, — a existiert ein ng € N mit Vn > ng |a, —a| < e.
Dany < ng < ... existiert ein kg € N mit ng, > no. Dann gilt Vk > ko : ne > ng, > no
= Vk>ko |a, — a|] < e, also konvergiert a,, — a. O

Lemma 2.29. Jede Folge (a,,) hat eine monotone Teilfolge.
Beweis: m € N heifle ,niedrig* & Vn > m a, > an.
1. Fall Es gibt hochstens endlich viele niedrige Indizes. Setze m := 1 + max{k € N : k ist niedrig}. (Also

ab m sind alle Indizes nicht niedrig.) Setze ny := m. Da ny nicht niedrig ist = Ing > 1y apn, < ap,.

ny > ny = m nicht niedrig = 3Ing > ng an, < an,. Induktiv fortsetzen: Erhalte Folge (ng) in N
miny <ng < ...und an, > an, > ... Also eine monoton fallende Teilfolge (ay,, ).

2. Fall Es gibt unendlich viele niedrige Indizies. ny < ne < ng < .... Da fiir alle £ € N niedrig ist, gilt
Yn > ng an > an,. = (an, ) monoton wachsend.

O

Satz 2.30 (Satz von BOLzZANO-WEIERSTRASS). Jede beschrinkte Folge hat mindestens einen H&u-
fungswert.

Beweis: Nach obigem Lemma enthélt (a,) eine monotone Teilfolge (ay,, ). Da (ay,) beschriankt ist, ist
auch (an,) (nach oben und unten) beschrinkt. Nach dem Monotonie-Kriterium ist (a,,) konvergent.

klim (an,) ist Hiufungswert von (a,). O

Satz 2.31. (a,) sei beschrinkt (== HW(a,,) # 0). Dann gilt:

(1) HW(a,,) ist beschréinkt.

(2) sup HW(ay,),inf HW(ay) sind selbst wieder Haufungswerte. Also existieren max HW(a,) und
min HW (a,,).
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Definition 2.32. (a,) sei beschrinkte Folge.

limsupa, := lim a, := max HW(a,) heiBt limes superior oder oberer Limes von (a,).
n—oo

n—oo

liminfa, := lim a, := min HW(a,) heifit limes inferior oder unterer Limes von (a,).

n—oo n—oo

Klar: (a,) beschrankt.

= Va € HW(a,) liminfa, <a <limsupa,

n—0oo n— o0
Beachte: Aus obigem Satz folgt: Ist (a,) konvergent, dann

limsup a,, = liminf a, = lim a,.
n—00 n—00 n—00

Beispiel 2.33. Vn € N a,, = (—1)". Schon gezeigt: HW (a,,) = {1, —1}. Also:

limsupa, =1, liminfa, = —1
n— o0 n—oo

Beispiel 2.34. Vn € Na, = (—1)" (1+ 1)".

Dann gilt Vn € N ayg, = (1 + ﬁ)gn (agy) ist Teilfolge von (a,) und lim ag, = e. Ferner

n—oo
1 2n+1
Vn eN agn+1(1+ >

2n+1

(agnyt1) ist Teilfolge von (a,) und lim ag,4+1 = —e. Also (1) ist HW(a,,) = {e, —e}. d.h.
n—oo

limsupa, =e, liminfa, = —e¢.
n— o0 n—oo

Satz 2.35. (a,) sei beschrinkt. Dann gilt:

Yoo >0 limsup(a-ay) = - limsupa,

Va >0 liminf(a-a,) = a-liminfa,

n—oo n—o0o

limsup(—ay,) = — liminf a,
n— 00 n—oo

2.5 CAucHY-Kriterium

Definition 2.36. Eine Folge (a,,) heifit eine CAUCHY-Folge, wenn gilt:
Ve>03ngeN VYnm>ng |a,—an| <e

Satz 2.37 (CaucHY-Kriterium). (a,) konvergent < (a,) CAUCHY-Folge.

Beweis:

,=“ Seie >0.Sei a:= lim a,.
n—oo

Da (ay) konvergent ist, existiert no € N mit ¥n > ng |a, —al < 5

= Vn,m>ng |an —am|=|(an —a)+ (a—an)| <|ap —a|l+ |la—an| <e
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<= Zeige zunichst (a,) (vorgegebene CAUCHY-Folge) ist beschrinkt.
Zu e := 1 existiert ein ng € N mit Vn,m > ng  |an —am| < 1
=Vn=no |an|= ’(an — n,) +ano‘ < lan = anp| + |ane| < 1+ |an,|

=VneN la,| < max{|a1|7 las], ..., |ane|, 1+ |an0|}

31

Nach BOLZANO-WEIERSTRASS hat (a,,) also einen Haufungswert, d.h. es existiert eine konvergente

Teilfolge (an, ).
Sei @ := lim ay,. Zu zeigen: a = lim a,.
n—oo n—oo

Sei nun € > 0. Dann existiert ein ng € N mit

€
Vn,m >ng  |an — am| < 3

Da a,, — a existiert kg € N mit ng, > no
€

Vk > ko |an, —al < 5

= VYn>ng |an—a\=’(an—ank0)+(anko—a)’ < |an—ank0’+‘ank0

Beispiel 2.38. (a,) rekursiv definiert durch:

1
1+a,

ap =1, apy1:=

Dann:
YvneN a, >0, a,<1

(Beweis per Induktion)

= VneN a1 = >

—_
+
S
3
DN =

1
= VneN an2§

Dabher:
1 1
1 + Ap+k—1 1 + An—1

_ \an-s-k—l - a'n—1|
(I +antr—1)(1 + an—1)

Vn,k € N;n > 2 an+k_an|—‘

INA
N
7 N

7'|an+k71_an71‘ < ... <
9

()" e +iad < 2(3)"

<
4 n—1
= Vn,keN |aptr —an] < 2- (9)
= (a,) ist CAuCcHY-Folge: Sei ¢ > 0 wihle ng € N mit 2 - (%)nofl <e

Seien n,m > ng 0.B.d.A. sei m > n. Setze k:=m —n

4 n—1 4 no—1
jam_an|:|an+k_an|§2'(9> §2'(9> <e

—a| < €

4 n—1
9> ‘an+k7(n71) — Ap—(n—-1)
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= (ay) ist CAucHY-Folge. = (ay,) ist konvergent.

Sei a := lim a,. Wegen an+1:ﬁund a, — a und a,41 — a folgt:
1
a =
1+a
1 1 1 V5
2
= -1=0 = = —— -4+1=—=+—
@ ta ¢ Va1t 2772

Wegen a,, > % (s.0.) gilt auch a > % Also +.

= az%(ﬁ—l)



Kapitel 3

Reihen

Definition 3.1. Sei (a,,) eine Folge in R. Die Folge (s,,) hei8t unendliche Reihe und wird mit
o0
D
k=1

bezeichnet.

Sy, heifit n-te Teilsumme oder Partialsumme.

[e.e]
> ay, heiit konvergent :< (s, ) konvergent. Analog: divergent.
k=1

o0 o0
Ist > ax konvergent, so heifit lim s, der Reihenwert oder Reihensumme und wird ebenfalls mit > ag
k=1 n—oo k=1

bezeichnet.

Das Symbol ) a; hat also im Konvergenzfall zwei Bedeutungen.
k=1

Bemerkung 3.2.

(1) Ist p € Z und (a,);%,, eine Folge, so definiert man entsprechend

n
VYn >p sn::ap+ap+1+~-~+an:2ak
k=p

Die kommenden Sétze und Definitionen werden nur fiir den Fall p = 1 formuliert, gelten aber ent-
sprechend auch fiir andere p € Z.

o0
Man schreibt fiir p = 1 auch oft Y ay statt > ax, wenn keine Verwirrungen zu befiirchten sind.
k=1

(2)
;akzz% _ .

Beispiel 3.3.

o0
(1) geometrische Reihe > x. AlsoV¥n €N s, =1+ z + 22+ + 2™
k=0

Wie bereits gezeigt: (s, ) konvergiert < |z| < 1. In diesem Fall:

lim s, =
n—oo —x

33
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34

Also Y z¥ ist konvergent <« |z| < 1. In diesem Fall:
k=0

d.h.
1 1 1 1 1 1

VneN s, = cetap=(1-= - —= - — =1-
ne ° Gt azteta ( 2)+(2 3) +(n n+1) n+1

n— 00
— 1

[ee] (oo}
Also > m ist konvergent und >’ m =1.
k=1 k=1

%,alsoVneNs7L:1—|—1+%+~-~+%.

©
118

k=0
Wie bereits gesehen: s, — e fiir n — oc.

[e.e] (oo}
Also: - . ist konvergent, und Y. % =e.
k=0 k=0

(4) harmonische Reihe

00
k=1

El e

AlSOVnENsn:1+%+%+...+%.
—VneN T P S L
n Sop =8 — ek — > n.—— —g 1
2n n ’I'L+1 7’L+2 m = n m n B
5% 23 >

n Summanden

Also ist (s,) keine CAucHY-Folge, denn sonst gibt es zu ¢ = % ein ng € N mit

Yn,m>ng |s, —sm| <e
Wihle n > ng beliebig und m := 2n, denn |sg, — s, | <& = % 4

o0
Nach CAUCHY-Kriterium ist (s,) divergent, d.h. 3 ¢ divergent.
k=1

Satz 3.4.
(1) Monotoniekriterium: Es gelte Vk € N a; > 0
Ferner sei (s,,) nach oben beschrénkt. Dann ist ) aj konvergent.
k=1
(2) CaucHy-Kriterium fiir Reihen:
<e

oo

Zak ist konvergent < Ve >03dng e NVn,m>ngm >n

m
> a
k=n

k=1
oo
> ay konvergent, und fiir

(3) > ak sei konvergent, dann ist fiir jedes v € N die folgende Reihe
k=v+1

k=1
o0

r, = Y. aggilt lim r, =0.

k—pt1 V—00
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(4) Ist > ax konvergent, so gilt klim ar, = 0. (Achtung: Umkehrung ist falsch).
k=1 —oo

Beweis:

(1) DaVk € N ag > 0 ist (s,,) monoton wachsend. (S,+1 = $p + an41) Ferner (s,) nach oben beschrinkt.
Also nach dem Monotoniekriterium fiir Folgen gilt: (s,,) ist konvergent.

m
(2) Firm >n gilt s, —sp, = >, ax
k=n-+1

= Behauptung folgt aus dem CAUCHY-Kriterium fiir Folgen.

m

(3) Sei v € N fest. Setze Vm > v+ 1 o, = Y, ag.
k=v+1
DannVm>v+1 sp=a1+--+ay+aps1+ -+ am =S, + 0.
Lasse hier m — oo gehen. Und mit s := lim s, gilt also o,,, = s, — 5, — s — s, fiir m — oo.
m—00

o0 o0
D.h. Y ag ist konvergent und > ap = s —s,.
k=v+1 k=v+1

AlsoVvwveN r, =s—s, — 0 fiir v — oo.

VneN spp1—sp=(a1+ - +ant1) = (a1 + - +an) = anp1

e}

Wegen lim s,11 = lim s, = > ar =: s. Daher an41 = Spy1 — Sn — s — s = 0 fiir n — oo. Also
a, — 0 fiir n — co.
]
Beispiel 3.5.
(1) ay := (=1)* fiir alle n € N. Dann ay, /4 0 fiir k — oo. Also > (—1)* divergent.
k=1
(2) > + divergent, obwohl 1 — 0 fiir k — oo.
k=1
Satz 3.6. > ay, > by seien konvergent, und seien «, 8 € R. Dann konvergiert auch
> (aag + Bby)
und
D (aag +Bby) =a) ap+ B b
Beweis: Vn € N s, := " ag, 0, := Y, b. Da > ag, Y. by konvergent: (s,), (0,,) auch konvergent.
k=1 k=1
Und:
as, + o, — « lim s, +0 lim o,
n v —— ——
:kgl(aak"rﬁbk) =>ak =>bk
O

Achtung: Eine Gleichung der Form

Z(aak—i-ﬁbk) zaZak—i—ﬁZbk

macht nur Sinn (als Gleichung zwischen Grenzwerten), wenn Y ay, > by konvergieren.
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Definition 3.7. Y ay heiit absolut konvergent < > |aj| konvergent.

Satz 3.8. Ist > ay absolut konvergent, so ist Y aj konvergent. (Die Umkehrung ist falsch).

Beweis:
m m
Vm >n Z ag| = lant1 4+ + am| <lang1| + -+ |am] =Z\ak|
k=n+1 k=1

Sei e > 0. Da Y |ak| konvergent nach Voraussetzung, folgt Behauptung aus dem CAucHY—Kriterium. O

Beispiel 3.9. alternierende harmonische Reihe:

oo -1 k+1
y

k=

=

e SN (ZDFF S~ (DR L
Zeige: ) ~—4— ist konvergent. Aber offenbar: ) ‘—— ist nicht absolut konvergent, denn
k=1 k=1

o0 —1k+1 o0
Z( ) Z:

—t | = (ist divergent)
k= k=1

T =

k

[

S~ (=DM
Zur Konvergenz von kzl —

N (-1
V N = -  =1-= — e -~ 7
neN s, kz::l - STyt t—
Setze a,, = # Dann
1 1

Vn € N Sgpi2 = Sop + G2pg1 + A2p2 = Son + mrl o2 > San
—

>0

= (S2,,) ist monoton wachsend. Analog zeige: (S2,—1) ist monoton fallend:

Vn € N sopq1 = Sap—1 + G2p + a2pt+1 = ... < Sop—1
(_1)2n+1 1
Sop — Sop—1 =Q2p = ——(—— = ——
" " " 2n 2n
1
= Sop—1=S2n t+ o—
2n

Induktiv folgt:
82 <84 <86 < - <82 <821 <8235 --<83< 8

Insbesondere ist (s2,,) nach oben beschrinkt (z.B. durch s;) und (sg,—1) ist nach unten beschréinkt (z.B.
durch s3).
= Nach Monotoniekriterium sind beide konvergent.
Sei s:= lim s9,, §:= lim s9,_1.
n—oo n—oo

Offenbar s < 5. AuBerdem gilt (vgl. oben): s = 3.

Daher konvergiert auch (s,,) gegen s:
€>0, 8o, — 8= So, € Ue(s) fiir fast alle n € N

& s, € Ue(s) fiir fast alle geraden n € N

Analog fiir die ungeraden Indizes, = s,, € U.(s) fiir fast alle n € N. = s, — s.
(spiiter: s = log2)



37

Satz 3.10 (LEiBNIz—Kriterium). Sei (b,,) eine Folge, b, > 0, (b,,) monoton fallend; lim b, = 0, und

an = (=1)"*1p,,.

&)
Dann ist Y a, konvergent.
n=1

Beweis vgl. obiges Beispiel.

Satz 3.11.

n—oo

(1) Majorantenkriterium: Seien (a,), (b,) Folgen, mit |a,| < b, fiir fast alle n € N. Ferner sei >_ b,

konvergent.

(oo}
Dann ist Y a, absolut konvergent.
n=1

n=1

(2) Minorantenkriterium: Seien (a,), (b,) Folgen, mit 0 < b,, < a,, fiir fast alle n € N. Ferner sei

o0 (o)
> by, divergent. Dann ist auch ) a,, divergent.

n=1 n=1
Beweis:
(1)
Jko e NVn > ko |an| < b,
Seien m < n > ky:

m m
5m,n = Z |ak|§ Z by =10m,n

k=n+1 k=n+1

Seie >0
= dng e NVm,n>ng,m>n opm, <e¢
0.B.d.A. sei ng > k.

= VYVm>n>nyg Gma(Somn) <€

o0
= Y |ag| ist konvergent. (Nach 2x CAucCHY-Kriterium)
k=1

(2) Annahme: Y a, konvergent.

n=1

= > b, konvergent. = Widerspruch.

Beispiel 3.12.

[e.e]
(1) n%;l ﬁ, dh Ay = ﬁ

Dann
] = = e € i
o] = ln = n+1)(n+1) ~nrn+1) "
——

>n

Bekannt Y b,, konvergent.
= > a, konvergent.

o0

n2

o0 o0
Also 21 m = > -5 konvergent. = 21 - konvergent. (Reihenwert: %2)
n= n=
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(2) Sei a € (0,1],a € Q.

Dann

VneN n>na

= VneN

Da )’ % divergent, folgt nach dem Minorantenkriterium n% divergent.
(3) Sei v > 2,0 € Q.

VneN n?<n®

Da )’ # konvergent, folgt nach dem Majorantenkriterium: 3 -1 ist konvergent.

n

(4) Ohne Beweis: Sei & > 1, € Q. Dann ist die Reihe ) —& konvergent.

Bemerkung: Die Einschréankung o € Q wird spéter verschwinden, wenn wir Potenzen mit reellen Expo-
nenten eingefiihrt haben. (siehe 7.28)

Satz 3.13 (Wurzelkriterium). Sei (a,) Folge.
(1) Ist ¥/|ay| unbeschrinkt, dann ist die Reihe > a,, divergent.

(2) Sei {/|an| beschriinkt und setze « := limsup {/|ay|.

n—oo

Ist @ < 1, so ist Y a,, absolut konvergent.
Ist @ > 1, so ist Y a,, divergent.

Beweis:

(1) ¥/]an| unbeschriinkt. = /[a,| > 1 fiir unendlich viele n.
= |ap| > 1= a, 4 0 fir n — oco.
= Y a, divergent.
(2) Seiav<1. Wihlez e Ria<z <1
Behauptung: {‘/m < « fiir fast alle n € N.
Beweis: Annahme: W > z fiir unendlich viele n. Also existiert eine Teilfolge:

( "§/ \ank|> mit by := "§/|an, | >z fiir alle k € N

Da (by) beschrinkt ist, hat sie nach BOLZANO-WEIERSTRASS mindestens einen Hiufungswert; nenne
diesen (3. Es sei (b;) eine Teilfolge, die gegen 3 konvergiert. (bx,) ist eine Teilfolge von (\"/ |an|).

= ﬁeHW(W).

= B <o (wg. a grofter Hiufungswert). Andererseits by, > « fiir alle j € N.

= (B >x. Also x < 8 < a < x = Widerspruch. O
Also /a,| <  fiir fast alle n.

= |ap| < 2"

Wegen |z| =z < 1ist > ™ konvergent. Also folgt aus dem Majorantenkriterium:

= Z a, absolut konvergent

Sei av > 1. Setze ¥n € N ¢, := {/l|ap|.



Wihle € > 0 mit « — ¢ > 1. Dann gilt ¢,, € U.() fiir unendlich viele n, da o Haufungswert ist.
= ¢, > 1 fiir unendlich viele n.
= |ap| > 1 fiir unendlich viele n.

Wie in (1) folgt: > a, divergent.

Beachte: Ist die Folge (\"/ |an|> beschrinkt und

o :=limsup V/|a,| =1
n—oo

so liefert obiges Kriterium keine Entscheidung iiber Konvergenz von Y a,,.

Beispiel 3.14.
(1) an:==.

n

1
an| = —= — 1 fiir n — oo

Yn
= limsup {/|a,| = lim {/|a,| =1
n—oo

n—oo

und > a,, divergent (harmonische Reihe)

(2) ay = 5.

n? (y/n)?
= limsup {/]a,| = im Vlan| =1

n—oo

und > a, konvergent.

(3) Sei x € R.

)n , falls n gerade
Q=
n°z", falls n ungerade

[SESIES

i falls n gerade
= Ylan| = ({L/ﬁ)2 -|z| falls n ungerade
—_—

= HW (/Jan]) = {£,]l}

= limsup {/|a,| = max {3, |z|}
also: falls |x| < 1, ist > a,, absolut konvergent. Falls |z| > 1, ist > a,, divergent.
Falls |z| = 1, so gilt |a,| = n? fiir alle ungeraden n. = a, /4 0 = > a, divergent.

Satz 3.15 (Quotientenkriterium). Sei (a,) Folge mit a,, # 0 fiir fast alle n € N.

(1) Ist (M) beschrinkt und

An

. a
lim sup ntll <1

n—oo

Qn

so ist die Reihe > a, absolut konvergent.
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(2) Ist ag—:l > 1 fiir fast alle n, so ist > a,, divergent.
(3) Ist liminf | #2411 > 1, s0 ist ) a,, divergent.
n—oo n

Beweis:

An+1
an

(1) Sei o :=limsup < 1.

n—oo

Wihle z € R, < < 1. Wie im Beweis fiir Wurzelkriterium folgt:

an+1
Qn

< z fiir fast alle n

etwa fiir alle n > n;.

= |an| < lan—1| -z <|an_1|-2? < <|ap_p, |- 2"™

1
=lay,| - — 2" fir n>ng
1 o

—_———
=:c
= |ap| <c-a”
Wegen x < 1 ist Y 2™ konvergent.

= > a, absolut konvergent.

(2)

Qn 41
An

> 1 fiir fast alle n. = (|ay|) ist mon. wachsend.

= ap, A~ 0

= Y a, divergent.

(3) Sei
(B := liminf ia >1
n—oo an
Wihle 2 € R,1 < = < . Ahnlich wie im Beweis zum Wurzelkriterium erhélt man: % > g fiir
fast alle n.
O

Korollar 3.16.
(1) Falls @« = lim {/|a,| existiert, so gilt
> ay, ist absolut konvergent, falls o < 1 und divergent, falls o > 1.

(2) Falls 8= lim existiert, so gilt:

n—oo

An41
Qn

> ay, ist absolut konvergent, falls 8 < 1 und divergent, falls 8 > 1.
Korollar 3.17.

(1) Existiert 8 = lim |*2*| und ist § = 1, so liefert obiger Satz keine Entscheidung. (analog zum
n—oo n
Wurzelkriterium)
1 An+1 n
an = — = = 1
" n an, n+1 -
= > a, divergent.
1 An+1 n?
a, = — = = ].
" n2 an (n+1)2 -

= > a, konvergent.
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3.1 Exponentialfunktion

Beispiel 3.18. Sei x € R beliebig. Untersuche die Reihe

o0
>
n!
n=0

Klar: Fiir x = 0 ist die Reihe absolut konvergent mit Reihenwert 1.
Sei x # 0. Setze a,, 1= % Dann

$n+1
(nt1 CESHI] n! || .
= —| = |z| - = 0 fir n — o
an, = 1 (n+1)! n+1 - -

Gn41

n

Insbesondere ist lim < 1. Nach dem Quotientenkriterium folgt:

n— 00

San=>_ fl—, absolut konvergent.

[ee]
Also Zo “3 fiir jedes € R absolut konvergent.
ne

Dies definiert eine Funktion F := R — R durch

oo n

VeeR E(z):=Y -

e

(Exponentialfunktion).
Es gilt B(0) = 1, E(1) = f
"B

Spéter zeigen wir: Vr € Q

5‘,_.

(r) = €". Spéter definieren wir

Ve eR E(x)=:¢€"

Weiteres zum Thema Reihenkonvergenz:

Definition 3.19. Es sei (a,) eine Folge in R und ¢ : N — N eine bijektive Abbildung. Setze
Vn €N by = aym)

Dann heifit (b,,) eine Umordnung von (a,,). Selbiges gilt auch fiir die Reihe.

Beispiel 3.20. (a1,as,a2,a4,as,a7,a¢,as,...) ist eine Umordnung von (a,). (das ist etwas anderes als
eine Teilfolge)

Satz 3.21 (Umordnungssatz). (b,) sei eine Umordnung von (a,,).
(1) Ist (ay,) konvergent, so ist auch (b,) konvergent, und

lim b, = lim a,

n—oo n—oo

(2) Ist > a, absolut konvergent, so ist auch > b, absolut konvergent, und

an :Zan.

Bemerkung 3.22. Ist > a, konvergent, aber nicht absolut konvergent, so existiert zu jedem b € R eine
Umordnung (b,,) von (a,) mit

an:b
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Definition 3.23 (CaucHY-Produkt). Gegeben seien Folgen (ay,) und (b,). Setze

¥n €N cn = arbn—t = aobn + arbn-1 + azbp_z + -
k=0

Dann heifit Y ¢, das CAUCHY-Produkt der Reihen > a, und Y b,.

n=0 n=0 n=0

Satz 3.24. Sind > a, und ) b, beide absolut konvergent, dann konvergiert auch ihr CAUCHY-Produkt

n=0 n=0

> ¢y, absolut, und

(&) &)
Beispiel 3.25. Sei |z| < 1. Bekannt: Y z™ absolut konvergent, und > 2" = % Dann
n=0

(&) (&) £

n
mit ¢, = > 2% - 2"k = (n 4 1)a".
k=0

Also ist > (n+ 1)z™ absolut konvergent, und

n=0

oo N 1
ngo(n +1)a" = 7(1 o

Bemerkung 3.26 (Weiteres zur Exponentialfunktion).

oo n

Ba)=Y

n=0

Seien z,y € R:

mit

(@ +y)"
= B() B(y) =) ~—+— =E(z+y)
n=0
Mit Induktion zeigt man:
Vey,...,x € R E(xy+---4x;) = E(xy) - -+ - E(xy)

Weiterhin gilt fiir alle z € R:

1=FE(0) = E(z+ (—z)) = E(z) - E(—x)
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Ferner:
E@)=E(3+%)=(E(3) >0
Weiter fiir alle n € N:

E(n)=E(Q+1+---+1)=E(1)-EQ1)---E(1)= E(1)" =¢"

n mal
Ferner:
e=BM=BG 41t 4 =B@E)  EE)=FE)
n mal n mal

= F=E(})
S

Also fiir alle r = Q mit m,n € N:

m

B(2)=B(A+a+ +2) = B() - B(E) = B@) = (4)" = o
n mal n mal
SchlieBlich fiir alle r € Q:
Falls r > 0
= E(r)=¢€"
Falls r < 0
= —r>0 = E(—r):e”:e%
= E(r)=¢"
Fallsr =0

= EB0)=1=¢"

Schliellich seien z,y € R und = < y, also y — > 0 und damit

o (y—a)" o (y—a)"
n=0 ’ N=1 N !
>0

Andererseits ist F(y) - B(—z) = g(y)
= E(y) > E(x)
Also:Vz,yeR 2 <y = E(z) < E(y).

3.2 Eigenschaften der Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion E(z) = % hat also die folgenden Eigenschaften:

n=

(=)

E(0)=1, E(l)=e

(
Ve,y e R E(x+y)=FE(x)- E(y)
Vr e R E(z)>0
vz € R E(—z) = ng)

VreQ E(r)y=c¢"
Ve,ye R z<y= E(z)<E(y)
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Kapitel 4

Potenzreihen

Es sei (an)52 eine Folge in R und z( € R.
Eine Reihe der Form

oo

Zan(ﬂc —20)" = ap + a1(z — x0) + az(x — 20)* + -

n=0
heifit eine Potenzreihe.

Frage: Fiir welche z € R ist diese Potenzreihe konvergent bzw. absolut konvergent?

Klar: Die Potenzreihe konvergiert fiir x = xg mit Reihenwert ag.

Beispiel 4.1.

3

=
18
2|

;2" = E(z) konvergiert fiir alle z € R absolut. (hier a, := - und z¢ := 0).

3
I
<

—~
[\
~
18
—~
&
|
8
(=}

)™ (hier a,, :=1). Setze & := x — (. Bekannt:

3
Il
<

ist konvergent < |Z| < 1 und der Reihenwert ist dann 1= = ﬁ Also:

n

™3
ISH

3
Il
<

18

(x — x9)™ absolut konvergent < |z — x| < 1

3
Il
<

—1I<zrz—290<1l & xp—1<ax<zg+1

Mg &

n"(x — xo)" (hier: a, =n"). Sei € R,z # ¢ und a, := n"(z — z¢)". Dann

YVa, =n-|x— x|

oo}
unbeschrinkt. = > a ist divergent.

n=0

3
I
o

o0
Also ist > n"(x — x9)™ konvergent < x = xg.
n=0

o0
Satz 4.2. Essei Y. an(z — o))" eine Potenzreihe.
n=0

(1) Ist ( Y/ |an|) unbeschrankt, so konvergiert die Potenzreihe nur fiir z = .

(2) Ist (\”/ an|) beschrénkt, so setze
o :=limsup V/|a,|

n—oo

45
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(1) Ist o = 0, so konvergiert die Potenzreihe fiir jedes € R absolut.
1

(2) Ist 0 > 0, so konvergiert die Potenzreihe absolut fiir jedes € R mit |z — zo[ <  und sie
divergiert fiir alle € R mit |z — xg| > %
Beweis:

(1) Sei x # o und a, = ap(z — xo)™.
= /an| = /)an| | — x| unbeschrinkt
= > a, ist divergent.
(2) ap = ap(z —xo)™

limsup V/|a,| = limsup ¥/|a,| - |z — xo| = 0|z — 20
oo

n—oo n—

Sei zunéchst ¢ > 0. Also gilt nach Wurzelkriterium:
— Falls plx — x| <1 (d.h. |z — x| < %), so ist ) a, absolut konvergent.
— Falls gz — zg| > 1 (d.h. |z — zo| > %), so ist > a, divergent.

Sei nun 9o =0
olr —xp| =0< 1V eR

Nach Wurzelkriterium:

> ay, ist absolut konvergent.

Korollar 4.3.

=0

lim
n—oo {/pl

Beweis: ‘% ist konvergent fiir alle € R. Also muss nach obigem Satz ¢ = 0 vorliegen.

1
= limsup {/ — =0
n—oo n!

AuBlerdem: ¢ % > 0.
/1
= lim {/— =0

Definition 4.4. Sei Y a,(z — z¢)" eine Potenzreihe und, falls (\"/ \an|) beschrénkt ist:

0 = limsup /|an|.

n—oo

Setze
0 falls («”’/|an|> unbeschréinkt
ri=qoo fallsp=0

% falls o > 0

r heifit Konvergenzradius der Potenzreihe (denn ) a,(z — o)™ konvergiert fiir | — x¢| < r absolut und
divergiert fiir |z — xo| > 7.)

Der Konvergenzbereich der Potenzreihe ist also immer von der Form (xg—r, zo+7) oder (zo—r, 29+7r] oder
[xo—r, zo+7) oder [xg—7, zo+7]. (auch im Fall r = 0 : [z, xo] und im Fall r = oo : ,(xzg—00, zg+00)“=R).



Beispiel 4.5.
(1) Y a™ ap =1,20 =0.

o =limsup V/]a,| =1

n—oo
=r=1
Die Potenzreihe divergiert fiir z = 1 und fiir z = —1.

= Die Potenzreihe konvergiert genau fiir x € (—1,1).

o0
(2) X %aaozo,an:%fﬁrnZL
n=1

1
o=limsup {/— =1
n—oo n

=r=1

Fir z =1 ist

18

o0
" 1 7:
== o divergent.
n=

n=1

00 0 n
Firoz=—1ist ) === % konvergent nach LEIBNIZ—Kriterium.
=1

n=1

= Konvergenzbereich: [-1,1).

1
o=limsup {/— =1
n—oo n
——
— 1
T (vm?
=r=1
Die Potenzreihe konvergiert aulerdem fiir z = 1 und x = —1.

= Konvergenzbereich. [-1, 1].

0 falls n gerade
Qp =
n falls n ungerade

. 0 falls n gerade
Vlan| =

/n  falls n ungerade

= HW({"/|an|) = (1,0}
o =limsup V/]a,| =1

n—oo

=r=1
Sei x =x9— 1 oder x =209+ 1, dann |2 — 2o =1
= |an(z — 29)"| = |an| = n (falls n ungerade)

= Zan(l‘ - xo)" divergent, da an(x _ xo)n 4 0.
= Der Konvergenzbereich ist: (—1,1).

47



48 KAPITEL 4. POTENZREIHEN

4.1 Der Cosinus

Betrachte:

n=0

n

d.h. aon — %, A2n41 = 0.

:> 2n |a2n:232)|—)0
v/ (2n)!

(Teilfolge von ﬁ 2

7 Nagmar] = 0 — 0
Also WHOfﬁrnﬁoo.
0=20
r =00

= die Potenzreihe konvergiert absolut fiir alle x € R.

Dies definiert eine Funktion

cos:R—R
oo x2n
cos(x) := Z(—l)" @n)!
n=0

4.2 Der Sinus

Ahnlich wie beim Cosinus zeigt man:

Die Potenzreihe

0 x2n+1
> (V" G
o (2n+1)!

konvergiert fiir alle z € R absolut.

Dies definiert eine Funktion

sin:R—R
i x2n+1
sin(z) 1= (-1t ——
o (2n+1)!

[£27%
An41

Satz 4.6. Sind fast alle a,, # 0 und existiert lim =: L, so gilt fiir den Konvergenzradius r der

Potenzreihe Y a,(x — xo)™:

r=1L
Beweis: Setze b, 1= a,(x — 20)"; dann gilt fiir x # zo:

bn+1

bn

_ Ap+1

- — x|

n
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1. Fall: L =0.

=
= > by = an(x — o)™ ist divergent.

= > an(x — x9)™ konvergiert nur fir z = x,.

bn+1
br

) ist unbeschriankt.

=r=0
2. Fall: L > 0.

bn+1 Ap41

an

= lim

n—oo

= lim

n—oo

& — 20| = ~| — 0|
x ,’Bo—L,T Zo

n

= 3 b, =Y ay(x—z0)" ist konvergent, falls +|z— x| < 1, und ist divergent, falls + |z —xo| > 1.
Also konvergent, falls |z — z¢| < L und divergent, falls |x — 2| > L.

=r=1°L
O
o0 (o]
Satz 4.7. Y an(x—xp)" und > b,(x — )™ seien zwei Potenzreihen mit Konvergenzradien 1 bzw rs.
n=0 n=0

Setze:

R min{ry,ro} falls 1 < 0o oder 1y < 00
Tl falls 1 = oo und 79 =

Dann ist der Konvergenzradius der Produktreihe

[e.°]

Z en(x — )"

n=0

n

(Hlit Cp = Z akbn—k)
k=0

>R

und es gilt:

icnx_% (Za,,x_xo ) (Zb — )

fiir |z — x| < R.

4.3 Weiteres zu Sinus und Cosinus

) s x2n+1
sin(z) = nz::O(—l) ani1)
0 p2n
cost) = 31" G
Offenbar gilt:
sin(—z) = —sin(x)

cos(—x) = cos(z)

Ahnlich wie in der Exponentialreihe (E (x4+y)=E(z)-FE (y)) zeigt man mit obigem Satz die folgenden
Additionstheoreme:

sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y)
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cos(z +y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)
Weiterhin gilt offensichtlich:
sin(0) =0, cos(0) =1
Damit folgt:
1 = cos(0) = cos(x + (—x)) = cos(z) cos(—x) — sin(x) sin(—x) = cos®(x) + sin®(z)
Insbesondere gilt:
Vo € R cos?(x) < cos?(z) +sin®(x) =1 = |cos(z)| < 1
genauso

Vex e R |sin(z)| <1



Kapitel 5
g-adische Entwicklungen

Sei g € N, g > 2 fest in diesem Abschnitt.
Fiir a € R, a > 0 existiert genau ein k € Ny mit

k<a<k+1

Setze [a] := k (groBte ganze Zahl < a, Ganzteil von a, GAussklammer).
Setze zp :=[a] = 20 <a<zy+ 1.
Setze z1 := [(a — 20)g] = 21 < (a — 20)9 < 21 + 1.

21 z1 1
= 20+ —<a<z+—+-
g g g

Setze z3 := [(a — 2o — %1)92] =23 < (a— 29— %)92 <z + 1

1
a2

21 z2 21 zZ2
= Zo+*+*2§(l<20+*+72+
g g g g g

Esgilt 21 <g—1,20<g—1...,denn:
Wiére z; > g — 1, so z; > ¢ (da beide in N), daher

ﬁ21:>zo—|—1§,zo—ﬁ—é§a<zo—}—1 4
g g

zo < g — 1 analog.

20, 21, 22, - - - seien schon definiert. Setze

z1 z9 zZ
Fntl = |:(a R0 T T 5 T Z) '9n+1]
g ) g

Dies definiert eine Folge (z,) mit folgenden Eigenschaften:

VneN z, €Ny, Vn>1: 2z, <g—1

z z z z 1
VHENQ Zo+*1+%+"'+7z§a<2’0+"’+7:+7
g g g g g

Satz 5.1. Ist (Z,) eine weitere Folge mit obiger Eigenschaft, so gilt:
Yn €Ny 2z, =2z,

Betrachte die Reihe

oo

IE

n
n=0 9

o1
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oo
; Zn g—1 g—1
Esgilt Vn > 1 0 < o < - und ;::O =

=@g-1-> % ist konvergent (geometrische Reihe). Aus
n=0"

(o]
dem Majorantenkriterium folgt, dass auch 3 an% konvergent ist.
n=0

Setze Vn s, 1= 2z + é 4+ 4 %. Nach obiger Eigenschaft gilt:

1
VneN s, <a<s,+ —
dn
N

—0

= Tizngln =a
Dafiir schreiben wir:
a = 20,2122%324 - - -
Beispiel 5.2. (Setze g = 10)
Da=1z2<a<z+1l,20eNg=2=1
z1=[(a—z)g] = 0; 2 = [(a — 20 — %1)92 =0
= 1=1,00000...
(2) a=3;20=1[a] =0.
2=[(3-0)-10] =3 2=[(3-0-3-:5)-100] =3
= 1=0,33333...

Definition 5.3. Sei b € R und b < 0; setze a := —b > 0. Sei also a = 29, 2122 . . . die g-adische Darstellung
von a. Dann definiere —zg, 2125 . . . als die g-adische Darstellung von b.

Bemerkung 5.4. Bei Definition des Ganzteiles (29 € Ny, 29 < a < zp + 1) hétte man genauso gut
20 € Z, zp < a < zg + 1 verlangen koénnen. Das hétte fiir die o.g. Eigenschaften ergeben:

o+ 24t <a<znt R4+t
Dann hitten wir erhalten (fiir g = 10):
1=0,9999...

3 =10,4999999 . ..
= Wir bleiben beim Alten.

Satz 5.5. Ist a = zg, 2122 ... die g-adische Entwicklung von a geméfl der alten Ungleichung, so ist der
Fall z,, = g — 1 fiir fast alle n nicht moglich. (vgl. 9er-Periode)

Beweis: Annahme: z,, = g — 1 fiir fast alle n.

dIneNVn>m z,=¢g-1

SR T 1 g-1 1 1
:’a=Zzngfn=Zzn97+2<g—1>97=8m71+97 grom = Smet
n=0 n=0 n=m n=m

wegen

LR o U SN SRR
;g"‘migg’“fl— g1

1
n=m g9

1
sm71+F=ZO+%+-~+;$gii+g%1>a 4
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Satz 5.6. R ist iiberabzihlbar.

Beweis: Es geniigt zu zeigen: [0, 1) ist {iberabzéhlbar.
Annahme: [0,1) ist abzéhlbar, d.h. es existiert eine Folge (a,) in [0,1) mit

[0, 1) = {al,ag,ag, .. }

0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass a,, # a,, fir n # m gilt.
Stelle jedes a,, durch seine 3-adische (triadische) Entwicklung dar:

= 21 ) ) )
=0
mit z ) e {0,1,2}. Definiere Folge (zx) durch:
1 falls 2P = 0 oder 2{F) =2
"o falls z,gk) =1

Setze a := Zn

w\»—*
coM—‘

=1
= 23—

= a€l0,1)

=1 =1
';37 Z::O?T 5

dneNa=a,

Ferner ist aber a = 0, 212223 ... Also insbesondere: z, = z,(Ln) (n-te Ziffer von a und a,, stimmen iiberein).

= Widerspruch zur Definition der zj. O



54

KAPITEL 5. G-ADISCHE ENTWICKLUNGEN



Kapitel 6

Grenzwerte bei Funktionen

6.1 Allgemeines

Definition 6.1. Es sei D C R und zg € R.

xo heiBt Hiufungspunkt von D, wenn eine Folge (x,,) in D existiert mit:
vneN x, # xg

lim z, = g
n—oo

Beispiel 6.2.

(1) D=(0,1].
Dann zo € R ist Haufungspunkt von D <z € [0,1] Denn: jeder Punkt in dem Intervall kann
H&éufungspunkt sein, aber auch 0.

(2) D={:neN}

D hat genau einen Haufungspunkt, namlich 0.
(3) D endlich = D hat keine Haufungspunkte.
Lemma 6.3. Sei D C R, g € R. Dann gilt:

xo ist Haufungspunkt von D < Jede e-Umgebung von xg enthilt einen von xy verschiedenen Punkt
aus D.

& Ve>0 (D\{zo})NUc(xo) #0
Beweis:
»=%: Sei xg Haufungspunkt von D, also existiert Folge (x,) in D mit x,, # xq fir alle n, und z,, — xo.
Sei € > 0. Dann:
Ing eNVR>ng |z, —x0|<e < x, € Usxg)
Insbesondere fiir n = ng: x,, € U (x0).

. Zu e = L mit n € N existiert nach Voraussetzung ein x,, € (D \ {zo}) N Uc(xo). Dies definiert die
Folge (z,,) in D\ {z¢} mit

VneN x, € UL(xg)

d.h.

1
Vn eN \xn—xo\<ﬁ

Also x,, — xg.

= 1z ist Haufungspunkt von D.

95
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O
Ab jetzt sei in diesem Abschnitt stets D C R, zg € R Haufungspunkt von D.

Definition 6.4. f: D — R sei eine Funktion und a € R. Wir sagen und schreiben:

lim f(z) =a :& Fir jede Folge (x,,) in D mit Vz,, # zo und x, — xo gilt: lim f(z,) = a.
n—oo

r—Xo
Andere Schreibweise: f(z) — a fiir x — xg.

Bemerkung 6.5. Falls 2o € D, so ist der Funktionswert f(z() in obiger Definition irrelevant. Fiir die
Existenz und den Wert von lim f(z) ist nur das Verhalten von f ,in der N#he“ von xg relevant.
Tr—x0

Beispiel 6.6.

(1) D=1[0,00),p €N, f(z) := {/x.
Ist (2,,) Folge in D mit z,, — w0, so folgt: ¢/z,, — ¢/xo Das heifit:

lim ¥z = ¢/

r—xQ
(2) D=(0,1]
z? fallsO<x<%
1 fallsi<a<i
f(x): 1 fall 2_
z alls x =1
% fallsx:%

Dann lim f(z) =0, lim f(z) = 1.
z—0 r—1

Aber lim f(z) existiert nicht. Denn fiir z,, := 53— = gilt @, — £ und f(zy,) — ; und fiir &, == § + =
z—3
gilt: &, — % und f(Z,) — 1. Aber: lim f(z) existiert und ist 1. Dafiir schreiben wir
z—$,2€(0,3)
1
lim T) = —
waéfof( ) 4
Analog:
lim f(z)=1
z—3+0

Satz 6.7. Sei f : D — R, a € R. Dann gilt:

lim f(z)=a & Ve>036>0Vz € D\ {xo} [lz—a0l<6=|f(x)—al <]

z—z0
Beweis:
o = Seie > 0. Annahme: Es gibt kein § mit der Eigenschaft
Vo € D\ {zo} [lz—ao| <6=|f(z)—al<e
Dann gilt fiir alle n € N: § = % erfiillt obige Bedingung nicht. Das heif}t
VYn € N3z, € D\ {zp} |z —x0| < % A |f(zn) —al>e

dann offenbar x,, — xg, Vn x,, # g, aber f(z,) / a = Widerspruch zu lim f(x) = a.

Tr—T0
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e ,=*“: Sei (x,) eine Folge in D mit ¥n x,, # xo und z,, — xo. Sei € > 0. Nach Voraussetzung existiert
ein § > 0 derart, dass obige Bedingung erfiillt gilt. Da z,, — zq, x, # To existiert ng mit

Yn>ng |z, —xol <9
Nach Voraussetzung folgt:
Yn>ng |f(zn) —al<e

d.h. f(z,) — a.

Satz 6.8.

(1) lim f(z) existiert < fiir jede Folge (z,) in D mit Vn x, # xo und z, — xo gilt: (f(z,)) ist
r—Xo
konvergent.
(in diesem Fall: f(x,) — lim f(z) fir jede dieser Folgen.)
T—x(

(2) (CaucHy-Kriterium) lim f(x) existiert <

T—T0

Ve > 036 > 0;Ve,y € D\ {zo} [lz—zo| <d,ly—mo| <& =|f(x)— f(y)| <]

(ohne Beweis)

Satz 6.9. Gegeben: Funktionen f,g,h : D — R. Es mogen lim f(z) =:a, lim g(x) =: b existieren.

Tr—X0 Tr—Xo

Dann gilt:
(1) Fir o, 0 € R:

lim (af(z) + Bg(z)) =a-a+B-b

T—x0

lim (f(z)-g(z)) =a-b

Tr—Xo

lim [ f(z)| = [a]

(2) Falls es ein § > 0 gibt mit
Vo € (D )\ {zo}) NUs(zo) f(z) < g()
so gilt a < b.
(3) Falls es ein § > 0 gibt mit
Yz € (D\ {zo}) NUs(zo) f(z) < h(z) < g()

und auBerdem a = b gilt, so gilt lim h(x) =a =b.

Tr—T

1ol
2

(4) Ist b # 0, so existiert ein § > 0 mit |g(z)] > 2 > 0 fiir alle 2 € D := (D \ {x0}) N Us(xo) und fiir

g:DHRgﬂt:

lim f(@) =

a
e g(z) b
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Beweis: (1)-(3) mit dem entsprechenden Satz iiber Folgen.

(4) Nach (1) gilt: lim |g(z)| = |b] > 0. Setze nun ¢ := % Nach obigem Satz existiert ein ¢ > 0 mit
T—T0

b
Vo € D\ {zo} |x—x0|<6:||g(x)\—|b|’<5=%
b
= Vo € (D\ {xo}) NUs(xo) lgfa)] — o > 1o
b
= lo(a)| >
Rest mit Satz {iber Folgen. O

Definition 6.10.
(1) Sei (x,,) eine Folge in R.

Ty >C

+oo
—00 T, < cC

& Vee Rdng € NVn > ng

lim z, =
n—oo

(2) D C R, 2o Haufungspunkt von D, f: D — R.

—+00

r—xg —00

lim f(z)= ’ J_rg ’ & Fiir jede Folge (x,,) in D\ {z¢} und z,, — z¢ gilt: f(z,) — ‘

(3) Sei zusiitzlich D nicht nach oben bzw. unten beschrénkt.

lim f(z) = a:& Fiir jede Folge (z,,) in D mit x,, — +oo gilt: f(z,) — a.

r—+o0

(Dabei a = +00 und a = —oo zugelassen.)

Beispiel 6.11.

%H+oofﬁrxﬂ0+

% — —oo fiir x — 0—
P — too fiir z — o0, falls p € N, p ungerade

P — +oo fiir x — +oo, falls p € N, p gerade

6.2 Exponentialfunktion

Sei p € Ny fest. Fiir z > 0 gilt

x? Pl

Ex)=1 T4

(x) tot+ ot >(p+1)!
E

(@) @

xP (p+1)!

Wegen xll}rfoo ﬁ = 400 gilt also
E(x)

lim

r—oo xP

= +00
also insbesondere
mlirgc E(z) = +o0
(= Die E-Funktion ,ywichst fiir z — +oo stiirker als jede Potenz von z*)
Wegen Vo < 0 E(x) = ﬁ gilt:

1 1

r——00 r——00 (—,7;‘) T—400 E(JZ)
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Stetige Funktionen

Definition 7.1. Sei D C R, f: D — R heifit stetig in x9 € D < Fiir jede Folge (z,,) in D mit =, — xg
gilt

f(@n) = flxo)

f heiit stetig auf D, wenn f in jedem xg € D stetig ist.
C(D):={f:D — R: f stetig auf D}

Beispiel 7.2.

(1) D=10,1]U{2}.

2 falls0<z <1
fl@):=¢1 fallsz=1
5 fallsz =2

Klar: f ist stetig in jedem z( € [0,1).
f ist nicht stetig in zg =1
f ist stetig in xg = 2: Sei dazu (x,,) Folge in D mit x,, — 2

= dng e NVn>ng x, =2
= Vn2>ng f(z,)=f(2)=5

= f(zn) = 5=1(2)
= f stetig in 2.

(2) f(x):= ¢z definiert auf D := [0, 00). Schon gezeigt:

lim ¢/z = /x fiir alle zg € [0, 00)

T—xg
Also f € C([0,00)) =: C[0, 00).
Satz 7.3. DCR, f:D— R,z € D.

(1) f ist stetig in xq

&Ve>036>0Vz €D |[lv—zo| <= |f(z)— f(z0)| <&

(2) Sei zusiitzlich zy Haufungspunkt von D. Dann gilt:
fist stetigin zy < lim f(z) = f(zo)-
T—xQ

99
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Satz 7.4.
(1) Sind f,g: D — R stetig in ¢ € D und sind «, 8 € R, so sind
af+Bg, f-g9, Ifl
stetig in z.
Gilt ferner g(z) # 0, so setze D := {z € D : g(z) # 0}. Dann ist 5 : D — R stetig in 29 € D.
(2) C(D) ist ein R-Vektorraum.

Satz 7.5. f: D — R sei stetig in xg, g : F — R sei eine Funktion auf £ C R mit
E> f(D)={f(z):2 € D} und g sei stetig in f(xo) =: yo. Dann gilt

gof: D—R
ist stetig in xq.

Beweis: Sei (z,,) eine Folge in D mit ,, — zo; ypn := f(x,). Weil f stetig ist in g = y, — yo; da g
stetig ist in yg
= 9n) — g(wo)
—— ——
(gof)(zn)  (gof)(wo)

7.1 Potenzreihen

Satz 7.6. > a,(x —x0)" sei eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. D := (zg —r,z9+7) (D =R,
falls r = 00). und f(z) := Y an(x — xo)" fir z € D.

Behauptung: f € C(D). (f stetig in D).

Korollar 7.7. Also E(z), sin(z), cos(x) sind stetig auf R.

Bemerkung 7.8. Fiir zy € D besagt obiger Satz insbesondere:

lim i an(x —x0)" = lim f(z) = f(20) = i an(20 — xo)" = i an - { lim (2 — l’o)n}
0’n:O n=0 n=0

T—20 T—20

sin x
Beispiel 7.9. Behauptung: lirr%) =1.
r— X

Beweis: Fiir z # 0 gilt:

sin x 1 - x3+x5+ 1 x2+m4+ 1

— — [ JE— “e — [ — J— I p—
T T 3! 5! 3! 5!
KR=o00 = stetig in =0
d

Beispiel 7.10. Behauptung:

lim 20 =1

x—0 xX
Beweis:

Ez)—-1 1 2 1 2 3

(@) =— 4+ 57+ ) -1)==-(o+5+-+
T x 2! x
2 0 02
=l+-+—=+ — 1+ -+—+--=1
2 6
O

Korollar 7.11. Sei zg € R:

. E(xo+h)—E(xo) . E(xo)E(h)— E(xo) .. (h) —

M = h = iy Pl = = Bl
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7.2 Zwischenwertsatz

Satz 7.12 (Zwischenwertsatz). Sei f € C[a,b] und yo zwischen f(a) und f(b), genauer:
Yo € [f(a), f(b)] falls f(a) < f(b)
[£(b), f(a)]  falls f(a) = f(b)
Behauptung:
Jzo € [a, 0]+ f(20) = yo

Beweis: Sei M := {z € [a,] : f(z) < yo} Es gilt: f(a) < yo oder f(b) <yo =M #0, M C[a,b] = M
beschrankt. = Jzy := sup M

VneN:xg— % ist keine obere Schranke von M = Vn € M : dx, : xg— % < xp <z, T, € M.

= 1, — xp fiir n — oco. f stetig = f(z,) — f(xg) fiir n — 00, z, € M = f(x,) <yo = f(zo) < yo.
Zwei Fille:

(1) f(a) =yo oder f(b) =yo = fertig.

(2) f(a) # yo und f(b) # yo, etwa f(a) <yo < f(b).

=Sx0Fb=>x9<b

Sei z, ::xo—i—% = dImeN: z, <bVn € N/n>mbzw. z, € [a,b]; z, — xg, [ stetig
= [f(z) = f(@0), 2n > w0

= z2n €M = f(zn) >yoVn>m

= f(zo) > yo

= f(zo) = yo.

Korollar 7.13. Friiher behauptet: Zua >0undn e NIla >0:2" =aqa
Beweis: Eindeutigkeit wurde bereits bewiesen. Beweis der Existenz:

e a = 0: x = 0 leistet das Verlangte.
e a>0; f(x):=a",20:=a+1
= f(zo)=(@+1)" > 1+na > 14a > a
Also: f(0) =0 < a < f(z0) Aus dem Zwischenwertsatz folgt:
= Jrel0,a+1]: f(z)=a

also: 2" = a.

Exponential-Funktion

E(x) =) G
k=0

Behauptung: E(R) = (0, 00)
Beweis: Es gilt: E(x) > 0Vx € R also E(R) C (0, 00).
Sei yo € (0,00). Bereits gezeigt: E(x) — oo fiir x — oo; E(x) — 0 fiir v — —o0.
= FbeR:yy< ED), JacR: E(a) < yo
E ist streng wachsend = a < b
Zwischenwertsatz = 3x¢ € [a,b] : E(zo) = yo = yo € E(R)
= (0,00) C E(R)
= (0,00) = E(R). O
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7.3 Nullstellensatz von BOLZANO

Korollar 7.14 (Nullstellensatz von BoLZANO). Sei f € Cla,b] und f(a)- f(b) <0
= Jxp € [a,b] : f(zg) =0

Beweis: Setze yg = 0 im Zwischenwertsatz. O

7.4 Kompakte Mengen

Definition 7.15. D C R heifit abgeschlossen :< fiir jede konvergente Folge (z,) C D gilt:

lim z, € D

n—oo
Beispiel 7.16.

e [a,b] ist abgeschlossen.

e (a,b) ist nicht abgeschlossen.

e [a,b) ist nicht abgeschlossen.

e R, () sind abgeschlossen.

o {1:n €N} =: M ist nicht abgeschlossen, M U {0} ist abgeschlossen.
Definition 7.17. D C R heifit kompakt :< D ist beschrdnkt und abgeschlossen.
Satz 7.18. D C R kompakt < jede Folge (z,,) in D enthélt eine konvergente Teilfolge (zy,) mit
151;0 Tn, €D.
Beweis:

e = Sei (z,) eine Folge in D. D beschrinkt = (z,,) auch = (z,) enthilt eine konvergente Teilfolge
(Zn,) (nach BOLZANO-WEIERSTRASS);

D abgeschlossen = klim Tp, €D.
— 00

o < Annahme: D nicht beschrinkt = Vn € N3z, € D |x,| > n. Voraussetzung = (x,) enthélt
eine konvergente Teilfolge (2, )

= (xy,,) ist beschrinkt. 4. (|z,, | > ni Vk € N)

D ist abgeschlossen: Sei (x,,) eine konvergente Folge in D und zp := lim z,.

n—oo

Voraussetzung = 3 Teilfolge (z,,) mit lim € D = z9 = klim Zn,, also g € D.
— 00

k—oo

0
Definition 7.19. f: D — R heifit beschrinkt :< f(D) ist beschrinkt. (< 3C > 0:|f(z)] < C Va € D)

Satz 7.20. D C R sei kompakte Menge und f € C(D). Dann ist f(D) kompakt (insbesondere ist f
beschrinkt). Weiterhin 3z, 29 € D : f(z1) < f(z) < f(x2) Vo € D

Beweis: Sei (y,) eine Folge in f(D). Vn € N3z, € D: y, = f(x,).
(2,,) ist eine Folge in D, D kompakt = (x,,) enthélt eine konvergente Teilfolge (x,, ) mit

xo := lim z,, € D.
k—oo

f stetig = yn, = f(xn,) — f(xo) € f(D). D.h. f(D) ist kompakt.
Sei s := sup f(D)
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Zu zeigen: s € f(D). Vn € N: s — L ist keine obere Schranke von f(D)

1
= VneN:Jz, €D :s——< f(zy) <s
n

= (z,) enthilt konvergente Teilfolge (x,, ) mit o := klim T, € D.
— 00

f stetig = f(zn,) — f(zo) (k— 00).
s—o < flen) S5 = 5= flm) € F(D)

Analog: inf f(D) € f(D). O

Bemerkung 7.21. Alle Voraussetzungen im obigen Satz sind wesentlich.

falls 0 < 1
(1) D=10,1], f(z) = v DS TS L icht stetig in 1.
0 fallsz=1
Hier f(D) = [0,1) nicht kompakt und sup f(D) = 1 wird nicht angenommen. (d.h. es gibt kein
x9 € D mit Vz € D f(x) < f(z2)).
(2) D =[0,00) abgeschlossen, aber nicht beschrinkt, also nicht kompakt.
f(z) = E(x) stetig. f ist unbeschriankt auf D, denn E([0,00)) = [1,00) ist nicht beschrénkt.

= f(D) ist nicht kompakt und sup f(D) existiert nicht. (in R)

(3) D = (0,1) beschrinkt, aber nicht abgeschlossen. (nicht kompakt)

f(z) = L. f ist unbeschréinkt auf D, denn f(D) = (1,00) ist wieder unbeschréinkt und sup f(D)
existiert nicht in R.

Bemerkung 7.22. Sei M C R, M # (). Dann gilt: M ist Intervall < Va, b€ M,a <b: [a,b] C M.

Satz 7.23. Sei I ein Intervall und f stetig auf I (f € C(I)). Dann ist f(I) ein Intervall.

Beweis: leichte Ubung. (benutzt obige Charakterisierung von Intervallen und den Zwischenwertsatz) O]
Korollar 7.24. Sei f € Cla,b], A :=min f([a,b]), B := max f([a,b]). Dann gilt f([a,b]) = [4, B].
Beweis: mittels obiger Sitze. O

Definition 7.25. Sei I C R ein Intervall (I = R ist zugelassen).

f I — R sel injektiv (d.h. Vay # xo : f(x1) # f(22)). (Damit ist f: I — f(I) bijektiv.)

Dann existiert eine Funktion f=!: f(I) — I mit f~1(y) := z, wobei zu gegebenem y € f(I) das Element
x € I das eindeutige Element mit f(x) =y ist.

f=t: f(I) — I heiBBt Umkehrfunktion von f.

Esgilt Vx € I : f_l(f(x)) =z, (dh. f~lo f=1ids) bzw. Yy € f(I) : f(f_l(y)) =y.
Nun sei I C R beliebiges Intervall und f : I — R streng monoton wachsend oder streng monoton
fallend. Dann ist f injektiv (denn fiir x1,29 € I mit x; # xo gilt 1 < 2z oder o < x; und daher

f(@1) < f(w2) fla2) < f(21) o .
Fla) > flas) oder Flos) > flz1) | also in jedem Fall: f(xz1) # f(z2)).

= Es existiert eine Umkehrfunktion f=1 : f(I) — I und f~! ist streng monoton wachsend bzw. fallend.

Satz 7.26. Sei f € Cla,b] und streng monoton. Dann ist auch f~! € C(f([a,b])).

Beweis: Sei etwa f streng monoton wachsend. Nach obigem Korollar ist f([a,b]) = [f(a), f(b)] =: J

Sei yo € J (will zeigen: f~! stetig in yo). Sei dazu & > 0. Wir zeigen: Es gibt ein 6; > 0 mit

Vyed [0<y—yo<d = |f'(y)—f (wo)l <e
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Analog existiert d > 0 mit

Vyed [~0a<y-—1y0<0 = |f7' ()~ ()l <
Mit ¢ := min{dy,d2} gilt dann

vyed [ly—wol <0 = [f71y) — f(wo)l <]

(also Stetigkeit von f~! in yp.)
Zum Nachweis der Existenz eines §; > 0 mit der Eigenschaft der 1. Gleichung sei zo := f~(yo) € [a, b].
Falls 2 = b, so gilt yo = f(z¢) = f(b) = max J, also gilt y € J,0 <y — yo nur fir y = yo = trivial.

Sei also zg < b. Wihle z1 € [a,b] mit zp < 21 < zg + €. Dann sei y1 := f(z1) > f(x0), da f streng
monoton wachsend. Setze §; := y; — yg.

Nachweis der geforderten Eigenschaft:
Seiye J,0<y—yo<d =y —yo = y <wyi. Setze weiter z := f~1(y) < f~1(y1) = 1. Dann
|f71(y) *ffl(yo)| = 'y —f ) = -39 < w1-20 < To+E—T0 = €
O
Korollar 7.27. [ sei beliebiges Intervall, f € C(I) und streng monoton. Dann ist auch f~! € C(f(I)).

Beweis: leichte Ubung. d

7.5 Exponentialfunktion und Logarithmus

E(z) = § ?T' Wir wissen: £ : R — R ist streng monoton wachsend und stetig, E(R) = (0,00). Also
existiertnE:91 :(0,00) = R

logz :=Inx:= E~'(z) Vx € (0,00)
(Logarithmus)

Aus den schon bekannten Eigenschaften von E ergibt sich:

1) log ist auf (0, 00) streng monoton wachsend und nach obigem Korollar stetig.

(1)

(2) Yo,y >0: log(z - y) = log(z) +log(y), log(5) = log(x) —log(y).
(3) log(1) =0, log(e) =1

(4)

(5)

log x — o0 fiir x — 4o00; logx — —oc fiir x — 0+.

5) Va>0,r € Q: a" = E(rloga) (offenbar dquivalent zu Ya > 0,7 € Q : loga” = -loga)
Ferner: log(a™") = log (ain) =logl —loga™ = —nloga.

Weiter: log (a%> = % -n - log (a%> = % -log [(a%)n} = %loga.
Seinunm € Zundn €N
= log (a%) = log [(a%)m} =m-log (a%> = % -loga
Definition 7.28 (Die allgemeine Potenz). Fiir a > 0 und = € R definiere
a® := E(zloga)

(konsistent mit obigem Sachverhalt fiir z = r € Q)
Insbesondere gilt im Spezialfall ¢ = e:
e® = E(zloge) = E(x)

~—~—
=1
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Eigenschaften:

(1) = — a® ist stetig auf R.

(2) a® >0

(3) a®t¥ = E((x +y) -loga) = E(zloga + yloga) = E(zloga) - E(yloga) = a” - a¥
(4) a=* = E(—xloga) = E(Illoga) = a%

(5) loga® =log[E(x -loga)] = zloga

(6) (a®)” = E(y -log(a”)) = E(xy - loga) = a™

7.6 Verschirfter Stetigkeitsbegriff

Erinnerung: Sei f € C(D) und z € D. Stetigkeit von f in z bedeutet:
Ve>036>0VzeD [lo—z[<d=|f(x)— f(2)] <¢]

(6 hangt ab von ¢ und von z)

Beispiel 7.29. D = [0,00), f(z) = 22,2 > 0. Sei ¢ > 0 und sei § > 0 so gewiihlt, dass
VeeD [lz—z<d=|f(z)— f(z)] <€]

Wihle dann @ := z + $, dann |z — 2| = ¢ = § < §, daher |f(z) — f(z)| < e d.h. |22 — 22| < ¢, also wegen
22— 22 = (z - 2)(z + 2):

|z —z| |z + 2 <e
| U —

=5(22+3)
§ é 52

€
= dz<e = 0<—
z

= ¢ héngt von € und von z ab.

7.7 Gleichméaflige Stetigkeit

Definition 7.30. f: D — R heifit gleichmdfig stetig auf D, wenn gilt:
Ve>036>0Vz,z€D: [|[z—2z| <= |f(z)— f(2)] <¢]
(6 nur von € abhéngig)

Klar: f gleichméBig stetig auf D = f stetig auf D. Die Umkehrung ist i.a. falsch.
Satz 7.31. Sei D kompakt und f stetig auf D. Dann ist f auch gleichmdfig stetig auf D.

Beweis: Annahme: f sei nicht gleichméfig stetig. Dann existiert ein e > 0 derart, dass fiir alle § > 0
folgendes nicht gilt:

Vz,z €D [lz—z| <é=|f(z)— f(z)| <e]
Insbesondere fiir § := 2 mit n € N: Es gibt z,,, 2, € D mit |2,, — z,| < L, aber |f(z,) — f(zn)] > €.
Da D kompakt, existiert eine Teilfolge (z,,) von (z,) mit x,, — xg € D fiir k — oc.
Wegen |2y, — zn, | < n% — 0 fiir £ — oo geht also auch z,, — xo.
Da f stetig in xo: f(an,) — f(z0), f(2n,) — f(zo) fiir k — oo.
= [f(@n,) = fzn )| = 0 4. O
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Beispiel 7.32. f =22, D = [0,1].
[f(@) = f(2)| = |2® = 22| = & + 2| - [& — 2| < 2|z — 2]

Also: Zu € > 0 wihle ¢ := 5.

7.8 LipscHITZ—Stetigkeit

Definition 7.33. f: D — R heifit LIPSCHITZ-stetig auf D, wenn ein L > 0 existiert mit
Vo, z€D: | f(x) - f(z)| < Lz — 2|
(d.h. ,Sekantensteigung von f ist immer < L)

Klar: f LipscHITZ-stetig auf D = f gleichméfig stetig auf D. (zu € > 0 wihle ¢ := 7) Die Umkehrung
ist i.a. falsch.

Beispiel 7.34. D =[0,1], f(x) := /.
f ist stetig, also nach obigem Satz auch gleichméBig stetig. f ist aber nicht LIPSCHITZ—stetig:

Annahme: Es existiert ein L > 0 mit
Ve, z€ D : ‘\/JE—\/E| < Ljz — #|
Speziell fiir z := 0:

Vz e (0,1]: Vo < Lz
——
@ 1<VE

4 fiir v/ — 0 fiir z — 0.

7.9 Zusammenfassung

f LipscHITZ-stetig = f gleichméBig stetig = f stetig. Die Umkehrungen sind i.a. falsch; Ausnahme vgl.
obiger Satz.



Kapitel 8
Funktionenfolgen und —reihen

Stets in diesem Abschnitt: D C R und (f,)nen eine Folge von Funktionen f,, : D — R.
Sni=fi+t-+fn:D—R (s,) = fn heiit Funktionenreihe.

8.1 Punktweise Konvergenz

Definition 8.1. Die Funktionenfolge (f,) bzw. -reihe >_ f,, heifit punktweise konvergent auf D, wenn
Vo € D (fu(x)), ey konvergent bzw. Vo € D ) f,(x) konvergent.

In diesem Fall heifit f : D — R oder s : D — R definiert durch
Vee D f(z):= lim f,(x)

bzw.
Vee D s(x):= i fn(x)
n=1

die Grenzfunktion bzw. Summenfunktion.
Beispiel 8.2.
(1) D =10,1}, fn(z) :== 2™. Dann

pa—{ ] =PV =@

Also: f, konvergiert punktweise gegen f.

o0
(2) Sei Y an(r — xo)™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. D = (zg — 7, z9 + 7).
n=0

fo(x) = an(x —x0)", s(x):= Z an(x — x0)"
n=0
Dann konvergiert > f,, auf D punktweise gegen s.

(3) D =[0,00),

n-x
1+ n2x2

— 0

flir n — oo fiir alle x € D.
Also: (fy) konvergiert auf D punktweise gegen f = 0.
Beachte: f,(1) = 1.

1
n 2
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Punktweise Konvergenz von f,, gegen f bedeutet:

VeeD fu(z) = f(z), n—o0

& VoeeD:Ve>03ngeNVn>ng |fulz) - f(z)] <€

(ngp hingt ab von & und von x)

8.2 Gleichmiflige Konvergenz

Definition 8.3. (f,) bzw. >_ f,, heilt gleichmdifig konvergent gegen f bzw. s auf D, wenn

Ve >03ng ENVn>ngVe e D: |fulx)— f(z)| <e

(no héngt nur noch von € ab.)

Anschaulich bedeutet gleichmifige Konvergenz von (f,,) gegen f:
Ve > 0 dng € NVn > ng: Der Graph von f, bleibt im e-Schlauch um den Graphen von f.

Klar: Gleichméfige Konvergenz = Punktweise Konvergenz. Die Umkehrung ist i.a. falsch

Beispiel 8.4.

(1)

D= [0’ 1]’fn('r) ="

0 falls x €[0,1)

1 fallsg—1 Aber: (f,) konvergiert nicht

fn konvergiert punktweise gegen f(z) := {

gleichméfig gegen f, denn

()1 ()

d.h. es gibt kein ng mit

1
Vn>noVe €D |fu(z)— f(z)] <e=g
Beachte: Alle f,, € C[0,1], aber f & C[0,1].

Aber: Sei a € (0, 1),@ = [0,a]. Fiir z € D gilt |f,(z) — f(z)| = 2™ < a™ (— 0 fiir n — oc). Daher
konvergiert (f,) auf D gleichmdfig gegen 0.

Sei € > 0; wihle ng mit Vn > ng a” < ¢

=Vn>noVeeD ffn(z)ff(:c)|§oz"<€

D = [0,00), fo(z) = 155557+ (fn) konvergiert nicht gleichmifig gegen 0, da fa(2) = f(£) = 3 fiir
alle n € N.

= Es gibt kein ng mit

1
Vn>ngVzeD |[fu(z) - fl)] <ei=3

Satz 8.5.
(1) Sei (f,) Funktionenfolge auf D und f: D — R.

Es gebe eine Folge (@, )nen in R mit lim «,, = 0 und es gebe ein m € N mit:

Vn>mVzeD: |fu(z)— f(z)| <an

Dann konvergiert (f,,) gleichméBig auf D gegen f.
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(2) Majorantenkriterium von WEIERSTRASS:
Es gebe eine Folge (¢,) in R und ein m € N mit

Yn>mVreD: |fn(3:)|§cn

o0 oo
und es sei Y ¢, konvergent. Dann konvergiert auch Y f, gleichméBig auf D.
n=1 n=1

Beweis:
(1) Seie > 0, wihle ng € N mit ng > m und Vn > ng «, <e.
=Vn>noVreD |fn(a:)—f(x)’ <a,<c¢
(2) sn=fi+ -+ fu
VeeDVn>m |fu(z)] <cn
Aus dem Majorantenkriterium fiir reelle Zahlen folgt:
Z fn konvergiert punktweise gegen s(z) := Z fn(2).
Fiir n > m gilt nun:

<D @< D =

k=n-+1 k=n-+1

> il

k=n+1

Ve eD |sp(z)—s(z)| =

Da Y ¢k konvergiert, folgt: o, — 0 fiir n — oc.

= s, konvergiert gleichmiifiig auf D gegen s, d.h. Y f,, konvergiert gleichmiifiig auf D gegen s.

8.3 Potenzreihen

o0
Sei > an(x — 2)™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. D := (xg — r,xo + 7).
n=0

Frage: Konvergiert die Potenzreihe auf D gleichméfig?

Antwort: Im allgemeinen nein.

Beispiel 8.6. > x" konvergiert auf (—1,1) punktweise gegen s(z) = =

n=0 11—z
~ 1— gntl
o kE_
Sn(z) = Zx =1
k=0
=Vre(-1,1)VneN |s (z) — s(x)] = o = % fiir o := 1 nooo
’ n 1 —x 1 _ 1 : n+1 2

insbesondere 4 0 fiir n — oo.

= konvergiert nicht gleichméfig.

Aber:

69

o0
Satz 8.7. > an(x — xo)" sei eine Potenzreihe mit Konvergenzradius » > 0 und D = (z¢ — 7,29 + 7).

n=0

Ist [a,b] C D ein kompaktes Intervall, so konvergiert die Potenzreihe auf [a,b] gleichmdfig.
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Beweis: Wihle ¢ > 0 so, dass [a,b] C [0 — 0,20 + 0] C D.
Fiir « € [a,b] gilt dann |z — zg] < g, also
lan(x — 20)"| = |an| - |z —zo|" < lan| - 0" =1¢, VneN

Nun gilt z: =29+ 0 € D (da o < ).

(oo}
= > an(z — x0)" absolut konvergent.

N=0 \—r~’

=an 0"

oo}
= Y ¢, konvergent.

n=0

Aus 8.5 folgt die Behauptung. O
Satz 8.8.

(1) (f,) konvergiere auf D gleichméBig gegen f : D — R. Sei xp € D fest. Alle f,, (n € N) seien in
stetig.

Dann ist auch f in xg stetig.

(2) (fn) konvergiere auf D gleichméBig gegen f. Alle f,, seien auf D stetig.
Dann ist auch f in D stetig.

Beweis: (2) folgt sofort aus (1)
Zu (1): Fir x € D gilt:

’f(x | ’ )+fn(x)_fn(x0)+(fn(x0)_f(x0))|
’ |+{fn ) —fn($0)’+|fn($o)—f($o)’

Sei also £ > 0. Dann existiert ein ng € N mit

Vn>ngVe € D | fu(z)— f(z)] <§

(speziell fiir n = ny).

fno stetig in zy = Es existiert § > 0 mit

Vo e D [|x—x0|<(s = yfno(x)—fno(xo)|<§}

Daher gilt fiir alle € D mit | — 29| < § nach obiger Ungleichung

@) = flao)| < S+ 5+ 5 =<

Bemerkung 8.9.

(1) Konvergiert (f,) auf D punktweise gegen f : D — R und sind alle f,, stetig auf D, f aber nicht, so
kann die Konvergenz (nach 8.8) nicht gleichméBig sein.

(2) Voraussetzungen wie in 8.8: Dann:

r—xo \n—00 T—x0 —00 \ x—xq

lim <lim fn(aj)> = lim f(z) = f(xo) = hm fn(xo) —nhm (hm fn(x)>

Diese Vertauschung der Grenzwerte ist i.a. nur unter den Voraussetzungen von 8.8 erlaubt.

Gegenbeispiel:
lim ((lim 2") = Tim 0=0

lim <lim x") =liml=1

n—oo \r—1— n— 00
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Nachtrag: Beweis der Stetigkeit der durch eine Potenzreihe dargestellten Funktion.
Beweis: f,,(z) := an(x — x0)" fir € D := (xg — r,xo + 1), n € No.

Sei zp € D beliebig. Wihle kompaktes Intervall [a,b] mit zy € [a,b] C D.

Vn € N f,, stetig auf [a, b].

= Vn €Ny s, := > f, stetig auf [a, b].
k=0

(sn) konvergiert gleichméBig auf [a, b] gegen die Summenfunktion s : D — R (nach 8.7).
Nach 8.8 = s stetig in zg.
Da zg € D beliebig, ist s stetig auf D. O

o0 o0

Satz 8.10 (Identititssatz fiir Potenzreihen). > a,(x — x0)", > bu(z — x¢)™ seien Potenzreihen
n=0 n=0

mit den Konvergenzradien r; > 0,79 > 0. Setze R := min{ry,r2}.

(zk)ken sel eine Folge in (xg — R, zp + R) mit xp, — x¢ fiir k — oo, und Vk € N x # ¢, und

Vk e N Zan(ayk — )" = Z b (T — x0)"
n=0

n=0

Dann gilt Vn € N: a,, = b,,.

Beweis: f(z) := i::o an(x — z0)", g(z) = i::o bp(z — o)™ fiir x € (xg — R,x0 + R).
Dann
f(x) = g(x) = (ap — bo) + (a1 — br)(x — @0) + (a2 — ba)(x — m0)* + -+ = Z(an —bp)(x — 20)"
n=0

Nach obigem Beweis sind f und g stetig auf (xg — R, xo + R). Aus z; — xg folgt also f(xg) — f(z¢) und
g(xr) — g(zo).
d.h. f(zr) — g(zx) — f(@0) — g(z0) = ao — bo.

—_——

=0 n. Vor.
:>(10:b0.
xXr) — X
o LD I oyt = o) — ) + (a3 — o) — o) -

Setze x := xj, ein = linke Seite ist 0 nach Voraussetzung.
Mit k — oo geht die rechte Seite gegen a1 — b;.
= a1 = by.

f(z) —g(x)

= - 5F = ag — by + (a3 — bs)(2 — w0) + (aa — ba) ( — x0)” + -+
(x — o)

Mit den selben Argumenten wie oben folgt: as = by usw. (induktiv fortsetzen) O
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Kapitel 9

Differentialrechnung

Stets in diesem Abschnit: I C R sei ein (nicht—einpunktiges) Intervall. (I = R zugelassen)

Definition 9.1. f: I — R heifit in 2¢ € R differenzierbar (diff ’bar)

o i L) = (@)

T—X0 Tr — X

existiert und ist # +oo

(Beachte: z( ist Hiufungspunkt von I)

. flzo+h) — f(zo)
(@ lim N

h—0

existiert und ist € R)

Anschaulich ist der lim %ﬁg“’) falls er existiert die ,,Steigung der Tangenten an dem Graphen von f
T—x

im Punkt xzq.

Falls f in zq differenzierbar ist, so heifit

lim f(x) - f(x()) — f/(xo)
T—T0 r — X9
die (erste) Ableitung von f im Punkt xg.
Falls f in jedem xy € I differenzierbar ist, so heifit f differenzierbar auf I. In diesem Fall wird durch
I — R, zo— f'(x0) eine Funktion f': I — R definiert, die (erste) Ableitung von f auf I.

Beispiel 9.2.

(1) I sei beliebig, Vz € I f(x) := ¢, wobei ¢ € R fest.

Dann:

f@) = flao) _ c—c _,
T — X _il'*fﬂo_

= f differenzierbar auf I und Vz € I f’(z) = 0.
(2) I=R,VzeR f(x):=|z|
Wiihle zy = 0, dann fiir  # xg

T — Xo T -1 firz<0

f<:v>f<wo>xl{1 fir 2> 0

Also

73
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f(@) = flwo) _

lim 1
z—0— Tr — X9
= lim M existiert nicht

z—0 T — Xo
= f ist in O nicht differenzierbar.
Beachte: f ist in 0 stetig.

(3) T =R, f(z) = 2™ fir alle x € R, n € N fest.

f(x) = flao) _a" —af _ (x—awo) (@ a2y 4o+

Tr — X r — X r — X9
=" a2 4 ap !
T—T —
0 nxg, 1

Also: f ist auf R differenzierbar und Vo € R: f/(z) = na" L.
(4) I =R, f(z) = E(z) = €*; sei zp € R. Wie bereits gezeigt:

E(xzg+ h) — E(z9) h—o
h

= F ist auf R differenzierbar und £’ = FE.

E(xg) = €™

Satz 9.3. Ist f: I — R in x( € I differenzierbar, so ist f in xg stetig.

Beweis:
@) = o) = L= o ) gy 00
—= (@) -
= 7(@) T f(ao)
= f ist in zo stetig. O

9.1 Differentiationsregeln

Satz 9.4 (Differentiationsregeln). f,g: I — R seien differenzierbar in zo € I.
(1) Fiir o, 8 € Rist af + By in ¢ differenzierbar, und (af + 89)'(zo) = af’(x0) + B9’ (x0).

(2) f-gistin zq differenzierbar, und (f - ¢)'(zo) = f'(z0)g(x0) + f(z0)g’ (z0)-

(3) Ist g(xo) # 0, so existiert ein (nicht einpunktiges) Intervall J C I mit Vo € J g(z) # 0 und 5 J—R
ist differenzierbar in zg mit '

(f)' (20) = [ (®@0)g(wo) — f(wo)g' (x0)
g

g(x0)?
Beweis:
(1) selbst
(2)
o)) = Ul _ £ = ) )y 9 =00
—_————
—f"(z0) —g'(z0)

= Behauptung.
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(3) Nach 9.3 ist g stetig in x(. Daraus folgt die ie Aussage iiber J.

L) = L) 1 F(@) = f(xo)

= X
€T —To g(w)g(xo) T — X9 9(o) T — To
—_———
—f’(z0) —g'(z0)

= Behauptung.

O

Satz 9.5 (Kettenregel). Seien I, J nicht einpunktige Intervalle. g : I — R sei differenzierbar in zy € I,
es gelte g(I) C J.
f+J — R sei differenzierbar in yo := g(z) € J.

Dann ist f o g: I — R differenzierbar in xg, und

(f ©9)'(w0) = f'(9(x0)) - 9 (w0)

Beweis:
F(y)=F(yo) fiir
3 — Y # Yo
fly) =1, 7% )
f'(vo) fir y = yo

Da f differenzierbar in yq ist, gilt f(y) — f(yo) = f(yo) fiir y — yo. (d.h. f stetig in Yo)
Nach 9.3 ist ferner g stetig in xg, also

g(z) — 9(z0) = ¥o
f stetig in yq

= fg()) == f(yo) = f'(wo)

Ferner Yy € J f(y) — f(vo) = (v — yo) - f(y)-

_ (fog)(x) : (f o g)(z0) _ f(g(x)) :f(g(xo)) _ (g9(x) —go)f(g(l‘)) _ g(z) :9(300) -f(g(x))
T — 70 T — T T — Xo T — Zo ~——

—f"(z0)

—g/(z0)

Beispiel 9.6. Sei a > 0 und h(x) := a® fiir alle 2 € R, also h(z) = f(g(z)) mit
f@)=e", g(z)i=2-loga

f und g sind auf R differenzierbar, f'(x) = e®, ¢'(x) = loga. Nach 9.5 ist h auf R differenzierbar und
W (z) = f'(g9(x)) - ¢'(x) = €' -loga = a” - loga

Frage: f differenzierbar, f~! existiert: Ist dann auch f~! differenzierbar?
Antwort: La. nein.

Beispiel 9.7. I =[0,00), f(z) = 2? (also f'(z) = 2z, f’(0) = 0). f~(z) = \/z; in 7o = 0 gilt:

f_l(x) —f_l(ﬂfo) - \/5 - 1 2-z0=0 .

x — g r  \z

= f~lin x¢ nicht differenzierbar.
(Das liegt an f’(0) = 0 und natiirlich f(0) =0, f~1(0) = 0)
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9.2 Umkehrfunktion

Satz 9.8. I Intervall (nicht einpunktig). f € C(I) sei streng monoton. (= f~! existiert).
Ist f differenzierbar in zg € I und f’(zo) # 0, so ist auch f=1: f(I) — I differenzierbar in yo := f(z0)
und

1
f'(xo)
(Beachte: f(I) ist Intervall, da Bilder von stetigen Funktionen Intervalle sind. Und I ist nicht einpunktig,
da f streng monoton.)

(f_1>/(yo) =

Beweis: Sei (y,) eine Folge in f(I) mit y,, — yo und Vn € N y,, # yo.
Setze Vn € N z,, := f~(yy).
= ! stetig (in yp).

Also: x, = f_l(yn) — f_l(yo) = Zo-

= fﬁl(yn) B fﬁl(y()) — Tn — X0 1 n— oo 1

Yn — Y0 F@n) = f(wo)  LG@n)—io) (o)

Tn —T0

Beispiel 9.9.
(1) Vz € R f(z) = €. Bekannt: f~' =log: (0,00) = R, Vz € R f/(z) = e*.
Dann ¥y € (0,00) (f~1)(y) = 7k mit y = £(z).
d.h. (log)'(y) = L mit y = e?, d.h.
1

Vy € (0,00) (log)'(y) = "

(2) Sei « € Rund Vo >0 f(z) := 2 = e*lo8 =,
= V& >0 f(z)=g(h(z)) mitg(z)=e", h(z)=alogz=h'(z)=2
= f differenzierbar auf (0, c0) und
Vo >0 f'(z)=f(h(z)) h'(z) =87 2 = q. g%}
z.B.
L1

1
-xr2 =

f)=VE = fla)=1 N

Definition 9.10. Sei M C R.

2o € M heifit innerer Punkt von M, falls ein § > 0 existiert mit Us(xg) C M.

D.h.: Ist M = [a,b] oder M = [a,b) oder M = (a,b] oder M = (a,b), so gilt:
xo ist innerer Punkt von M < x4 € (a,b).

Beispiel 9.11. M = Q: M hat keine inneren Punkte, denn fiir jedes zo € Q und jedes § > 0 enthélt
Us(xo) irrationale Punkte, also Us(zg) ¢ M.

Definition 9.12. Sei D C R. f: D — R hat in zg € D ein relatives Mazimum, wenn
36 >0 Ve € DNUs(xzo) f(z) < f(zo)

bzw. hat ein relatives Minimum, wenn
36 >0 Ve € DNUs(xo) f(z) > f(xo)

gilt.

xq ist ein relatives Extremum, wenn f in xg ein relatives Maximum oder ein relatives Minimum hat.
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9.3 Extrempunkte

Satz 9.13. [ Intervall, nicht einpunktig, f : I — R habe in xy € I ein relatives Extremum. Ferner sei f
differenzierbar in xg, und xg sei innerer Punkt von /. Dann gilt:

f'(x0) =0

Beweis: f habe in z ein relatives Mazimum. (Minimum analog)
Da xy innerer Punkt von I 3§; > 0 Us, (xo) C 1.

Da f in o relatives Maximum hat,

J6a YV € INUs, (o)  f(z) < f(=o)
Also fiir & := min{d, d}:

Vo € Us(zg) f(z) < f(xo)
Also fiir « € Us(xo), x # xo:

f(z) = f(zo) {<0 fiir x > x

T — To >0 firax <z

Da f differenzierbar in xg, existiert lim %ﬁ)“) und ist gleich lim %ﬁwo) (linksseitiger Limes)

T—TQ T—To—

und gleich lim W (rechtsseitiger Limes).
T—x0+ T==To

T—TQ Xr — X

Warnungen:

(1) Die Umkehrung des Satzes ist falsch!
Beispiel 9.14. Vz € R f(z) = 23; f'(z) = 322, f(0) = 0, aber f hat in 0 weder relatives Maximum
noch relatives Minimum.

(2) Die Voraussetzung ,,xo innerer Punkt von I“ ist wesentlich.

Beispiel 9.15. I =[0,1],Va € I f(z) := . f hat in 29 = 1 relatives Maximum, aber f'(1) =1 # 0.
Allerdings ist z¢ auch kein innerer Punkt von I.

9.4 Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Satz 9.16 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). f : [a,b] — R sei stetig auf [a, b] und diffe-
renzierbar auf (a,b).

Dann existiert ein £ € (a,b) mit

o - L0 =1
Beweis:
Ve el o) = @) - fa) - LD D g

Dann: g stetig auf [a, b], differenzierbar auf (a,b).
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Ferner ist g(a) = 0, g(b) = 0. Da stetige Funktionen auf einem kompakten Intervall immer Minimum und
Maximum annehmen, existieren s,t € [a, b] mit

Va € [a,0] : g(s) < g(x) < g(t)
Falls s € {a,b} und auBerdem ¢ € {a, b} ist, so folgt (wegen g(a) = g(b) = 0): g(s) = ¢g(t) = 0 und damit
g=0
= ¢'(€) = 0 fiir jedes & € (a, b).

Falls s € (a,b) oder t € (a,b), so ist wenigstens einer von beiden innerer Punkt von (a,b) und daher, da
g in t ein relatives Maximum und in s ein relatives Minimum hat:

= ¢'(t) =0 oder ¢'(s) = 0.
Also in jedem Fall:
3 € (a,b): g'(§) =0
Es gilt ferner
f(b) — f(a)
b—a
= Behauptung. 0

g'(&) =f'€) -

Korollar 9.17. I Intervall, f : I — R sei differenzierbar auf I. Dann gilt:
f ist konstant auf I < f' =0 auf I.

Beweis:

,= ist klar.

»<=“ Seien a,b € I und a < b. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein & € (a,b) mit

= f(a) = f(b) = f ist konstant

9.5 Anwendungen:

Korollar 9.18. Es existiert genau eine Funktion f: R — R mit
(1) f ist auf R differenzierbar.

(2) VzeR f(z) = f(x).

3) f(0) =1.

némlich f(z) = e®.

Beweis: Klar: f(x) = e” hat die Eingeschaften (1), (2), (3).

Zur Eindeutigkeit:
Sei f Funktion mit obigen Eigenschaften. Setze

VeeR &(x):= %
Dann
=f(z)
/ T T
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Nach 9.17 ist ® konstant, d.h.
JeeRVzeR ®(z)=c
Ferner ®(0) = % = f(0) = 1.

=>VzeR Pz)=1 = VereR f(z)=¢"

Korollar 9.19.

a[l
VaeR lim (1+7) =e°
T

Tr— 00

(Erinnerung: lim (1+ %)” =e.)
n—oo
Beweis: Setze Vt € (—1,00) f(t) :=log(1+t). Dann f'(t) = - - 1.

1+t
_log(+1t) o f() = f(0) L0
aE= et = AR

Dabher gilt fiir alle a € R,a # 0

log(1 + &
oo et

r— 00

:

= log(1+%)=

= lim log (1+g>m =a
x

r—00

Da E stetig (in a):

= lim el°e(1+2)" — ¢o

= Behauptung fiir a # 0. (¢ = 0 Behauptung trivial.)
Korollar 9.20 (Folgerung aus dem Mittelwertsatz).

(1) Sind f,g: I — R differenzierbar und gilt f/ = ¢’ auf I, so existiert ein ¢ € R mit
Veel f(z)=g(x)+c

(2) Sei f: I — R differenzierbar. Dann gilt:

Falls f' > 0 auf I, so ist f streng monoton wachsend.

Falls f/ < 0 auf I, so ist f streng monoton fallend.

Falls f* > 0 auf I, so ist f monoton wachsend.
e Falls f/ <0 auf I, so ist f monoton fallend.

Beweis:
(1) Setze h:=f —g,dannist b’ = f' — ¢’ =0 auf T
= JdceRVzel h(x)=f(z)—glx)=c

(2) Sei f' >0 auf I. Seien a,b € I mit a < b. Dann
f(b) = f(a) = f'(€) (b— a) > 0 nach Mittelwertsatz
—~— ——
>0 >0

(es existiert ein £, derart dass ...)

= f(a) < f(b) = [ streng monoton wachsend. (Rest analog).
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O

Satz 9.21 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). f,g : [a,b] — R seien beide stetig auf [a,b] und
differenzierbar auf (a,b). Ferner gelte Vz € (a,b) ¢'(z) # 0. Dann gilt:

g(a) # g(b)

und

3¢ € (a,b) : g( -

Beweis: Wire g(a) = g(b), dann gilt nach dem Mittelwertsatz:

g9(b) — g(a)

Hne(a‘?b) b_a

=g'(n)#0
Setze:
Va € [a,b] h(z) = [f(0) — f(a)]g(x) - [9(b) — g(a)] f(x)
Dann h € Cla,b], h differenzierbar auf (a,b), und
h(a) = h(b) = (f(b)g(a) — g(b)f(a))
Nach dem Mittelwertsatz existiert also ein & € (a, b) mit

h(b) — h(a)

W)= =5 ——==0
Es ist aber
0="1'(€) = [f(b) = f(@)]g'(€) — [9(b) — g(a)] F'(€)
= Behauptung. O

9.6 Die Regeln von DE L’HOSPITAL

Satz 9.22 (Regeln von DE L'HOSPITAL). f,g: (a,b) — R seien differenzierbar auf (a,b).
(a = —oo und/oder b = +o0 zugelassen).

Es sei Vx € (a,b) ¢'(x) #0.
Es gelte (I) oder (II):
@
lim f(z) = lim g(x) =0

Tr—a r—a

oder

lim f(z) = lim g(x) =0

r—b z—b

(1)
lim g(z) = +c0

r—a

oder

lim g(z) = +o0

z—b
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Ferner existiere

)
2 (@)

bzw.

f'(@)
2—b g'(x)

(wobei +o00 als Limes zugelassen sind.)

Dann gilt:
fl@) . (@)
M g@) o g )
bzw.
f(z) f'(x)

Beweis: Zeige die Behauptung unter der Voraussetzung (I), nur fiir x — a, und nur fiir den Fall a € R.

Sei L := lim é:g; Setze f(a) :=0,g(a) := 0. Dann folgt nach (I): f, g stetig auf [a, b).

Sei nun z € (a,b). Dann g(z) = g(x) — g(a) = ¢'(§)(x —a) #0

mit einem & = £(z) € (a,x).
Nach Voraussetzung gilt:

L (Ew)
g (€)

da lim &(x) = a.

=L

Also nach Obigem:
lim 1(@)

z—a g(z)

Beispiel 9.23.

(1) Seien a,b > 0.

.oat—=0b"
lim
x—0 x

Es gilt lim (a® —0®°) =lim z =0.
=0 — =0

=i f(x) =:g(x)

! 1 *—(l C e
fla) _ (oga)a” — (ogb)l” oo\

g (z) 1

Nach ’'HOSPITAL:

x X

)
= lim

x—0

=loga — logb
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1 1

lim 2% — fim £ =0

z—00 I z—oo 1
3)

. . logz . P .

sp(rlog ) = iy 7im = iy = = Jinplm) =0
(4)

lim 2% = lim e*'8% = 0 =1

x—0+0 x—04+0 (3)
Bemerkung 9.24. Es kann passieren, dass auch ;—: wieder vom Typ % bzw. == ist. Setze dann f=1f

und § := ¢’ und versuche, den Satz von DE L'HOSPITAL fiir f,§ (statt f,g) anzuwenden.

~» sukzessiv forsetzen.

Beispiel:
. 1l—cosz . sinx . COSX 1
lim 5 = lim = lim = -
z—0 €T z—0 2z z—0 2 2

Es kann auch passieren, dass immer wieder obige Typen auftregen. Dann ist diese Regel nicht anwendbar,
da der Limes nicht existiert.

Satz 9.25. Es sei
fl@) = an(z—z)"
n=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0 und I = (xg — r,29 + 7).

(1) Die ,gliedweise differenzierte“ Potenzreihe

oo
Z -0z — 20)"
n=1

hat auch den selben Konvergenzradius r.

(2) f ist differenzierbar auf I und
Vo el fl(x) = Zan n<$ - xO)n_l = ZanJrl : (n + 1)(1‘ - xO)n
n=1 n=0
(,,gliedweises Differenzieren ist bei Potenzreihen im Intervall (xg — r, 2 + ) erlaubt.)
Beweis:

(1) Wende Wurzelkriterium an.

145
Y+ Dl = Y+ 1+ (" laws])
—1
= limsup ¥/ (n + 1)|an41] = limsup "*y/|ap4+1] = limsup Y/ |ay,|
n—oo n— 00 n—oo

= Derselbe Konvergenzradius.

(2) siche Seite 118.
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9.7 Cosinus und Sinus

o0 $2n+1
dna =3 (1 0
|
o (2n+1)!
e . x2n
cosx = Z(—l) @n)
n=0 :

Der Konvergenzradius ist bei beiden Funktionen oo.

9.25 = sin, cos sind auf R differenzierbar, und

e p2n
(sin’)(x) = ;::O(—l)"(Zn +1)- D cos T
Analog cos z:
(cos’)(x) = —sinz

9.8 Die Zahl 7

Behauptung:
23
Yz € (0,2) sinx>x7§ >0
Beweis:
x3 x>
sinx = <x—3!>+ <5|—7') +- -
=5(23-2%)  —z5(6.7-22)>0

Speziell sin(1) > 1 — é =
und daher

ol

cos(2) = cos(1 + 1) = cos?(1) — sin?(1) = (1 — sin?(1)) — sin?®(1) = 1 — 2sin?(1)
Ferner cos(0) =1 > 0.
Da cos stetig, folgt aus Zwischenwertsatz:
3o € (0,2) : cos(§o) =0
Ferner gilt fiir = € (0, 2):
(cos’)(x) = —sinz < 0
Aus 9.20 folgt: cos ist auf (0,2) streng monoton fallend.
= o ist einzige Nullstelle von cos in (0,2) und
Vo € [0,&] cos(z) >0

Definiere nun 7 := 2&,.
Da & € (0,2), gilt m € (0,4); 7 =3,14...

cos hat in [0, 5] genau eine Nullstelle, ndmlich 7

2 (T 21 o2 (T =
sin (2)—1 cos (2) 1
=>Sin(%)::|:1

Aus § € (0,2) und sin(z) > 0 fiir 2 € (0,2) folgt:

:>sing:1

25
1-2.-—<0
< 36<
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9.9 Weitere Eigenschaften von sin und cos, Periodizitit

Mit den Additionstheoremen erhilt man Vo € R:
sin (z 4+ %) = cos(z), cos (z+ %) = —sin(z)
sin (z +7) = —sin(x), cos(z + 7) = — cos(x)
——
=z+5+%5
sin (x + 27) = sin(x), cos(x + 2m) = cos(x)
———

=(z+m)+m

Behauptung: cos hat in [0, 7] genau eine Nullstelle, ndmlich

NIE

Beweis: Sei i € [0, 7] und cosn = 0.
Da 7 einzige Nullstelle in [0, 5] ist, folgt 7 > 5. Setze £ =7 —n € [0, §]
und cos(§) = cos(m —n) = —cos(—n) = —cos(n) =0

=6=5 = n=3%

O

Behauptung:

VreR sin(z)=0<«< keZ z=k-7

VeeR cos(z)=0 <« FkeZ z=(2k—-1)-F
Beweis wurde in der Saaliibung erbracht.
9.10 Sonstiges
9.10.1 ABELscher Grenzwertsatz
Satz 9.26 (ABELscher Grenzwertsatz). Die Potenzreihe Y a,(x —x0)™ habe den Konvergenzradius

n=0
r > 0; es gelte r < co. Die Reihe konvergiere in xg + r bzw. g — 7.
Es sei f(z) := Y an(x —x0)™ fir © € (xg — 7,20 + 7] bzw. © € [xg — 7,20 + 7).
n=0

Dann ist f stetig in zg + 7 bzw. xg — r.

(hier ohne Beweis)

9.10.2 Anwendungen

Sei
I:=(-1,1),Vz €I f(z) :=log(l + x)
Vrel flla)= — —— 1 i(—x)"
l+z  1-(-z) =
Ferner
Veel g(z)= Z %x"
n=1

(diese Potenzreihe hat den Konvergenzradius 1)
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Nach 9.25 ist g auf I differenzierbar und

0 \ntl )
Veel ¢(z)= Z % cna" Tl = Z(—l)”x" = f'(x)
n=1 n=0

Aus 9.20 folgt
JeeRVzel f(z)=g(x)+c
Wegen f(0) = g(0) folgt ¢ = 0.

= f=gaufl.
oo -1 n+1
=>Vrel log(lJr:c):Z%wt”
n=1

S} _ n+1
x=1 3 % ist konvergent (LEIBNITZ-Kriterium).
n=1

Nach 9.26 folgt:

r—1— r—1—

E " im nEZI " x im log(l+ z) = log(2)

n=1

9.11 Ho6here Ableitungen

Definition 9.27. I C R sei ein (nicht einpunktiges) Intervall, und f : I — R sei differenzierbar auf I.
f heiBt xo € I zweimal differenzierbar, wenn f’(xg) differenzierbar ist.
In diesem Fall heif3t

f(@o) = (') (=)
die zweite Ableitung von f in xg.

Ist f in jedem x¢ € I zweimal differenzierbar, so heifit f zweimal differenzierbar auf I und
Jl= (Y T -R

heifit die zweite Ableitung von f auf I.

Per Induktion erhilt man die n-te Ableitung etc.
" (@o), fW (o), FP (o), -, f™) (o)

bzw.

W AR AR A R

Fiir n € N heifit f auf I n-mal stetig differenzierbar, wenn f, f', f”, ..., f(") auf I existieren (d.h. wenn
f auf I n-mal differenzierbar ist) und stetig sind.

Bezeichnung in diesem Fall:
fec™l)

(C™ ist die Menge der auf I n-mal stetig differenzierbaren Funktionen)
n=1: f € CY(I) & f ist stetig differenzierbar auf I.

Co(n):=C(), C>=(I):=[)C"()

neN

Weitere Bezeichnung;:

f(o) — f f(l) — f/, f(2) — f//7 f(3) — f///
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Beispiel 9.28.

(1)

(

(

(cos™)(z) = cos(z)
(sin”)(x) = —sin(x)
(sin”’)(z) = —cos(z)
(sin®)(z) = sin(z

f(a:):{xz firx >0

—z% fiirz <0
Fiir x > 0: f'(x) = 2z, fir x < 0: f'(x) = —2z.
Firz =0

(@) = f(0) {x furx>o}ﬂ0

—x firz <0

= f ist in 0 differenzierbar und f’(0) = 0.

= f ist auf R differenzierbar und

f’(x):{ 2 f{lrmEO }=2|x|

—2x firxz<O0

KAPITEL 9. DIFFERENTIALRECHNUNG

Insbesondere ist f’ stetig auf R, also ist f stetig differenzierbar, f € C*(R).

Da f’ in 0 nicht differenzierbar ist, ist f in 0 nicht zweimal differenzierbar.

Beispiel 9.29 (Nichtiges Beispiel).

2% sin (L firx >0
T=0.00) f(x)::{o = fitr 2 = 0

f ist auf (0, c0) differenzierbar, und

Vo € (0,00) f'(x) =

[SI[°]

Ferner ist f in O differenzierbar, denn:

fa) = £O) _whosiny) o1y 0

x—0 T ———r
e[-1,1]

o sin (L) + 2% cos(L) - (—

1
z2

) = 2Vxsin(L) — —=cos(2)

Also ist f differenzierbar auf I = [0, 00), aber f ist nicht stetig differenzierbar, da f’ offenbar unstetig im

Punkt 0.

sogar: f' ist auf keinem Intervall [0,¢] (mit € > 0) beschrinkt.
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9.12 Hohere Ableitungen bei Potenzreihen

o0
Sei f(z) = > an(x — xp)™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. I := (xg — r,20 + )

n=0

Aus 9.25 folgt: f ist auf I differenzierbar und
fl(z) = z n-an(z—x9)"" ' Vrel
n=1

9.25 = f’ ist auf I differenzierbar, und

o0

' (x) = Zn(n —1)-an(z—20)""2 Voel

n=2

induktiv fortsetzen:
= f ist beliebig oft differenzierbar (f € C°°(I)), und

Vk e N f(k)(a:):in(n—l)(n—?)--~(n—(k—l))-an-(m—xo)”_k Ve el

n=~k

Insbesondere fiir x = xg:
vk e N f(k)(xo) :k(k—l)(k—Z)-~-(k—(k—1)) cap = k! ag

P ARIED)
o k!

Definition 9.30. Sei ¢ > 0 und f € C*°(U.(x0)) mit einem xg € R. Dann heifit die Potenzreihe

= VkeN: ag

> £(n)
> ! n(le) (z —x0)"
n=0 :

die zu f und zy gehtrende TAYLOR-Reihe.

Frage: xg, ¢, f wie oben. Gilt dann

) (g
f(x) = Z fT('O)(Z‘ — xo)” Vx € Ug(afo) ?
n=0 !

Antwort: Nicht immer!

Beispiel 9.31.

(1) Ist f eine Potenzreihe und e < r, so lautet die Antwort: Ja.

(2)

e 3 fiirx # 0
0 firz=0
In der Saaliibung wurde gezeigt: f € C*°(R), und
YneN fM(0)=0

Also

i f(”)'(O) (x—0)"=0%# f(z) firz #0
n=0

n:

Also lautet hier die Antwort: Nein.

87



88 KAPITEL 9. DIFFERENTIALRECHNUNG

9.13 Satz von TAYLOR

Satz 9.32 (Satz von TAYLOR). Sei I C R Intervall, n € Ny, f € C™(I) und f("*1) existiere auf I.
Sind x, 2o € I, so existiert ein & = &(z, z0)* zwischen x und x¢ mit & # x, € # x¢, und
f"(xo) f" (o) f" (o)
(x —x0) + o1 a
Fr©)
(n+1)!

"B (g frt (¢
= (o= w0)" + (n+ 1()!)

(z — x0)* + (x—x0)® +---+

)n+1

(x — x0

n+1

(x — x0)

Spezialfall n = 0:
f(x) = fzo) + (&) - (x — w0)
(Mittelwertsatz (9.16))

Beweis: Nur fiir den Fall z < x5. Wihle ¢ € R mit

AIIED @
S@) =3 T e )t = e S

Zu zeigen: 3¢ € (x,x0) o= f"t ()
Definiere fiir ¢ € [z, z¢]:

(x —t)"HL

(=)~ (n+1)!

Dann: h € Clz, zo], h differenzierbar auf [z, x¢],

n (k+1) n (k) n N
W)=~ Z %(x —t)F + Z ! k|(t) k(x —t)*1 _|-th
k=0 ' k=1 : !

(k)
2 -0

nl p(k+1)
:kZO L ET (&) (ﬁ_t)k

(x—t)"
n!

(n+1)
S L U

Ferner h(z) = 0, h(z¢) = 0 nach Wahl von p. (s.0.)

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein € € (z, zo) mit

Zo T
(n+1) T — &)™
:>_f — (g)(l‘ §)TL+Q( n'g) =0

Satz 9.33. e £Q

1¢ héngt von z und zg ab.
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Beweis: Annahme: e = 2* mit m,n € N.

Wegen 2 < e < 3 gilt e ¢ N und daher n > 2.

Setze f(z) :==¢€*, xo:=0, x :=1.

Nach TAYLORschem Satz 9.32 existiert £ € (0,1) mit

~~ k! (n+1)!
=e=" 7'L

= %I L

CES]
Multipliziere mit n!
"Ll ef
mn—1)!=>" = + i :
eN k=0~ ——

Definition 9.34. I C R Intervall, n € Ny, f € C™(I), zo € I.
Dann heif3t

n f(k) (z0)

T (z;x0) 1= X

(z— xo)]’C
k=0

n-tes TAYLOR-Polynom von f in xg

Eigenschaften:
Sei p(x) := T, (z; 7).

(1) p ist Polynom vom Grad < n, p¥) (xq) = f*) ()

(2) Ist g ein Polynom vom Grad < n und gilt ¢ (z) = f*)(20) (k=0,...,n), so gilt ¢ = p.

Das heifit: Das TAYLOR-Polynom ist das einzige Polynom vom Grad < n mit obiger Approximati-
onseigenschaft.

(3) Der TAYLORsche Satz 9.32 lautet also:

Va,xg € I (x # ) 3¢ zwischen x und xg:

f(@) = T(w;20) + m(m — o)
Die oben gestellte Frage ,Ist f(z) = > %(m —z0)* + f((::l))(,g) (x — )" T17¢ ist nach 9.32 also
k=0
(1)

9) (l’ _ .TO)nJrl =07«

dquivalent zu der Frage: ,, Gilt nh_)rrgo NCES

Satz 9.35. Sei I = (a,b) (a < b, a = —oo und/oder b = 400 zugelassen). Ferner sei f € C°°(I) und
zg € I. Es existiere ein x > 0 und ein ng € N mit

Yn>ngVr el ’f(”)(x)| <nl-c"

Dann existiert ein § > 0 mit Us(zo) C I und

f(z) = i %(m — xo)* fiir alle 2 € Us(zo)
k=0 ’
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Beweis: Wihle § > 0 mit Us(zp) C [ und ¢ < % Sei x € Us(xg), also |z — x| < § < %, d.h.
cle —xo| < 1

Nach TAYLORschem Satz 9.32 existiert ein £ zwischen x und zg mit

) (g (n+1)
=327 @t + T

=tap

Es gilt fiir alle n > nyg:

f V()

| o — (n+ 1)ttt
(n+1)!

- (n+1)!

n+1 __

JL‘0|nJrl \l‘ — Zo = (C\x - 9'30|)nJrl =0

o | =

0 £(k) (3
= fa) =3 L) o g

k
k=0

9.14 Extrema

Erinnerung: I C R Intervall, f : I — R sei in 2y € I differenzierbar, ¢ innerer Punkt von I, f habe in
xo ein lokales Extremum. Dann ist f'(xg) = 0.

(Umkehrung ist falsch: f(x) = 23 hat in 29 = 0 kein lokales Extremum, obwohl f’(0) = 0).

Satz 9.36. I C R Intervall, n € N, f € C™(I) und z¢ sei innerer Punkt von I. Es gelte

(o) = ["(wo) = ... = fU" (@) = 0
aber

) (o) #0
Dann gilt:

(1) Ist n gerade, so hat f in xg ein lokales Extremum, und zwar ein lokales Maximum bzw. Minimum,
falls (™) (z9) < 0 bzw. £ (20) > 0.

(2) Ist n ungerade, so hat f in z( kein lokales Extremum.

Beweis: Da f(" stetig und f(™(zy) # 0, existiert ein § > 0 mit Us(zo) C I und f(™(z) hat fiir
x € Us(xo) dasselbe Vorzeichen wie f(™ ().

Sei & € Us(xg). Nach 9.32 (TAYLOR) existiert ein & zwischen z und zy mit

n=L (k) (n)
)= X T~ + LR ) = o) + R

=0 fiir k>1

zu (1): Sei n gerade:

Ist (™) (x0) > 0 bzw. < 0, so ist auch (™ (&) > 0 bzw. < 0. Ferner (x — z0)™ > 0 (da n gerade).

= > lokales Min
= R(x) { - 0 } = f2){~ f(zo) = lokales 1n1'mum
=0 < f(zg) = lokales Maximum
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zu (2): Sei n ungerade: Wie vorher f(™(£) > 0 bzw. < 0.
Jetzt aber

(& — )" >0 fiirz>xg
<0 firz<uxzg

>0

<0 X > X

= R(x) “0

T < X

>0
> f(wo)

= f(z) < fl@o) o
< f(zo) v <
> f(zo)

= kein lokales Extremum.

Beispiel 9.37.

(1) f(x) =™ f(0) = f/(0)=---= f=D(0) = 0; f™(0)=n!>0
= Falls n gerade, hat f in 0 ein lokales Minimum.

Falls n ungerade, hat f in 0 kein lokales Extremum.

e fiir o # 0
f@) = {0 firz=0

Bekannt: f € C*°(R) und Vn € No : f(™(0) =0
f hat in 0 ein lokales Minimum.
b)

P2 firz >0
flx)y=4<0 firz=0

1
—e 22 flirx<O0

Wieder f € C*(R), ¥n € Ny £ (0) = 0.
Aber f hat in 0 kein lokales Extremum.
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Kapitel 10

Das RIEMANN-Integral

Stets in diesem Abschnitt: a,b € R,a < b, f : [a,b] — R beschrinkt. m := inff([a7 b]),M = sup f([a, b])
Definition 10.1. Z = {zg,z1, 2, ..., T, } heiBft eine Zerlegung von [a,b], wenn

a=2g <1 <A< - <xp=>
Ferner:

I =lzj_1,z5] (Gj=1,...n)

|I;| :=x; —xj—1 (,Lénge von I;)

m; :=inf f(I;), M; :=sup f(I;)

n
sp(Z) = ij || (Untersumme von f beziiglich Z)
j=1

S¢(2) = ZMj -|I;]  (Obersumme von f beziiglich Z)
j=1

= Untersumme
§ + % = Obersumme

\

. / ___

x5;b

X0=a x1 X2 x3

Abbildung 10.1: Ober- und Untersummen
Klar: m <m; < M; <M
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= m|l;| < my|l;| < Mj|I;| < M|

n n
m- Y |G| < sp(2) < 8p(Z) < M- ||
= VZ Zerlegung von [a,b] m(b—a) < s¢(2) < S¢(Z2) < M- a)
Definition 10.2. Sind Z;, Zs Zerlegungen von [a, b], so heiit Zy Verfeinerung von Z1, wenn Zy D Zj.
Satz 10.3. Zi, Zs seien Zerlegungen von [a, b].
(1) Ist Zy Verfeinerung von Zp, so gilt

sp(Z1) < sp(Z2),  Sp(Z2) < S¢(Z1)
(2) s7(Z1) < 8¢(22)
Beweis:

(1) (nur die erste Ungleichung)
Sei Z1 = {xo,...,zn}. Es geniigt, der Fall Zy = Z; U{¢}, € € Z; zu betrachten; Rest folgt induktiv.

Sei etwa zj_1 < § < x;.

i1 n
sp(Z2) = > mulTi| +inf f([2;-1,€)) (€ —2;1) +inf f([€,2,]) (2 — &) + Y mu|Ti| >
j—1 n
>N gl Ikl +my(E —wya) Fmyla; — O+ > mulli| = s5(Z)
k=1 D] k=j+1

(2) Z := Z1 U Zy ist Verfeinerung sowohl von Z; also auch von Zs. Nach obigem folgt:

= s1(Z1) < s4(2) < S¢(2) < S¢(22)

Definition 10.4. Ist Z; beliebige, fest gewéhlte Zerlegung von [a, b], so gilt nach 10.3:
s§(Z) < S§(Z,) fiir jede Zerlegung Z von [a, b].
= Es existiert

sy =sup{ss(Z) : Z Zerlegung von [a,b]}
und es gilt:
sy < Sy(Z2)

Letzteres gilt fiir jede Zerlegung Z5 von [a, b].
= Es existiert

Sy =inf{S¢(Zs) : Zy Zerlegung von [a, b]}
und es gilt:

SfSSf
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Man nennt

x

sp = 7/das untere Integral von f

a

Sy = f das obere Integral von f

Definition 10.5. f heifit (RIEMANN-) integrierbar iiber [a,b], wenn sy = S§.
In diesem Fall heifit

/bf(x)dx :/bfdx =5p =13,

das (RIEMANN-) Integral von f iiber [a,b].
Rla,b] :={f : [a,b] — R : f ist integrierbar}

Beispiel 10.6.
(1) Seic € R und Vz € [a,b] f(z) :=c
=>m=c=M
= m(b—a) < s¢(Z) <Sp(Z) < M(b— a) fiir jede Zerlegung Z.

=>VZ s§(Z) = S¢(Z) =c(b—a)
=sr=8;=c(b—a)
= f ist integrierbar iiber [a,b], und f; f(z) dx = (b —a).

(2) Sei [a,b] =[0,1] und Vz € [0,1] f(x) := x.
Sein € N und Z,, = {xo,...,x,} mit z; =

fiir 7

<
Il
-

WA
n

Also |Ij] = &, mj = f(x;1) = &2, M = f(z;) = L.

j-1 1 1 K, . 1 nn—-1) n-—1
= 54(Zn) =) =D ()= -l
j=1

n
n n
j=1

n 2 2n
j=1 j=1
Also
n—1 n+1
= Zn) < <S:<8¢Z2,) =
™ sp(Zy) < sy < Sp < S¢(Zy) ™
S—~— N~
oo o

1 1
:>§§Sf§5f§§ = sp=087=

DN =

= f ist iiber [a, b] integrierbar, und

O/lf(x)dxzo/lxdx:;
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(3) Setze

1 furzeQni0,1]
f(z)'{o fir z € [0,1]\ Q

f ist beschrinkt.
Sei Z = {x1,...,x,} beliebige Zerlegung von [0, 1].
=Vje {1, S ,n} mj; = inff([xj_l,xj]) =0

=Vje{l,...,n} M;=sup f([zj-1,z;]) =1

= s7(2) =Y _my|I;| =0
j=1

n

= Sp(Z) =Y M|L| =) || =1-0=1
j=1

j=1
= Sf = 0, Sf =1
= f ist nicht iiber [0, 1] integrierbar.

Satz 10.7.

(1) Sind f,g € RJa,b] und gilt Vz € [a,b] f(z) < g(x), so gilt:

b b

[ t@ s < [ 9w ds

(2) Sind f,g € R|a,b] und a, 8 € R, so ist auch
af + Bg € Rla,b]

und

b b

/(aerﬂg)(x) dx:a/f(fv) d:c+ﬁ/bg(x) dx

(d.h. R[a,b] ist ein R-Vektorraum, und das Integral ist ein R-Vektorraum-Homomorphismus von
Rla, b] nach R.)

Beweis:

(1) Sei Z = {zo,...,x,} Zerlegung von [a,b], I;, m;j, M; wie immer (mit f gebildet); m;, M; mit g
gebildet.

Wegen
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(2) i) f € Rla,b] = —f € Rla,b] (selbst) und
b b
= [n@ o=~ [ fa) iz
ii) « €R, f € Rla,b] = «af € R[a,b] und
b b
Jan@ iz =a [ fe) do

iii) f,¢9 € Rla,b] = f+ g € Rla,b] und

b b

[ +9)a) de - / f@) do+ [ (o) da

a a

Seien dann Z7, Zs beliebige Zerlegungen von [a,b], Z := Z; U Z5 (gemeinsame Verfeinerung)
Dann

sfg(Z2) = Zinf(f + )i, 750 || > 54(Z) + 54(Z) > 54(Z1) + 54(Z0)

J=1 >inf f([z;—1,2;])
+inf g([zj—1,2,])

Andererseits s¢44(2) < 544
Sf+g = 5£(Z1) + 59(22)
(fiir beliebige Zerlegungen Zy, Zs von [a, b]).

= Sfig = Sp+ 8¢(Z2)

b b
:>Sf+g25f—|—sg=/f(x) dx—|—/g(x) dx

a

(da f,g € R[a,b]) Genauso

b b
Span < [ fa)dot [ gla) do

Da spig < Sf4g, folgt

b b
Spo = Spe0 = [ f@) dot [ (o) da

10.1 Integrabilitatskriterium

Satz 10.8 (RiEMANNsches Integrabilititskriterium).
f € Rla,b] & Ve >03Z Zerlegung von [a,b] S§(Z)—sp(Z) <e¢

Beweis:
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»= Sei

b
S::/fdx (=sr=15y)

Sei € > 0. Es existieren Zerlegungen Z;, Z3 von [a, b] mit

Sf(Zl)>8f—%=S—%

Si(Zs) < S;+5=5+%

7 = Z1 U Zy, dann:

,<=%“ Sei e > 0. Nach Voraussetzung existiert Zerlegung Z von [a, b] mit

Si(Z) —s5(Z) <e

= SfSSf(Z)<Sf(Z)+E<Sf+E§Sf+E

Dies gilt fiir alle ¢ > 0. Fiir € — 0 folgt:

= SfZSf = fER[a,b}

Satz 10.9. Ist f : [a,b] — R monoton, so gilt f € Rla,b].

Beweis: Sei n € N und Z = {xo,...,2,} die dquidistante Zerlegung von [a,b], also z; = a + j - &2
(j =0,...,n). Fihre den Beweis nur fiir monoton wachsendes f.

= m; =inf f(I;) = f(z;-1)

= Mj = supf(Ij) = f(SC])

b—a

;] =

n

:>Sf(Z)—3f<Z):Zf(Ij)'b;a—Zf(%—l)'b;a=(f(37n)—f($o))' — =iay

Sei e > 0. Wahle ng € N, Vn > ng a,, < €.

= VYn>ng Sy(Z)—-s(f)<e

Nach 10.8 folgt: f € R]a,b] O
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10.2 Hauptsiatze der Differential- und Integralrechnung

Definition 10.10. I C R sei ein Intervall; G,g: I — R.

G heifit Stammfunktion von g auf I, wenn G differenzierbar ist auf I und G’ = g auf I.
Beachte: Sind G, H Stammfunktionen von g auf I, so existiert ein ¢ € R mit
Veel G(z)=H(z)+c (nach 9.20)

Satz 10.11 (1. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f € R|a,b] und f besitze
auf [a,b] eine Stammfunktion F : [a,b] — R.

Dann gilt:
b
[1@ aa=F0)-Fl@) = Fa) s = [P,

Beweis: Sei Z = {zy,...,z,} Zerlegung von [a,b].

= F(l‘j) — F(Ij_l) F/(gj) '(Ij — xj—l) mit einem §j S (xj_l,xj)

MWS
=f(&)

wobei gilt

7€) {i i

= m;|L;| < F(x;) — F(xj-1) < M;|1]

= s;(Z2) < (Fla;) = F(zj-1)) < 8¢(2)
j=1

(F(:En)_F(In—l))
+F (1)~ F(zn_2)+

= s; < F(b) — F(a) < Sy =s; (wegen f € Rla,b])
b
= F(b)fF(a):Sf:sf:/f(a:) dz

a

Warnungen:
(1) Es gibt Funktionen, die Stammfunktionen besitzen, aber nicht integrierbar sind.
Beispiel 10.12.

F) z3 sin(1)  fiir 2 € (0,1]
xTr) =
0 firz=0

= F ist differenzierbar auf [0, 1]
= f:=F auf [0, 1] unbeschrénkt.
= [ ist (da unbeschrinkt) nicht integrierbar.

Aber f hat eine Stammfunktion, ndmlich F'.

(2) Es gibt Funktionen, die integrierbar sind, aber keine Stammfunktion besitzen.
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-1 1

Abbildung 10.2: Graph von f(x) aus Beispiel 10.13

Beispiel 10.13.

0 firze[-1,0

fle) = {1 fiir 2 {0,1] |
(vgl. Abbildung 10.2)
f ist monoton = f € RJa,b].
Annahme: Es existiert eine Stammfunktion F' zu f auf [-1, 1].
= F' =0auf [-1,0) = F = ¢; auf [-1,0) bzw.
F'=1lauf [0,1] =Vz€[0,1] F(z) =2+ c2
F differenzierbar = F stetig (in 0) = ¢; = ca.
F differenzierbar in 0 =

m 71?(@ — F(0) = lim
z—0— r—0 z—0+ x—0

=0 4
Beispiel 10.14.

(1) Seien 0 < a < b,a € R, # 1.
fx) = a®
f monoton auf [a,b] = [ € R[a,!]
dann ist F' differenzierbar und F’ = f. Nach 10.11 folgt:

za+1 .

Setze F(z) :== T3

b

ba+1 aa+1
= /a:o‘ dr = -
a+1l a+1

a

(2) Seien 0 <a <b, f(z) =1
f monoton auf [a,b] = f € R[a,b]
F(z) :=logz; F differenzierbar auf [a,b] und F’ = f. Nach 10.11 folgt:

b
1 b
= /5 dx =logb —loga = log (5)
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(3) a=0,b= 73, f(xr) =cosx
f ist monoton auf [a,b] = f € RJa,b]
F(z) :=sina; F differenzierbar auf [a,b], F' = f. Nach 10.11 folgt:

b
= /cos(x) dz = sin (3) —sin(0) = 1

Satz 10.15.
Cla,b] C R[a, ]
(stetige Funktionen sind integrierbar.)

Beweis: Sei f € Cla,b]. Dann ist f beschriinkt. Sei e > 0.
Da f auf dem kompakten Intervall [a,b] gleichmdfig stetig ist, existiert ein 6 > 0 mit

€
b—a

Vi, s € [a, b] [t—s]<d = |f(t)— f(s)| <

Sei Z = {xg,...,z,} eine Zerlegung von [a, b] mit:
;) <6 firj=1,...,n
Es gilt:
m; =inf f(I;) = f(&),  M;=sup f(I;) = f(n;)

mit Punkten &;,7; € I;.

€
b—a

= M; —mj = f(n;) = f(&) = [f(n;) = F(&)] <

da §;,n; € I; und |I;| < 6, also |n; — ;| < 6.

n € n
Z2) = s1(2) =S (M; —mj)|I; 1| =
= 51(Z) = s¢(Z) ;( J m])|]|<b_a;|3‘ €

1=
<t—a

Nach 10.8 gilt: f € R]a,b]. O
Satz 10.16. Sei ¢ € [a,b]. Dann gilt

f € R[aa b] ~ f|[a,c] € R[av C] und f|[c,b] € R[Ca b]
kurz: f € R[a,c] und f € R]c, b

In diesem Fall:

/bfdx/cfd:r+/bfdac

Beweis:

= selbst.

,<=“ Seie >0
Da f € RJa, ], existiert Zerlegung Z; von [a, ¢| mit

sf(Z1)>sf—s:/fdm—5
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Analog: existiert Z, Zerlegung von [c, b] mit
b
Sf(ZQ) > /f dr —e
Setze Z := Z1 U Zy. Z ist Zerlegung von [a, b], und
c b

sp(Z) = sp(Z1) + s5(Z2) > /f dx+/f dx —2¢

a C

=:5
= S—2€<Sf(Z) < sy
Fiir € — 04 ergibt sich:

S < St
Analog: S > Sy. Wegen sy < Sy folgt:
= Sf =S8f = S

Beispiel 10.17. Sei (f,) Funktionenfolge, f,, : [0,1] — R (vgl. Abbildung 10.3)

Y,

Abbildung 10.3: Funktionenfolge f,, (Beispiel 10.17)

Aus 10.16 folgt:
1
Vn f, € R[0,1], /fn der =1
0

Ferner: (f,,) konvergiert punktweise gegen 0. (selbst)

Also:
1

lim [ f,dx=1,

n—oo

0

aber
1

/ lim f,(x) dz =0
n—oo

0
D.h.: der Limes darf i.a. nicht mit dem Integral vertauscht werden!

Beachte: f,, konvergiert nicht gleichmiiflig gegen 0.
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Satz 10.18. Sei (f,,) eine Funktionenfolge auf [a, b] mit f,, € R|a,b] fiir alle n € N.

fif konvergiere auf [a, b] gleichmdfiig gegen £ ‘ : [a,b] — R.
Dann gilt:
Il ¢ Rla, 1)
s
und

b b
lim ffndx:ffdx
fondx—fsdx

n=1a

118

Beispiel 10.19 (Anwendung auf Potenzreihen). Sei f(z) = an(x — xo)™ eine Potenzreihe mit

n=0

Konvergenzradius r > 0.

Sei [a,b] C (o — 7,20 + 7).

Nach 8.7 folgt, dass die Potenzreihe auf [a, b] gleichméflig gegen f konvergiert.
= f € Rla,b] und

b
_ n+1 b
/ dx*Zan/x—xo dm*Z {zxo]
oo n+1 n+1
b — xp) — (a—zp) .
10-
Z n+1 (10-5)

F(z):=Y_ = — (10-ii)

Nach 9.25 folgt, dass die Potenzreihe in (10-ii) denselben Konvergenzradius hat wie die gliedweise diffe-
renzierte Potenzreihe

oo
Z an(x — z0)",
n=0

also r, und es gilt F'(z) = f(x) Vz € (xo — 1,20 + 7).

Fazit: (aus 9.25 und 10.19)

Potenzreihe diirfen auf Ihrem (offenen) Konvergenzintervall (zg — 7, z¢ + r) gliedweise differenziert und
integriert werden (wobei gliedweise Integration im Sinne von (10-i) zu verstehen ist).

Beispiel 10.20. Bestimme ) n-z" (z € (—1,1)).

n=0

Setze
o0
x) = Z nx"
n=0

(Konvergenzradius ist 1)

Ferner:

oo
> "=

n=0
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= f(x)+ 1ix Z(n—i—l)x": (Zx"“)
n=0 (m:l‘f’l)/ n=0
B o /_ x ’_1—m—m~(—1)_ 1
- (”an_ox> _(1_:1:) T -2 (1-22
1 1 T

A A TR Ak gl g

Satz 10.21. Setze f,g € Rla,b)].

(1) Sei D := f([a,b]) (beschriankt, da f beschrénkt) und h : D — R L1PSCHITZ-stetig (vgl. 7.33).
Dann gilt ho f € Rla,b].

(2) |f] € Rla,b] und

x) dx

< / |f(x)| dz (Dreiecksungleichung fiir Integrale)

(3) f-g € Rla,0]

(4) Es existiere ein § > 0 mit Va € [a,b] |g(z)| >0
Dann gilt 5 € Rla,b]

Beweis:

(1) hier weggelassen.

(2) Setze h(t) := [t].
Dann: h L1pSCHITZ-stetig auf R (mit L = 1)

(:1>) f:|f‘€R[a>b]
Ferner
< —fF<If
b
ff < [|f(2)] dz
7 % b
10. f(* f| |d:c

= /bf(x) dx S/b‘f(x)’dx

(3) Sei ¢ € Rla,b] = % beschrinkt.
= D :=¢([a,b]) beschrénkt

= Ja>0VteD [{|<a
Setze h(t) := t2.

= Vt,s€D |h(t)—h(s)| = |t—s|-|t+ 5] < 2a|t— 5|
~——

<2«
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= h LIPSCHITZ-stetig.

= hot =1 € Rlo,t]

Aus f,g € Rla,b] folgt mit 10.7
f+9,f—g€Rlab
= (f+9)°(f —9)* € Rla,b]

1L +97 (7 ~ 9] € Rlal

=fg

=
10.7

(4) nur angedeutet:

Satz 10.22 (2. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).

Es sei f € Rla,b] und F : [a,b] — R definiert durch

F(z):= /f(t) dt

(nach 10.16 existiert das rechtsstehende Integral)
Dann gilt:

(1) F ist LIPSCHITZ-stetig

(2) Ist f sogar stetig, so ist F' eine Stammfunktion von f auf [a, b], also

Va € [a,b] F'(z) = f(x)

Als Vorbemerkung noch ,triviale Definitionen:
Fir f € Rla,b] setze

b

/af(l’) dx iz—/f(m) dx; Ve € [a, b] /cf(x) dr =0
b c

a
Beweis:

(1) Setze L := sup |f(t)] (¢ R, da f beschrénkt)
t€la,b]

Seien z,y € [a, b].

1. Fall: z <y

= Fly) - F(z)

/yf(t) dt—jf(t) dt
(jf(t) dt+/yf(t) dt) ]f(t) dt_/yf(t) dt

105
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Yy Yy
= |F(y) - F(z) = / F(t) de| < / ()] dt
——
T T <L

y
§L/dt:L(yfx):L|y—m|

2. Fall: x >y
Vertausche x und y

= |F(z) = F(y)| < Llz —y|
= F ist LIPSCHITZ-stetig.
(2) Sei xg € [a,b).
Zu zeigen: hlir(r)lJr w existiert (in R) und ist = f(zo).

[Analog zeigt man: Fiir ¢ € (a, b] existiert lim w und ist f(zo)]

—0—
Sei also x¢ € [a,b) und € > 0.

Da f stetig in xg, existiert ein § > 0 mit
vt € [a,b] (It —xo| <& = [f(t) — f(xo)] <é]

Dann gilt fiir A > 0 mit h < hg := min{d, b — x¢}.

Floo+h)— Flzo) 17"
o + — o _ 1
) o
Ferner:
1 zo+h
fxo) = 7 flxo) dt
F b —F p ot
Flot B EE) )| = |3 [ 00 - o) at
1 m::h 1 zo+h
<i [ U0 -se)a<pe [ ra=
To  <g, da |t—z0|<d Zo
BT e ) R L) T

h—0+ h
O

Korollar 10.23. Sei I C R beliebiges Intervall und f € C(I). Es sei £ € I fest und F : I — R definiert
durch

Fz) = / () dt
13

Dann ist F' eine Stammfunktion von f auf [I.

Beweis:
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1. Fall: Seix eI, x> ¢
1o
10.22 Fi(z) = f(x)

(setze [a,b] = [¢,x])

2. Fall: xel,x<¢.
Wihle a € I, a < z, b:= ¢ (also [a,b] := [a,&])
Setze

F(z) ::/f(t) dt

dann F'(x) = f(z) nach 10.22.

Ferner

F(x):/f(t) dt:/f(t) dt+/f(t) dt:F(x)—ir/f(t) dt
13 a 3 3

feste Zahl

Definition 10.24 (Schreibweise). I C R beliebiges Intervall und f : I — R eine Funktion.

Besitzt f auf I eine Stammfunktion, so schreibt man fiir eine (und jede) solche Stammfunktion auch
/ f(z) dzx (unbestimmtes Integral)
Vorsicht: Besitzen f,g Stammfunktionen, so ist die Schreibweise

/f(x) dx = /g(ac) dx

nicht als Gleichung zwischen Funktionen zu verstehen, da das unbestimmte Integral eine ganze Klasse
von Funktionen bezeichnet.

Beispiel 10.25. (¢ € R)
/em de =¢e" +c
/sinx dr = —cosz + ¢

/cosx dr =sinz +c

l,nJrl
/x"dxz +c
n+1
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10.3 Partielle Integration
Satz 10.26.

(1) Seien f,g € Rla,b], und es seien F,G Stammfunktionen von f bzw. g auf [a, b].

—/bf(x)G(w) dz

Dann gilt:

b

[ Fgto) da =

a

(2) Seien f,g € Cla,b]. Dann gilt:

/f ) dx = /f
(3) I C R beliebiges Intervall; f,g € C*(I). Dann gilt:

/ F(@)g(x) dz = f(z) - g(z) - / (@) (@) de

Beweis:
(1)

(F-G) =FG+FG = fG+Fy

b
:>/(fG—|—Fg)dx = F.-G

1. Hauptsatz a

(2) folgt direkt aus (1)
3)
(f9) =rfg+1d

= / (F'g+ fg) () de = / (fg) dr = fg(+c)

= [rgdo=rto- [ 9 do

O
Beispiel 10.27. (c € R)
(1)
/ sin?(z) dz = / sin(e) sin(x) dz — — cos(z) sin(x) — / (= cos(x)) cos(x) da (10-i)
_ _ cos(a) sin(x) + / cos(x) - cos(x) dx
— — cos(x) sin(x) + sin() cos(z / sin () (— sin(x / sin?(z) do

= hat nix gebracht.
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Mache bei (10-iii) anders weiter:

—cos(z) sin(z) + / Eiz(/_x')/ dx = x — cos(x) sin(x) — /sinQ(x) dx

1—sin?(z)

=2 / sin?(x) dr = x — cos(x)sin(z) + ¢

1
= /sinQ(m) dx = 3 (z —sin(z) cos(z)) + ¢
(2)
1
/1og(x) dx = / 1 -log(x) dx = xlog(x) — /x - dx =xzlogx —x +c
=@ =)
3)
2 2
x e’ dx:x—ew—/x—ewdx
I'(z) g(x)

~» wird komplizierter.

x e* dx:x-e”’—/1-ewdx:x-e$—em+c
=
g(z) f'(x)

Definition 10.28. Seien o, 8 € R, a # (.

. [, B] fiir @ < 8
. B) = {[&a] fiir o > 3

10.4 Integration durch Substitution

Satz 10.29 (Substitutionsregel).

(1) Sei f € R({a,b)); f besitze auf (a,b) eine Stammfunktion F'.

g : (o, B) — R sei differenzierbar, und es gelte:

9((a, B)) C (a,b), gla)=a, g(B) =0
Ferner sei (fog)-¢ € R({a, 3)).

Dann gilt
b B8
[ @iz = [ sa(o)g @) i (10-iv)

(2) Sei f € C(<aab>)’ g e Cl(<a7ﬁ>)’ g((a,ﬁ>) - <a?b>’ g(a) =a, g(ﬁ) =b.
Dann gilt (10-iv).

(3) I,J seien Intervalle, f € C(I), g € C*(J), g(J) C I. Dann gilt:

(1)
/f(x) dx

- / Fla(0)g'(t) dt

e=g(t)
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(2) Sei ¢'(t) #0 fiir alle t € J (= Vt ¢'(t) > 0 oder Vt ¢'(t) < 0).

= 3¢t g(J)—=J

Dann gilt:

[ty ds = [ sao)ge) at]

g~ (2)

Merkregel: Sei y = y(«) differenzierbare Funktion von 2. Dann schreibt man fiir ' auch %.

Zu 10.29: Substituiere x = g(t), fasse also x als Funktion von ¢ auf.

dx ,
_— = t
= =9
y =" do=g'(t)dt
Beweis:

zu (1): G(t) := F(g(t)) fiir t € {a, B)

— @ differenzierbar . G/(t) = F'(g(t)) - ¢'() = F(9()g'(t) = (f o 9) - ¢)(2)

Kettenregel

zu (2): folgt direkt aus (1)
zu (3): (1) Sei F' Stammfunktion von f auf I (10.23).

= (/f(x)dx

= /f(x) dx

_U)zF@@yzﬁmw»ﬂw
o —1(a(t))

/

o ist Stammfunktion von (fog)-g'.
r=g(t

</ Fla()d'(t) dt‘t—g—wz))l

= Behauptung.

= Behauptung.

(60]cyrin)
(FO)],_yry) = F@) = f(a)

Beispiel 10.30.
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g so wahlen, dass f o g eine ,,einfache Form bekommt.

(& =) g(t) = logt, (f;f) JW=1 a=1b=2 > a=cp=c

2

2 e
2z 1 2logt 1 1
é/62+ da::/!~fdt
ez e2logt t

1 e
2 62 2
t?+1 1 1 11°
= dt = dt = |logt — —
/ e /<t t3> [Og 2t2L

t+5 L[4 . 2
PO == dt mit g(t) = 2 + 10t + 4
/t2+10t+4 2/ o) ™ g(t) =17+ 10t +
—~—
flg(t)g'(t)

fiir f(z) = 1. Nach 10.29 gilt:

/ t+5 /f
t2+10t+4

1 /1
=~ (>4
z=g(t) 2 / x .

1
= —log(t* + 10t + 4)
x=g(t) 2

T
— dx auf (0,1
/ V1—a? .1
——
— /(@)
Substituiere z = g(t) = sint (t € (0, %)).

dxr

= = g'(t) = cost, V1 —a2=1/1—sin?(t) = \/cos2(t) = | cos(t)

T sin(t) dt _ .
= V— 2 x2 s(t) t=g-1(z) cos( )|t:g—1(w) te
= — cos(arcsin(x)) + ¢ = —\/1 —sin?(arcsin(z)) + ¢ = —/1 — 22 4 ¢

1
/\/1—x2dx
0

(vgl. auch Abb. 10.4).
Substituiere z = sin(t), ,, de =cos(t) dt“,  =0=¢t=0, x =1=t =

1

= /\/ﬁd / 1 — sin?(t) - cos(t 20/0052(t) dt

0 _cos( ) =1-—sin

111
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Abbildung 10.4: Funktion zu 10.30-4

Satz 10.31.

(1) Sei f:[a,b] — R beschrinkt, f habe hochstens endlich viele Unstetigkeitsstellen in [a, b].
Dann gilt f € RJa, b].

(2) Sei f € Rla,b] und g : [a,b] — R beschrinkt. Es gelte f(z) # g(x) fiir hochstens endlich viele
x € [a,b].

Dann gilt g € R[a, b], und

b b

/f(x) dx = /g(x) dx

a a

(3) Ist f(z) = g(z) fiir alle z € (a,b) und f € R[a,b], so ist g € R[a,b], und

/f(x) dx = /bg(x) dx

Beweis:
zu (1): Es existiert v > 0 mit
voelat] |f@)|<n

a) f sel unstetig in genau einem & € [a,b] (vgl. Abb. 10.5)

Abbildung 10.5: Skizze zum Beweis von 10.31

e Sei { € (a,b), und sei ¢ > 0. Wihle ¢ € (a,§), d € (§,b) mit 2y(d —¢) < 5.
f stetig auf [a,c] und auf [d,b] = f € Rla,c|, f € R[d,b]. = Es existieren Zerlegungen

Zy von [a, ], Zy von [d,b] mit

Sp(Z1) —sp(Z1) < 5, Sp(Z2) —sp(Z2) <

wl ™
w| ™
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Z = 7y U Zy Zerlegung von [a, b], und

Sy(2) = 3(2) = 5;(22) = 55(21) + (sup f(evd]) ~Tnf [(e.d))) - (d =

S (L) —sp(Z)
< S§(Z1) = sp(Z1) +29(d — ) + Sp(Z2) — s§(Z2) <€
—_— — Y .

wlm

5 5
= f € Rla, ]
e £ = a oder £ = b: analog
b) f habe endlich viele Unstetigkeitspunkte &1,...,&, € [a,b].
Wiéhle 71, ...,mp—1 € [a,b] mit
Mi=alE <M< <m< < Np_1 < Sn:=0b
Fiir jedes Intervall [n;_1,n;] gilt: f hat in [n;_1,7] genau einen Unstetigkeitspunkt, némlich
&
T)> feRmj_1,n;] furalle j=1,...,p
= f € Rla, b]
zu (2): Setze h := f — g. M sei die Menge der Punkte, in denen f # g gilt. (hochstens endlich viele)
= h =0 auf [a,b] \ M
= h stetig auf [a,b] \ M, da M endlich.
= h € Rla, b
¢h)

=g=f—h¢€ Ra,b

Noch zu zeigen:
b b b
/h(:c)dx:() :>/gd:c:/fdz

Nach 10.21 geniigt es wegen

b b
/hdx < /|h| dx
zZu zeigen:
b
/|h| dr =10
Es gilt:

[h(&)] >0 fir £ e M
|h| = 0 auf [a,b] \ M

M ondtien s|p|(Z) = 0 fiir jede Zerlegung Z von [a, b]

b
8|h|=0 - /‘h|dl‘=0
|h|€ R[a,b]

zu (3): Spezialfall von 2.
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10.5 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Satz 10.32 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). f,g € R[a,b], g > 0 auf [a,b]. m := inf f([a,b]),
M = sup f([a,b).

(1) 1. Mittelwertsatz der Integralrechnung:

b
e m M) [ @) do = o~

a

Ist sogar f € Cla,bl:

SIS [aab] H= f(g)
d.h.

b
/&uwm:f@»@f@

(siehe auch Abb. 10.6)

—

Abbildung 10.6: Funktion zu 10.32

(2) Erweiterter Mittelwertsatz der Integralrechnung:

b

b
Suelm M) [ 1@ 9@ do=p- [ g(a) do

a

Ist sogar f € Cla, b):

K €la, bl p=f(E)
d.h.
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Beweis:
zu (1): Spezialfall von 2. (¢ = 1)
zu (2):
Vo € [a,b] m< f(x) <M
Sy "€ lab] mog(r) < flz)g(w) < M- g(x)
= m/ ) dz < /f ) dz < M/
Falls fg ) dz = 0: Behauptung stimmt fiir jedes p € [m, M].
b
Falls [ g(z) dz > 0:
a
b
[ f(@)g(x) dz
=m < <M
[ g(z) dz
NI
=
= erste Behauptung.
Sei zusitzlich f € Cla, b
= Jxy, 29 € [a,b] m= f(x1), M = f(x2)
Aus dem Zwischenwertsatz folgt:
=3 efa,b] f(&)=n
(1 aus der ersten Behauptung genommen)
= zweite Behauptung.
O
Sei Z = {xo,...,xn} Zerlegung von [a,b], f : [a,b] — R beschrinkt. m;, M;, I; wie iiblich.
Wihle zu jedem j € {1,...,n} einen Punkt &; € I; und setze § := (&1,...,2y,)
¢ heifit dann passend zu Z. (vgl. Abb. 10.7)
YA
El Ez E3 E4 ES E6 E7
Xq X4 X, X4 X4 Xg Xg X
\ | | | | | | \ -
\ X
b
a

Abbildung 10.7: £ passend zu Z.

RIEMANNsche Summe:

)= ;f(ﬁj) (zj; —xj-)

=14
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Wegen m; < f(&;) < M; gilt
sy(Z) < 04(Z,8) < 54(Z)

Fiir eine Zerlegung Z = {xq,...,x,} von [a, b] setze
|Z| :== max{| 1|, | 2|, ..., |In|}

(Feinheitsmaf$ von Z)

Satz 10.33.

(1)
f € Rla,b] &

35 € RVe > 036 > 0VZ Zerlegung von [a,b] V€ passend zu Z  ||Z| <= |S—o0(Z,§)| <e€
b
(dann: S = [ f(z) dx)

(2) Sei f:[a,b] — R beschrinkt und (Z,) Folge von Zerlegungen mit

lim |Z,|=0

Dann gilt:
Jim s7(Zn) = sy
i S5(Zn) = S

Ist f € R[a,b] und zu jedem n ein zu Z, passendes £ gewihlt, so gilt
b

lim oy (Zn,g<”>) - /f(x) dx

n—oo
a

Beweis hier weggelassen.

Beispiel 10.34 (konkrete Anwendung). Zu berechnen sei
B PR
lim — Z \ﬁ
n—00 n3 “—
j=1
Setze

n . 1
anzz\/z.n
j=1

n n _J
f(x)::ﬁa Zn::{07%7%7"'71:ﬂ ’ Ig):;

gj(.") :=xj(n) (rechter Randpunkt von I;)

= ap =0y (Zn,f(")> = St (Z("))

v monoton
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Satz 10.35. (fn)nen sei Funktionenfolge mit f,, € C'[a, b] fiir alle n € N, (f) konvergiert gleichméBig
auf [a,b] gegen g : [a,b] — R, (fn(a)) konvergiert.
Dann konvergiert (f,,) gleichmifig auf [a,b], und fiir die Limesfunktion f : [a,b] — R, f = lim f, gilt

feclatl, f=g

d.h.
!
(hm fn> = lim f/

Beweis: 8.8 = g € Cla, b].
Setze G(z) := [ g(t) dt fiir alle z € [a, b].

a

'1?2‘) G Stammfunktion zu g

Setze ¢ := lim f,(a) (existiert nach Voraussetzung)
n—oo

Dann:

x

Vo € [a,b]Vn e N  fo(z) — fula 10 i /f ) dt 2= | g(t) dt (nach 10.18)

a

D.h.
Ve € la,b]  fu(z) = fula) = G(z)
also wegen f,(a) —
Vr € [a,b] fu(z) — G(z)+c  punktweise Konvergenz

G differenzierbar, G’ = g stetig: = f € Ct[a,b] und f'(z) = G'(z) = g(x) fiir alle = € [a, b].
Noch zu zeigen: (f,,) konvergiert gleichmdflig gegen f:

xT

Vi€ [ab V€N |fule) - F(@)] = | falz) — fala) - / g(t) dt — ¢+ fo(a)

a

= /If;L(t) dt]g(t) dt —c+ fn(a)

/|f ()] dt + | fula) —

IN

/|f (O] dt +1u(a) ~ c| = a
Da (f!) — g gleichmifig = |f/, — g| — 0 gleichméiBig

= /\fn (1) dt — 0

Ferner |f,(a) — ¢| — 0 und beide Terme sind unabhéngig von x.

=Vr € [a,b]Vn e N |fu(z) — fla)] < ap
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und «, — 0

= fn — f gleichméBig.

Nachtrag:

Beweis: zu Satz 9.25 (2)

Wiihle kompaktes Intervall [a,b] C I beliebig.
Setze

n

sn(x) == Zak(:z —x0)*  (fiir z € [a,b])

k=0

Dann

Vo €[, Vn €N s () = kap(z — wo)* " 2 Y kaw(e — wo)* !
k=1 k=1

Ferner (s,(a)) offenbar konvergent, da a € I.

Nach 8.7 gilt s/, — g gleichmé#Big auf [a, b].

= f differenzierbar auf [a,b], f =g

Da [a,b] C I beliebig, ist f differenzierbar auf I, und f’ = g auf I.
= Behauptung.



Kapitel 11

Partialbruchzerlegung

11.1 Fundamentalsatz der Algebra

Es sei ¢(2) = ag + a1z + a22® + - - - + a,z™ ein Polynom mit z € C und ao,...,a, € C.
Satz 11.1 (Fundamentalsatz der Algebra). Es gibt z1,...,2, € C mit
q(z) =an(z—21)(z — 22) -+ - (2 — z,) fiir alle z € C

(d.h. z1,..., 2z, sind genau die Nullstellen)

Problem fiir die Praxis: Falls n > 5, so sind die Nullstellen z1, ..., 2z, € C im allgemeinen nicht konstruktiv
berechenbar. (wohl aber fiir n < 4)

Fiir das folgende: Wir gehen davon aus, dass z1, ..., 2z, bekannt sind.

Sind unter den z1,..., 2, gleiche Zahlen, etwa z; = 290 = -++ = z,,,, aber z # z; fir k =m+1,...,n,

so sprechen wir von mehrfachen Nullstellen. Im genannten Fall heifit z; eine m-fache Nullstelle von gq.
Damit 148t sich ¢ in folgender Form darstellen:

(2= )" (2 — ag)™ (11-1)

q(2) = an(z — ar)™

mit o, # oy, fiir v # pund ny +ng + - - +ng = n.

Sei ¢ wie oben, jetzt aber ag, a1, ...,a, € R. Es liege die Zerlegung (11-i) vor. Dann gilt fir j =1,...,n:

0 =q(oy)

= 0=q(aj) = ap + a1j +aa? + - +aaf
=a+a -+ @ ag”

_ _9 I
=ag +a105 + axa@;” + - + anoy”

= q(a3)
D.h. mit o ist auch @; Nullstelle, und a; und @; haben dieselbe Vielfachheit als Nullstelle, also:
Ist @; € C\ R, so muss o, = @; (und ny = n;) fiir eines der k € {1,...,n} \ {j} sein.

Es ist aber fiir z € R:
(& —aj)(z —a) =a® —(aj + @) a + aja; =2+ fjz+7;
—_———— —
=:f;ER =:y; €ER
Somit:

Satz 11.2. Sei q(z) = ag + a1x+ -+ -+ a,z™ ein Polynom vom Grad n (also a,, # 0), und ag, . ..,a, € R.
Dann [48t sich ¢ in folgender Form darstellen:

q(z) = an(z — o) k2 (@ — gy )R (11-ii)

(@ B+ ) (@ Bow 4 72)"? - (@ 4 Bra )t

kl(xf as)

119
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mit a,...,an, By, 00, Y1,---,70 € R, und ky + ko + -+ + kayp + 201 + 2l + - - - + 2], = n, ferner
a, # oy fiir v # p, (B4, v5) # (Be, ) filr j # k, schlieflich: 2% + 82 4 7; hat keine reelle Nullstelle

(j=1,...,L).
Zur konkreten Berechnung der Nullstellen (i.a. nicht konstruktiv moglich):
Beispiel 11.3.
q(z) =2° +2* + 323 — 2% —4
Durch Raten: ¢(1) = 0. ,,Abdividieren“ der Nullstelle z = 1:
(®+at 4323 -2 —4): (z—1) =2 + 223 + 522 + 4z + 4

= q@)=(r—1) - (2" + 223 + 52> +4ox +4) = (x — 1) - (2? + z + 2)?

11.2 Zerlegung
Satz 11.4. Seien P,q zwei Polynome mit reellen Koeffizienten.
Falls grad P > grad ¢, so existieren Polynome h und p mit

P(z)
q(z)

— hz)+ 2@
= Al Hq(ﬂf)

und gradp < grad q.
(Falls grad P < grad ¢, so setze h =0, p = P.)
g habe die Darstellung (11-ii).

Dann 148t sich % schreiben in der Form:

plr)  An Aro Avg,
qr) =—a + (z — aq)? Tt (:vfozl)kl—i_
Aoy Ago L Ao,
T — Q9 (QZ‘ — 042)2 ($ — a2)k2
A Ao Ay,
T — any + (x — apr)? Tt (z — apy)lm
Bz + Chy B,z + Cuy,

>+ ety (2% + B+ )t

Briz+Crq Br,z+Cpy,
22+ Pre+yr (22 + B+ 1)

mit reellen Konstanten A..., B..., C....
Beispiel 11.5.

P(x) 223 — 22— 102+ 19
q(x) x24+x—6

1. Schritt: Division mit Rest

p(w)

5 1
(2m3—x2—10x+19):(w2+x—6):2x—3+L
ST =6

h(z)
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2. Schritt: Darstellung aus (11-ii) von q(x) = 22 +  — 6 berechnen.
g(z) = (= 2) - (x +3)

3. Schritt: Partialbruchzerlegung

5z + 1 A A

x2+x—67m—2+x+3

Berechnung von A und A: Ganze Gleichung mit ¢(x) multiplizieren.

2> +r-6 ~ 22+2-6
. + A

x—2 x+3
=A-(z+3)+A (2 -2
= (A+ Az + (34— 24)

S5r+1=A

Koeffizientenvergleich:
A+ A=5, 3A—24=1

(~ lineares Gleichungssystem)

Losen des linearen Gleichungssystems liefert:

11 ~ 14
A=—, A==
5 )
223 — 22 — 10z + 19 11 1 14 1
B = -3+ — _

2+1—6 x 5 z-275 743
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Kapitel 12

Integration rationaler Funktionen

Wegen obigem Abschnitt kann die Integration rationaler Funktionen auf die Integration folgender Aus-
driicke zuriickgefiihrt werden:

1 ar +b
(1 —a)k’ (22 + px + )k’

wobei 22 + px + ¢ keine reelle Nullstelle hat, d.h. % —-p<0.
12.1.

1
/ dz =log|x — a| + ¢
r—a

(x > a oder z < )

12.2. k> 2

L S —
(r — )k TR (z — a)k-1 ¢

(x > a oder z < @)

12.3.

2 2 2
f+px+q:$%HM+p+q—p:($+p)4‘G‘J)>:(x+®2+ﬁ

4 4 2
mit6::§undn::\/q—%.
1 1 1 1
2 +px+gq (x+0)2+n n (m) i1

Substituiere ¢t = ITM = dt = % dx

1 1 1 1

7/72 de:*/iZ dt
(x+6) +1 Ui 2 +1

1 1 T+9
= —arctan(t) + ¢= — -arctan | —— | +¢
n n n

3

2 ¢ 2v+p n
= —— - arctan —_— C
4q — p? Vg —p?

123
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12.4. Mit az +b= %2z +b) + (b—

b 2 1 1
/QGLM:E/# dH(b_.a.p)/de
4 +pr+q 2 ) x*+pxr+q 2 ¢ +pr+q

“a- p) und der Substitution aus 12.3 erhéilt man:

(SIS

a 1 2 20 +p
= —log(z® + pz + ¢ +<b—ap)-~arctan ——— | +c
2 %l ) 2 4q — p* Vg — p?

12.5.

/ da B 2 +p L 202k-3) / dz
(@2 +pr+q)f  (k—1)g—p*)(a® +pr+ )+t (k—1)(4g—p?) ) (22 +pz +q)F!

(Beweis durch Differenzieren).

. . dx
= Rekursionsformel fiir f (CETr=—a

Mit az +b = %2z +p) + (b— % - a - p) erhélt man:

20 +p 1 / 1
T g4 (b—Z-a- . dx
/($2+p$+Q)k < 2 p) (22 4+ px + q)*

1 1 + (s 1 / 1 d
= . —Z.a- S T
k—1) (22+pz+q)F! 2 P (22 + px 4 q)*

rekursiv gem 12.5

12.6.

/ ax+b do —
(22 +pr+q)F

N N

Beispiel 12.7.

dx

/3x5—2x4+4x3+4x2—7x+6
(x —1)2(2? +1)2

=:R(x)

Partialbruchzerlegung:

1 2 2z + 1 4
@)= o3+ oot e T e

2 2z 41 1

2 1 2 1
/;gil dm:/x?i—x&—l dx+/mdmzlog(x2+1)+arctan(x)+c

1 2z
4. / TR dx I + 2arctan(z) + ¢

2 2
:>/R(x)dx:10g|x71|—m+10g(12+1)+x27$

1 + 3arctan(z) + ¢
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Explizite Integration weiterer
Funktionenklassen

13.1. Sei R eine rationale Funktion, a € R\ {0}. Dann 148t sich

/ R(e*™) dw

durch die Substitution ¢ = e (also z = Llogt, also dz = 2 dt) zuriickfiihren auf

1
/ R(t) - o dt ~» gebrochen rationale Funktion zu integrieren
a

Beispiel 13.2.

1 1 1 e
/e””Jre*f’? v ( 2 /cosh(a:) x) /62m+1 v
1
t=¢e" = dxz;dt
:>/71 d /7t 1dt arctan(t) + arctan(e”) +
e . — = ar n = ar n(e
er +e 7 * 241 t ¢ ¢

z’y+2xy—y°

13.3. Sei R eine rationale Funktion mit = und y, etwa: R(z,y) = T To T

Dann 148t sich
/R(w, \ ax—!—b) dx
cxr+d

durch die Substitution ¢t = 7}/ % zuriickfithren auf die Integration einer rationalen Funktion.

Beispiel 13.4.

[rfe (et

t=vz = z=t = dx=2tdt

é/lﬁd‘r 11 ~2tdt:2/ﬁdt
z+x 24+t 1+t

2
:2-/(—1+1H> dt = =2t +4log|l +t|+c = —2yx+4log(l+Vz) +c

125
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13.5. R wie in 13.3. Das Integral
/R(Sinx, cosx) dx

kann durch die Substition = 2 arctan(t) (= dz =
zuriickgefithrt werden; dazu benutze:

H% dt) auf die Integration einer rationalen Funktion

sin(z) = 2sin (%) cos (%) = zta? ()
COS(%)Q
. 2 tan (%) B 2%
1+ tan? (%) 1+ ¢2
. 1 —tan2 (2 1 —¢2
cos(x) = cos? (%) — sin? (%) — - (2) =z —

2(z
COSs (2)

. 20 1—t*\ 2
:>/R(s1nx, cos ) dx:/R(1+t27 1+t2> 1+ ¢2 dt

Beispiel 13.6.

1 1 2
/cos(x) de _/ 12 ] 442 dt

1+t2
1 1 1
—of —adt=[(— - —) at
/17152 /<t+1 t1>

=log|l +t| —log|t — 1] + c=log

tan (%) +1
tan (%

13.7. Seien a,b,c € R, a # 0, b*> # 4ac = ax? + bx + ¢ hat keine doppelte Nullstelle (d.h. ist nicht von
der Form a(z — a)?).

EELL
—1 c = 10g

Dann

2 9, b c 5 b b2 c b?
ar*+br+c=alzx +Ex+5 :a(gg +ax+7+,_7)

402  a  4a?
~———
=:n#0
b\ 2
Ferner sei R wie in 13.3. Dann 148t sich das Integral

/R(x, Va2 +br+c)dr

durch die Substitution

=a

t:\/1|?|(x+2ba>

iiberfiithren in
(1)
/R(t, t2+1) dt  (fallsa >0, > 0)

oder
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/R(t, t2—1> dt  (falls a >0, 7 < 0)

/R(t, \/142) dt  (fallsa <0, 5 <0)

(Der Fall a < 0, n > 0 liefert az? + bxr + ¢ < 0 fiir alle * € R. = v/az? + bx + ¢ nirgends definiert.)
Wegen cosh?(x) — sinh?(z) = 1 fiihrt im Fall 1 die Substitution ¢ = sinh(s) auf 13.1, im Fall 2 die
Substitution ¢t = cosh(s) auf 13.1 und wegen cos?(z) + sin?(z) = 1 fithrt im Fall 3 die Substitution
t = sin(s) auf 13.5.

Beispiel 13.8.

/\/mwc = / V(z+2)2+1da
Substitution ¢t = x 4 2

= [Vt sde= [ Vet
Substitution ¢ = sinh(s) = dt = cosh(s) ds

é/\/x2+4x—|— d:c—/\/sth )+ 1-cosh(s = [ cosh®(s) ds

_ - 2s 2s 71 1 1
74/( +2+27%) dr = 5€ it S

[t:sinh(s) és:arsinh(t):log(t—i— \/t2+1)]

1 1 1 -

g(ﬁ+\/t2+1) §log<1+\/t2+1>—§<t— t2+1) te

1 2 1 1 —2
—g(x+2+\/x2+4z+5> +§1og<z+2+\/x2+4x+5)—é(:r+2+\/:c2+4x+5> +c

6725 T
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Kapitel 14
Uneigentliche Integrale

Definition 14.1.

(1) Die Funktion f : [a, b) — R bzw. f : (a, b] — R sei auf jedem Teilintervall [a, t] von [a, b) bzw. [¢, b]
von (a, b] integrierbar. (Dabei ist b = +00 bzw. a = —oo zugelassen.)

Dann definiert man

t—b—

/f(a:) dzr = lim /tf(ac) dx (14-1)

a

bzw.

t—a+

/b f(z) dz == lim /b f(z) da (14-ii)

falls der jeweilige Limes existiert.

Ist f auf [a,b) bzw. (a,b] unbeschrinkt, oder ist b = +00 bzw. a = —o0, so heifit das f; f(z) dz ein
uneigentliches Integral.

Existiert der Limes in (14-i) bzw. (14-ii), so heifit fab f(z) dx konvergent, sonst divergent.
(2) Die Funktion f : (a, b) — R sei auf jedem Teilintervall [a, 8] C (a, b) integrierbar (a = —oo

oder/und b = +oo zugelassen). Falls ein ¢ € (a, b) existiert, derart dass [ f(z) dz und fcb f(x) dx
beide konvergent im Sinne von (1) sind, so heifit das uneigentliche Integral

b
/ F(z) da

konvergent, und man setzt

/bf(x) dx ::/Cf(x) dx+/bf(x) dx.

f: f(x) dz heilit divergent, falls es nicht konvergent ist (d.h. falls mindestens eines der beiden Integrale
[ f(z) de, fcb f(x) dx divergent ist).

Diese Definition ist von ¢ € (a, b) unabhéngig. (Beweis selbst)

Beispiel 14.2.
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(1) Sei > 0.
¢
1 logt fira=1
o dr = 1 1—a s
/ @ T =1) fira#1

oo
1 .
= | — dz konvergiert < a>1
x
1

1
1

/—a dx konvergiert < a <1 (fallsa > 0)
x

0

(3) Aus (1) und (2) folgt:

1

/ — dx ist divergent fiir alle o > 0
x

0

t
1 -

/ T2 dz = arctan(t) =2 g

0

!
= / 52 dx ist konvergent und = g
0

(5) Analog zu 4.
0
1 . v
1522 dx ist konvergent und = 5
(6) Aus 4. und 5. folgt:

oo

1
/ 1522 dx ist konvergent und =7

— 00

Die folgenden Sétze und Definitionen werden nur fiir Funktionen f : [a,b) — R formuliert. (b ist ,sin-
guldrer Punkt.) Sie gelten sinngemifl auch fiir die anderen beiden Typen uneigentlicher Integrale.

Setze stets voraus:

vVt € (a,b) f € Rla,t]

14.1 Konvergenzkriterien

Satz 14.3 (CaucHy—Kriterium).

b v
/f(x) dx konvergent < Ve > 0 3c = c(e) € (a,b) Yu,v € (¢,b) /f(x) dzx| <e

a
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Beweis: Folgt aus 6.7, angewendet auf

o(t) = /tf(w) dzx

Beispiel 14.4. Behauptung:

o

/ sin(z) dx ist konvergent
x
0

sin(z)

(Beachte lim0 —— = 1; also ist nur oo ,singuldr®.)
xr—

Beweis: Fiir alle 0 < u < v gilt:

v i v 1 1 v v 1
/%dw = / — -sin(z) dz| = [COS(CC)} 7/—2cosmdx
) e )&= o ®

v

1 1 1 1 1 2
+ [ 5 eos(@)| do < -+ =+ (=-—-=) ==
T8 e — v U u v u

w <1

IN

Sei nun ¢ > 0; wihle ¢ := g.Danngiltfﬁr0<u<vmitu>cz
[ si 2 2
S
/de <2 .2_.,
u c

xT
u

Nach 14.3 folgt die Behauptung.

Definition 14.5. f; f(x) dz heilit absolut konvergent, wenn f;|f(m)} dx konvergent ist.

Satz 14.6. Ist fab f(z) dx absolut konvergent, so ist es auch konvergent, und

/bf(x) da g/b\f(x)|dx

Beweis: Mit 14.3, analog zum entsprechenden Beweis bei Reihen.

Fiir das folgende wird benétigt:

b b
/f(:c) dz konvergent < Jc € (a,b) /f(x) dz konvergent

c

In diesem Fall:

/bf(ac) dx:/cf(x) dm—i—/bf(a:) da

C

(Beweis selbst)

Satz 14.7.
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(1) Majorantenkriterium: Es sei g : [a,b) — R mit V¢ € (a,b) g € R|a,t] und es gelte
Vr € fa,b) |f(z)] < g().

Ferner sei f; g(x) dx konvergent.

Dann ist f: f(z) dx absolut konvergent, und

/blf(w)ldxé/bg(x) dx

(2) Minorantenkriterium: g wie oben, jetzt aber
Va € la,b)  f(z) = g(x) >0

Ferner sei f: g(z) dz divergent.

Dann ist auch f; f(z) dx divergent.

Beweis: Mit 14.3, analog zum entsprechenden Satz bei Reihen. g

Beispiel 14.8. (1)

dz konvergent?
/ V14 b &
1 N——

=:f(x)

Es gilt

Vo € [1,00) [f(2)] <

é\ :
Ot
I
ﬁ\w‘ =
|
=2
&

Da 2 > 1, ist [ g(x) dz konvergent.

dx konvergent

14 7/\/1—1—305
1

o0

X
/ 2+ 7z
1 N——
=:f(z)

dx konvergent?

2
v 1) = e S

= 3Jce (0,00)Vz >c: =z f(z)>

NN

=Vr>c: f()z% tg(x)

Da [, g(z) dz divergent, ist nach 14.7 [ f(z) dz divergent.

Bemerkung 14.9.
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(1) Seinun b € R (also nicht b = +00) und f € RJa,b], d.h. fab f(z) dx existiert im RIEMANNschen Sinne
(als ,eigentliches“ Integral)

Setze
xr
F(z):= /f(t) dt fiir x € [a, b]
a
Nach dem 2. Hauptsatz ist F' LIPSCHITZ—stetig, also stetig, insbesondere stetig in b.

¢ b
= /f(x) dx = F(t) tobe, F(b) = /f(x) dz (im RIEMANNschen Sinne)

= f; f(x) dx konvergiert als uneigentliches Integral, und der Wert ist gleich dem (eigentlichen)
RiEMANNschen Integral.

(2) SeiV die Menge aller f : [a,b) — R, derart dass fab f(z) dx konvergiert. Dann ist V ein R-Vektorraum,
und die Abbildung

b
V - R, fn—>/f(x)dx

ist linear.

(3) Sei V wie in 2.; i.a. gilt fiir f,g € V nicht f-g€ V.
Beispiel:

[a,b] = [0,1]

1

/1dk td1<1dhf eV
— nvergen - N =
\/Exovege,aQ , g
0

aber:

1 1
1
/(f -g)(z) dz = / s dz divergent
0 0

Satz 14.10 (Integralkriterium). Sei f :[1,00) — R mit Vz € [1,00) f(z) > 0 und f monoton fallend.
(= f € R[1,t] fur alle t > 1)

Dann gilt:

/ f(z) dx konvergent < Z f (k) konvergent
1 k=1

Beweis:

VkeNVz ek, k+1] f(k) > f(z) > f(k+1)

k41 k+1 k41
=VkeN f@)de> [ f(x)de> [ f(k+1)dx

A

N——— N————

=f(k) =f(k+1)
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. n n+1 n+1
Summation §™ (4 > / f(@)de> S f(k) (14-ii)
k=1 1 k=2

Ist nun floo f(x) dz konvergent, so ist

n+1
[ f@) iz
1 neN

beschrénkt; nach (14-iii) ist also

n+1
(Z f(kr)>
k=2 neN

beschrankt.

= Z f (k) dk konvergent
k=1

Sei umgekehrt > f(k) konvergent.
k=1

n+1
(11:>'“) / f(x) dx beschrinkt
1 neN

Ferner ist diese Folge monoton wachsend (da f > 0), also konvergent.

n

= Es existiert lim [ f(z) dz

n—oo

1

Ferner ist flt f(x) dz monoton wachsend als Funktion von ¢.

t—o0

t
= lim /f(a:) dx existiert
1

= / f(z) dx konvergent
1

Beispiel 14.11.

Siehe auch Abbildung 14.1.
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Abbildung 14.1: Funktion zu Beispiel 14.11
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Kapitel 15

Komplexe Exponential—-, Sinus—,
Cosinusfunktion

Definition 15.1. Die komplexe Exponentialfunktion E(z) = € ist fiir z = z + iy € C (mit z,y € R)
definiert durch

e” :=¢e” - (cos(y) + isin(y))

Bemerkung 15.2.

Die Additionstheoreme fiir die reellen Sinus—, Cosinus—, Exponentialfunktion liefern (Bew. selbst)
Vz,w € C et =¢*. ¥

Ist zeRCC,dh. z=a+1-0, so gilt
e* =e” - (cos(0) + i -sin(0)) = "

Die komplexe e-Funktion liefert also eine Fortsetzung der reellen e-Funktion ins Komplexe.

Ist z rein imagindr, d.h. z =041y mit y € R, so gilt
e* =e" =€’ (cos(y) +i-sin(y))

d.h.
Vy e R €% = cos(y) + isin(y)

Erinnerung: Fir z =2z + iy € C (mit z, y € R) ist der Betrag von z definiert durch
ol = VaZ

(Siehe auch Abb. 15.1)
Fir ¢ € R gilt

€| =[cosp +isingp| = V(cos)? + (sing)? =1
(vgl. Abb. 15.2)
Speziell ¢ := 7

e =cosm+isinT = —1

(vgl. Abb. 15.3)
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Abbildung 15.1: Betrag von z

Abbildung 15.2: Polarkoordinaten—Darstellung

Korollar 15.3.

(1) €% = e~ fiir alle € R

(2) cosp =1 (e +e7) (p €R)
(3) sing = - (¢"? — ™) (p €R)

Beweis:

€% = cosp + ising = cosp — ising = cos(—p) + isin(—p) = e
e + e % = (cos @ + isin ) + (cosp — isinp) = 2cos @

e — e = (cos ¢ + isin ) — (cosp — isinp) = 2isinp

Definition 15.4. Fiir z € C definiere

cos z 1= % (eiz + e*iz)

s R 1 1z —1z
sinz := o- (e e %)
(ist nach 15.3 Fortsetzung der reellen Cosinus— und Sinus-Funktion ins Komplexe.)
Durch Nachrechnen erhilt man fir z,w € C:

sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w)

cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)
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gl e P=cosp+isim

cosh

Abbildung 15.3: Polarkoordinaten—Darstellung

15.1 Polarkoordinaten
Firz=z+iyeC, z#0:

lz| = Va?+y2=r

Die Strecke durch 0 und z schliefit mit der z-Achse einen Winkel ¢ ein (im Bogenmaf).

Durch das Paar (r, ¢) ist z eindeutig bestimmt. Umgekehrt ist durch z auch r = |z| eindeutig bestimmt.
L&Bt man nur ¢ € (—m, m) zu, so ist durch z auch ¢ eindeutig bestimmt, ¢ = arg z (Argument von z).
Es ist cosp = £, sinp = ¥, also

r=r-cosp, Yy=r-sinp

= z=x+iy=r(cosp+ising) =r-e¥

(mit 7 = |z] und ¢ = arg 2)

Diese Darstellung heifit Polarkoordinaten—Darstellung von z.

(z = x + 1y heiBit kartesische Koordinatendarstellung)

Geometrische Deutung der Multiplikation in C mit Hilfe der Polarkoordinaten: (s. Abb. 15.4)

21 = 1€, 29 =19e"¥2 € C

= 2129 = 11T2€"P1e"P? = proet(P11¥2) (15-1)
Durch vollstéindige Induktion erhiilt man aus (15-1) fiir z = re® (r = |z|, ¢ = arg 2)

2" =™ fiir alle n € N
Ist speziell r = 1, also z = e'? = cos ¢ + isin p:

(cos p +ising)™ = ™ = cos(np) + i - sin(nyp)

(Formel von DE MOIVRE)
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'z

Abbildung 15.4: Multiplikation in C

15.2 n-te Wurzeln

Sei a € C und n € N. Das Polynom
p(x)=2"—a

hat nach 11.1 genau n Nullstellen (geméf Vielfachheit) in C. Jede dieser Nullstellen (d.h. jedes z € C
mit 2" = a) heiit n-te Wurzel aus a.

Sei r = |a|, ¢ = arg(a), also a = re'¥. Setze

o422k

wp = V@R firk=0,1,2,....n—1

Satz 15.5. Fiir alle z € C gilt:

z ist eine n-te Wurzel aus a & z € {wp, w1,...,wn_1}
Beweis:

»<=“ Sei z =wy firein k € {0,...,n—1}

- 42k . .
St =wl =T =P PR i = g
° ~—
=1
»="“ wo,...,wn_1 sind n verschiedene n-te Wurzeln aus a.

Da nach dem Fundamentalsatz der Algebra genau n n-te Wurzeln existieren, folgt die Behauptung.

O



Kapitel 16

FoOURrRIER—Reihen

16.1 Orthogonalititsrelationen

Durch Differenzieren bestétigt man fiir n, k € Ny:

1 g _ . D S . i
2/sin(nx) sin(kz) do = "7k :11111}2(7(3) ©):2) ik sin((n -+ k) -z) + e f?r nk

g — 2 o firn=k#0
2/cos(m:) cos(kz) dz = 4 T bSllnItg?(lZ) ) ) + g sin((n+ k) -x) +c 1”1r n #

x+ 22D 4 ¢ firn=k#0

n+

—cosCne) 4 . firn=k%k#0

2/sin(nx) cos(kx) dx =
2n

{—nik COS((n—k) 1‘) - %cos((rH—k) x) +c firn#k

Daraus folgen die

Orthogonalitéitsrelationen 16.1.

/sin(mz) sin(kx) dx = /cos(m;) cos(kzx) de = 0 ?r n#
m firn=%k

]sin(nx) cos(kx) dx =0

Im folgenden sei f : R — R eine 27-periodische Funktion, d.h. es gelte:
VeeR f(z+2m) = f(x)

Man stellt leicht fest:
Ist a € R und f € Rla,a + 2x], so gilt fiir jedes b € R:

at+27 b+2m
f € R[b,b+ 2x], und / f(z) dx = / f(z) dz
a b

Deswegen werden wir das Intervall [—m, 7] zugrundelegen.
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16.2 Die FOURIER—Reihe

Definition 16.2. Gegeben seien reelle Folgen (a,)5%, und (b,)52 ;. Eine Funktionenreihe der folgenden
Form

0
5 Z[an cos(nx) + by, sin(nzx)

heifit trigonometrische Reihe.

Feststellung: Falls eine trigonometrische Reihe konvergiert, so ist die durch sie dargestellte Funktion
2m-periodisch (elementar).

Wesentliche Frage: Wann ldsst sich eine gegebene 2m-periodische Funktion f : R — R durch eine
trigonometrische Reihe darstellen? D.h. wann gilt

VeeR f(z)= % + Z [an cos(nx) + by, sin(nz)] ? (16-1)

(mit geeigneten Folgen (ay), (b))

Wir nehmen zunéchst an, dass (16-1) gilt. Wie sehen dann die a,, und b,, aus? Setze dazu weiter voraus:
Die Reihe in (16-1) konvergiere gleichmdfig auf [—m, 7). Sei nun k € N fest.

(16-1) = f(x)sin(kz) = —bln (kx) + [an cos(nx) sin(kx) + by, sin(nx) sm(ka:)]

HMS

Die letzte Reihe konvergiert ebenfalls gleichmiBig auf [—m, 7).

= f(z)sin(kz) ist integrierbar iiber [—m, 7]

1018
und
/f(x) sin(kx) dx :% /sin(kx) dx + Z an, / cos(nz) sin(kx) dx + b, /sin(nm) sin(kx) dx
-7 -7 n=1 —7 -7
TR
1 ™
=|bp=— / f(z)sin(kz) dz | (fir k € N) (16-ii)
T

Multipliziert man (16-1) mit cos(kx) (fir ¥ € Np) und integriert wieder iiber [—m, 7], so erhélt man
entsprechend:

™

—T

=lap = — / f(z)cos(kzx) de | (fiir k € No) (16-iii)

Definition 16.3. Sei f € R[—m, 7). Dann heilen die in (16-ii) und (16-iii) definierten Zahlen die
FouRrIER-Koeffizienten von f. Die Reihe

o0
% Z: [an cos(nx) + by, sin(nx)

heifit dann die zu f gehirige FOURIER—Reihe.
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Definition 16.4.
o [ heifit gerade :& Vz e R f(z) = f(—=x)
o f heiflit ungerade :& Ve e R f(x) = —f(—x).
Satz 16.5. Ist f € R[—m, 7], so gilt fiir die FOURIER—Koeffizienten von f:

o falls f gerade:

>Hw

/f cos(kx) dx  fiir alle k € Ny
0

b, =0 firallekeN
o falls f ungerade:

ar =0 fiir alle k € Ny

2
by = /f(a:) sin(kx) de  fiir alle k € N

T
0
d.h. die FOURIER—Reihe einer geraden bzw. ungeraden Funktion ist eine reine Cosinus— bzw. Sinus-Reihe.

Beweis: Nur fiir gerades f:

0 T

ay = /f cos( :% /cp(x) d:ch/ga(x) dx
=:p(x) N 0

subst. t=—zx

T s

1
== /gp(—t) dt+/<p(z) dz
™ N——
0 =o() 0

™
2

= f/ap(x) dr = Behauptung
T

0
Analog b, = 0. g

Definition 16.6. g : [—7, 7] — R heifit stickweise glatt, wenn eine Zerlegung Z = {to,...,t,;n} von
[—7, 7] existiert mit:

(1) g ist in jedem Teilintervall (t;_1, t;) stetig differenzierbar.

(2) Die folgenden Grenzwerte existieren:

lim g(r), lim_g(x)

T—t; r—t;+0

lim g'(x), lim d(2)

T—t; r—t;+0

firj=1,...,m—1.

lim g(x), lim g(x)

r—m—0 r——m+0

lim g¢'(z), lim g'(z)

r—1m—0 r——7m+0
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Beachte: Ist g stiickweise glatt, so wird in den Punkten t; nicht die Stetigkeit (oder sogar die Differen-
zierbarkeit) gefordert.
Fiir stiickweise glattes g gilt offenbar insbesondere:

g € R[—m, 7]

Definition 16.7. f:R — R (2r-periodisch) heifit stiickweise glatt, wenn f’[iﬂ l stiickweise glatt ist.

In diesem Fall existieren fiir jedes = € R die Grenzwerte

f@+0):= lm f@), flo—0):= lm f()

t—x—0
Satz 16.8. Ist f stiickweise glatt, so konvergiert die FOURIER-Reihe von f in jedem = € R (punktweise!)
gegen

(flz+) + flz—))

s(z) =

N | =

(aus Zeitgriinden ohne Beweis)

Beispiel 16.9 (Sdgezahnschwingung). f: R — R sei 2m-periodisch und auf (—m, 7] definiert durch

flz) = {Q? fir z € (—m, )

0 firex=m

(Insbesondere s(z) = (f(z+) + f(z—)) = f(z) fiir alle z € R)

f ist ungerade; also nach 16.5:

VEeNy ap=0

2
VEeN by == [ f(z)sin(kz) dz
-

k k2 o
=0
2
77_1k+1
2(-1)

Da f stiickweise glatt und f = s, folgt nach 16.8:

k=1
: (2 (3
sinz  sin(2z) N sin(3x) - )

(=) lsin(kz) fiir alle z € R

El N

f(x)

2 _
1 2 3

. (2 .
Vo (emom) z=2 (su;m 3 sm(2 x) N smé3x) :F>

s

Speziell z = 3:

LA S N U
4 3 5 7
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Beispiel 16.10 (Rechteckschwingung). f : R — R sei 27-periodisch und auf (—

1 fir0<z<m
flz)=¢-1 fir —7<z<0
0 firx=0,z=m

Dann: f stiickweise glatt und s(z) = f(z) Vo € R.
Da f ungerade:
VEeNy ap=0

2 2
VEeN by == [ f(z)sin(kz) de = = [ sin(kz) dx
-/ -/

0 falls k gerade
A falls k ungerade

16.8 = f(x)z% i %Sin(kx)

k=1
k ungerade
_ 4 sin(x) n sin(3x) n sin(5x) .
s 1 3 )

fir alle x € R.

Vee(Or) 1= 4 (sm(m) N sin(3x) n sin(5x) L )
T 1 3 )

Speziell z = 7:
T 1 1 1

FAR s
4 3 + 5 7

Beispiel 16.11. Sei f : R — R 27-periodisch und auf (—=, «] definiert durch
f(@) =a

f ist stiickweise glatt, s(z) = f(x) fiir alle z € R, f ist gerade, also

VEeN b, =0

VkeN a = /x cos(kx) dx = 2 |:x2 Sln(km)} _/stm(kx) e
s k 0 k
=0

233 cos( k:c cos(kx)
- 2/ 02 dx

0

]

145

7) definiert durch:
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Schlie3lich

2 = 4 b
2 10 =T+ 3 ) e
2 cosxz  cos(2x)  cos(3x)
=3 N 32 jF")
2
o T cosz  cos(2x)  cos(3x)
=Vre|[-m 7 x —3—4( TERT 32

Speziell z = 0:

n=1

KAPITEL 16. FOURIER-REIHEN

Beispiel 16.12. f sei 2m-periodisch und auf (—m, 7] definiert durch

f(x) = |z|
Lt. Saaliibung:
VeeR f(z)= g _ % (Cosg:+ COSS(23I) N Cos5(25x) N
Speziell z = 0:
7L2:1-|-i—|—i_|_...:i#
8 32 52 —~ (2n +1)2

Satz 16.13 (BesseELsche Ungleichung). Sei g € R[—w, 7] und

™

ayp == 1 /g(x) cos(kx) dx (k=0,1,2,...)
T
1 7 .

by = — /g(m) sin(kz) dx (k=1,2,3,...)
T

—T

Dann gilt:

5 1
VneN %—l— (ai—&-bi)ﬁ;/g(m)de
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Beweis: Sei n € N; dann

s

0< / [g(m) - {&20 + Z(ak cos(kx) + by sin(kx))}} dx
k=0

—T
s

= / [9(2)* —2g9(x){.. }+ {...}] dz

—T

s

:/g(x)2 x—7r<%+z k+b2>
k=1

—T

wegen Orthogonalitéitsrelation 16.1 und der Definition von ag, by.

= Behauptung. O

Korollar 16.14. Seien g, ax, by wie in 16.13. Dann gilt:

118

(1)

(a? + b}) konvergent, und

k=1

T

ap = 2 1 2
3%—; ai + b3) <;/g(x) dx

—T

V)

lim ar = lim by =0
k—oo k—oo
Beweis:

(1) folgt aus 16.13 und 3.4

(2)
2 2 2
a, < ay + by a; konvergent
k ="k Maj -Krit Z k &
2 k—oo k—oo
3:2 ap——0 = a ——0

Analog by, LN

O

Satz 16.15. Ist f : R — R 27-periodisch, stetig und stiickweise glatt, so konvergiert die FOURIER-Reihe
von f gleichmdflig gegen f. Sie konvergiert ferner absolut. Weiter gilt:

oo o0

Z |a|, Z lbx|  konvergent

k=1 k=1

(ohne Beweis)

16.3 Komplexe Schreibweise von FOURIER—Reihen
Sei f: R — R 2m-periodisch, stiickweise glatt, und ay, by seien die FOURIER—Koeffizienten von f.

cos(kz) = = (e + e~ )

1
2
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1 . .
sin(kx) = 5 (e'kr — emik)
1kz + efikz ik _ _—ikx

e e
R
> VreR f(z +Z{ak 5 bk ——

Nun sei s, (z) die m-te Teilsumme dieser Reihe.
Setze

VneN a_,:=a,, b_,:=-by; by=0

Q= — fiir alle n € Z
zk:p —ikx ikx —ikx
+e et —e
:>?+8m Oéo+z<ak 5 + by, 2 >
ap — Zbk ; ap + ibk .
=ag + Z( 5 et 4 5 ¢ ”“)
k=1 \Ne—~— N~——
= =0_k

n n
=ag+ Zakeikw + Z aikei(—k)x
k=1 k=1
m
_ Z akeikm

k=—m

=VeeR f(z Zake

k=—o00
wobei

+oo

Z ::W}i_r)noo Z

k=—o0 k=—m



Kapitel 17

Der Raum R"

R™ :={(z1,...,Zn) : Z1,...,2, € R} ist mit der Addition und Skalarmultiplikation ein R—Vektorraum.

Mit ey, ..., e, € R™ bezeichnen wir die Finheitsvektoren.
er =(1,0,...,0), es=1(0,1,0,...,0), ... en=(0,...,0,1)

Definition 17.1. Fiir 2 = (21,...,2,), ¥y = (Y1,-..,Yn) € R™ definiere
(1) -y :=x1y1 + T2y + - - + TpYn inneres Produkt, Innenprodukt, Skalarprodukt von z und y.
2) ||| := (z-x)2 = Va3 + -+ a2 Norm, Betrag, Linge von x
(3) Wir nennen ||z — y|| den Abstand von x und y.
Beispiel 17.2.

e lel=1 G=1,....,n)

e ||(1,2,3)|| = v14
(vgl. auch Abb. 17.1 und 17.2)

%
Abbildung 17.1: Linge und Abstand eines Vektors im R?

Satz 17.3. Es seien z,y,z € R" und «, 5 € R.

149
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Lange/x? + x2

Abbildung 17.2: Linge eines Vektors im R3

5) llex| = laf - |

(5)
6) |z -yl < || - vl (CaucHY-ScHWARZsche Ungleichung)
(1) llz+yll < lz]| + [yl (Dreiecksungleichung)

@) [zl = lIyll] < llz =yl

(9) Ist . = (z1,...,2,), so gilt fir j =1,...,n:

|zj| < lell <]+ [wa] + - + |20

Beweis: (1) bis (5): Direktes Nachrechnen

e zu (6): Ist y = 0, ist nichts zu zeigen; also sei y # 0. Setze

Xi= ol YVizaoy 2=yl o=

n n n
0< Z(fﬂz —ay;)? = fo —2a- szyz +a? ny
= =1 =1
=[lz]?P=X =(z-y)=Y =lyl*=2

DaZ>0:Y2?2<XZ, also (z-y)% < ||z]]?|y?
e zu (7):

lz+yl>=(z+y) (z+v) o (x-2)+2(@-y) + (Y y)
= |lz)* +2(z - y) + |lyl?
< z|* + 2|z - y| + [|ylI?

2
< ol 21l gl + 11> = (] + lyl)* = Behauptung
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e zu (8):

[zl =1z —y) +yll < llz =yl + llyll
=l = llyll < llz -yl
Rollentausch: [ly[| = |z[| < {ly — [l = [z = y]|

= |llzll = llyll] < llz =yl

e zu (9):
|a;]? = mf <a?+...+22 =|z|> = 1. Ungleichung
x=(x1,...,2pn) = T1€1 + Toa + -+ + €Ty
= |zl = lziey + -+ znen| < |lzrer]| + - + [|znen |

)
= laa] Jexl| +- -+ [zal [lenl] = 21| + - + |2n]
~—~—

=1 =1

Definition 17.4. Sei

a1 e alq

a/pl e apq

eine reelle p x ¢g-Matrix. (a;; € R).

[A]] =

P q
g E a?k Norm von A
=1

k=1

Es gilt: Ist aulerdem B eine reelle g x [-Matrix (d.h. A - B ist definiert als p x I-Matrix), so gilt:
1A - Bl < ||A]l - || Bl (Submultiplikativitét der Matrix-Norm)

Insbesondere betrachte Matrix—Vektor—Produkt (A reelle p x ¢-Matrix, z € R?):

1121 + - -+ + A1424

A21%1 + +++ + Q2424
Av=A-z" = | : ] = , € R?P

air v+ Qlq T

ap1 -+ Q T ’
P Pq q
Ap1T1 + -+ Apgy

Dann gilt wegen der Submultiplikativitdt der Matrix-Norm:
[ Az]| < [|A] - [|]]
(Beachte: Fiir p x 1- bzw. g x 1-Matrizen stimmen Matrix-Norm und Vektornorm iiberein.)
Definition 17.5. Sei zg € R” und § > 0
Us(zg) :={xz e R": ||z — x| < 8}
0-Umgebung von xg, offene Kugel um xy mit Radius §.
Us(wo) i={z € R" : ||z — 2] < 0}

abgeschlossene Kugel um xy mit Radius §.
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Definition 17.6. A C R™ heif}t beschrinkt = Jc¢>0Vr e A |z|| <c
Definition 17.7. A C R™ heifit offen & Ve € A35 >0 Us(z) C A

Beispiel 17.8.

e offene Kugeln sind offen
e R™ ist offen
e () ist offen
e abgeschlossene Kugeln sind nicht offen
o A={(z,y) e R*: y =a?} ist nicht offen.
Definition 17.9. A C R" heifit abgeschlossen < R™ \ A ist offen.

Beispiel 17.10.

e abgeschlossene Kugeln sind abgeschlossen
e R™ ist abgeschlossen

e () ist abgeschlossen

e obige Menge A (Parabel) ist abgeschlossen
e offene Kugeln sind nicht abgeschlossen

Definition 17.11. K C R" heifit kompakt, wenn K beschrinkt und abgeschlossen ist.



Kapitel 18

Konvergenz im R"

Definition 18.1. Sei (a(®)),cn eine Folge im R”, also

a®) = (agk), agk), cee a(k)) , ag-k) eR

n

(1) Teilfolgen definiert wie in HM I

(2) (a™) heiBlt beschrinkt = ¢ >0VEeN [a®| <c

(3) (a™) heiBlt konvergent
> JaeR" Ve >0k eNVE> Ky [la® —af <e
sJaeR" [[a® —q| 2220

& 3JaeR"Ve>0 a® e U(a) fiir fast alle k € N

In diesem Fall heiit a Grenzwert (Limes) der Folge a®). Bezeichnung:

a= lim a® oder a® — q fiir k — oo

k—o0

Beispiel 18.2. n =2, a® := (}, 1+ %) € R? fiir alle k € N.

1 1 rooo
Vig T 0

Dann

la® —(0,1)] = H (;1 k12> H

Also:
a® — (0,1) fiir k — oo

Wie in HM 1 zeigt man (1) bis (4):
1) Der Grenzwert einer Folge ist eindeutig bestimmt.
2) Konvergente Folgen sind beschrankt.

3) Konvergiert (a(k)) gegen a, so konvergiert auch jede Teilfolge von (a(k)) gegen a.

(1)
(2)
3)
(4)

4) Konvergieren (a(®)) und (b*)) gegen a bzw. b und ist A € R, so gilt:
a® 4 b® —atb, Aa® =g, [la®] - |a]

(5) Konvergieren a® und b*) gegen a bzw. b, so gilt

a® b b

153
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Satz 18.3. Sei (a(k)) Folge in R™, a® := (agk), ey a%k)> fiir alle k£ € N.

(1) Ist a = (a1,...,a,) € R", so gilt:

a® Sa(k—o00) & Vie{l,...,n} a(k)’H—oo>aj

,komponentenweise Konvergenz*

KONVERGENZ IM RY

(2) Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS: Jede beschrinkte Folge in R™ enthilt eine konvergente Teilfolge.

(3) Caucuy—Kriterium: (a(*)) konvergent

1o Ve >0 ko € Nk, > ko Ha(k) *a(l)H <e

<:(a(®)) ist CaucHY—Folge
Beweis:

(1) Nach 17.3 (9) gilt:
vie{l,...,n} ’agk) — aj’ < Ha(k) — aH < Z ’aék) — aj’
i=1

= Behauptung

(2) Der Ubersicht halber nur fiir n = 2, also
a®) = (agk), aék)> .
Nach 17.3 gilt
<] 6=10
D.h.: Ist (a®)) beschriinkt, so auch (a;k)) (j=1,2).

Nach BOLZANO-WEIERSTRASS in R hat (agk)>
keN

eine konvergente Teilfolge (a(k"))y

eN’

Da (a(k”)> N beschrankt, existiert nach BOLZANO-WEIERSTRASS in R eine konvergente Teilfolge
€

(kwy)

(a2 ) . Da (aék"’)) Teilfolge von (agk”)) , ist auch (agk"l)) konvergent.
1EN 1EN veEN 1EN

(:1>) (a(k”z))leN konvergent.

(3) ,=“ wie in HM L.
»<=“: Nach 17.3:

’agk) — al(k)’ < Ha(k) — a(l)H fir alle j € {1,...,n}
Also:
vj e {1,...,n} (a{"))ren CavcHy-Folge in R

. (k) k—oo
Hﬁl vi€{l,...,n}Ja; ER a;’ —aj

Setze a := (a1,...,a,). Dann nach (1): a®*) — a fiir k — oco.
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Definition 18.4. Sei A C R™. 2y € R" heifit Haufungspunkt von A, wenn gilt:
Es existiert eine Folge (a®))zey in A mit Vi € N a® # 29 und a® — x4 fiir k — oco.

Wie in HM 1 zeigt man:

xo ist Haufungspunkt von A < Jede §-Umgebung Us(xg) enthélt einen von zy verschiedenen Punkt aus
A. (vgl. Abb. 18.1)

Satz 18.5. Sei A C R"™.

(1) A ist abgeschlossen < Fiir jede konvergente Folge (a(k)) in A gilt: klin;o a®) € A.

(2) A ist abgeschlossen < Jeder Haufungspunkt von A gehort zu A.

(3) A ist kompakt < Jede Folge in A enthilt eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A.

Beweis:

(1),=*: Sei A abgeschlossen. Annahme: Es existiert eine konvergente Folge (a(*)) in A mit

a:= lim a® ¢ A

k—o0

Also a € R\ A. Da R™\ A offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit U.(a) \ R" \ A. Wegen (a(®)) — a
existiert ein ky € N mit

VE > ko [a® —a| <e, dh. VE>koa® € U.(a) CR"\ A 4

: Gelte die rechte Seite. Annahme: A nicht abgeschlossen, d.h. R™\ A nicht offen, also: Es existiert
a € R™\ A mit

VkeN Ui(a) zR"\ A
=VkeNIaM eAd o™ €Uy(a)
N————

la® —af| <%

Also (a®)) =22, 4,

= aCA ¢
(2) vgl. Saaliibung
(3) wie in HM T

(vgl. Abb. 18.1)

Xo

- Xokein HP

Abbildung 18.1: Haufungspunkte
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Kapitel 19

Grenzwerte von Funktionen,
Stetigkeit

Stets in diesem Abschnitt: D C R™ und f : D — R™ eine (vektorwertige) Funktion.
f hat also die Form

fl@)=f(z1,...,2,) = (fl(xl,...,o:n), f2(:z:1,...,xn),...,fm(xl,...,xn))

wobei f; : D — R reellwertig (j =1,...,m).
Kurz: f = (f1,.--, fm)
Beispiel 19.1.

(1) n=2,D=R2% m=3,
f(z) = f(z1,22) := (xlxg, a:% + 229, sin(xlxg))
(2) n beliebig, D :={z e R": ||z| < 1},

f@) = V1=|lz]| (m=1)

Vereinbarung: Im Falle n = 2 schreiben wir fir (x1,z2) meist (x,y), im Falle n = 3 fiir (z1,22,23)
meist (z,y, 2).

Veranschaulichung des Graphen von f
— im Fall n =2, m = 1: Abb. 19.1
— im Falln =1, m = 2: Abb. 19.2
Definition 19.2. Sei xg ein Haufungspunkt (HP) von D und yo € R™. Wir sagen:
lim f(z) = yo & Fiir jede Folge (m(k’)) in D mit 2*) — x¢ fir k — oo und Yk € N 2(F) £ 2, gilt:
x—xTQ

f (x(k)) — Yo
alternative Schreibweise:

flx) — yo fur z — xg
Satz 19.3. Sei xg Haufungspunkt von D, g : D — R sei eine weitere Funktion.
(1)

lim f(x)=yo & Ve>030>0Vx € D\ {z0} |llz—mo] < = Hf(x)—yo||<8}

T—xg
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Abbildung 19.1: n =2, m =1

Abbildung 19.2: n =1, m = 2 (Kurve im Raum)

(2) Aus lim f(z) =yo und lim g(z) = zp (¢ R™) folgt:
T—XT0

Jim (f(@) +9(2)) =yo+20,  lim (AMf(2)) =Ago (AER)

lim (f(z) - g(x)) =vo - 20

T—T0

(3) Ist m=1, lim f(x) =yo, lim g(x)= 2y # 0, dann:
T—xg

T—x0

36> 0Ve e DNUs(xg) =D  g(x) #0

und

i :D-SR gilt (g) (x) o=, Yo

g 20
(4) CaucHY—Kriterium:

lim f(x) existiert < Ve >03§ >0Vz,z€ D [O < z—aoll, lz—zoll <6 = | f(x)—f(2)]| < 5}

T—x0

(5) Ist f = (f17' . 7fm) und Yo = (y0717' e ,yO,m)a S0 gllt

lim f(z)=yo < Vje{l,...,m} mlinzgo fi(@) =wo,;

T—T0

Beweis: (1) bis (4) wie in HM I, (5) folgt aus 18.3 (1) O



159

Beispiel 19.4. D = R?, f(x,y) = (vy, 22 + y?,sin(2y))
Dann gilt:

lim z,y) = (1,2,sin(1
L Jim  fay) = (1,2:sin(1)

denn:
Sei ((azn,yn)) Folge in D mit (z,,y,) — (1,1), denn nach 18.3 gilt: z,, — 1, y, — 1

= TpYn — 1, :L'fl + yTQL — 2, Sin(xnyn) - Sin(l)

= (@ayn, 2, + v, sin(eayn)) — (1, 2, sin(1))

=f(zn,yn)

Beispiel 19.5. D = R?

_ J e i (z,y) € R2\{(0,0)}
fany) = {o " i (ey) = (0.0)
Behauptung:

lim x,y) existiert nicht!
(2,y)—(0,0) f@:9)

Beweis:

f(z,0)=0, f(z,z) = fir alle x € R\ {0}

1
2
+0), 50 gilt (z,,yn) — (0,0) und f(zn,yn) =0 — 0.
), so gilt wieder (Z,,¥,) — (0,0), aber f(Z,,¥,) =

1 1
2 72

Definition 19.6.
(1) f heift in xg € D stetig, wenn gilt:
Fiir jede Folge (™)) in D mit 2(*) LR gilt f(z®)) — f(xo) fiir k — oo.

(Wie HM I zeigt man: f stetig in zg < Ve > 038 > 0Vz € D [||z — zol| <6 = || f(z) — f(z0)] <e])
(2) f heiBt stetig auf D, wenn f in jedem xg € D stetig ist. Wir schreiben in diesem Fall auch:
feC(D,R™)
Beachte: Beim Stetigkeitsbegriff ist § abhéngig von € und xq.

(3) f heifit auf D gleichmdfig stetig, wenn gilt:

Ve >0, 36 >0Vz,y € D [Hx—y||<5 = Hf(w)—f(y)”<5}

(4) f heit auf D LIPSCHITZ-stetig, wenn ein L > 0 existiert mit
ve,ye D |[|f@) - ) < L-lle -yl

Klar: LipscHITZ-Stetigkeit = gleichméflige Stetigkeit = Stetigkeit
Satz 19.7. Seixg € D, g: D — R™

(1) Ist f=(f1,-.-, fm), so gilt:

stetig in zg stetig in zg

stetig auf D . | stetig auf D
gleichméBig stetig auf D & vje{l,...m} gleichméBig stetig auf D
LipscHITZstetig auf D LipscHITZstetig auf D

f
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(2) Ist zp auBerdem H&aufungspunkt von D, so gilt:

f stetig in g < lim f(z) = f(xo)

r—T0

(3) Ist f stetig in zg und f(zo) # 0, so existiert § > 0 mit

Ve e DNUs(xg) f(x)#0

(4) Ist m =1 und sind f, g stetig in 2 und ist g(zg) # 0, so existiert § > 0 mit

i : DN Us(xg) — R ist stetig in zo

g

(5) Sind f, g stetig in o und ist o € R, so sind f + g, af, f - g stetig in xg.

(6) C(D,R™) ist ein R—Vektorraum.

Beweis: (1) mit 18.3, Rest wie in HM I O

Satz 19.8. Sei f: D — R™ stetig in x¢ € D; ferner sei E C R™, g: E — RP, f(D) C E, g sei stetig in
Yo := f(xo).

Dann ist go f : D — RP stetig in zg.

Beweis: wie in HM 1 O
Satz 19.9. D C R" sei kompakt und f € C(D,R™). Dann gilt:

(1) f ist gleichmiBig stetig auf D.
(2) Ist m =1, so existieren a,b € D mit
veeD fla) < f(x) < (D)

(,,Stetiges f nimmt auf kompakten Mengen Minimum und Maximum an!¢)
(3) f(D) ist kompakt.
(4) Ist f injektiv auf D, so ist f~!: f(D) — D stetig.
Beweis:
(1) — (3) wie in HM I
(4) Sei yo € f(D), (y™) Folge in f(D) mit y*) — yo.
Seien z¢ := f ' (yo), ™) = f~1(y®) fiir k € N.

Annahme: %) £ .

Dann existiert € > 0 und Teilfolge (%)) mit
Hx(kf) — a:oH > ¢ firalle j €N

Da D kompakt, existiert eine konvergente Teilfolge (x(’“jv))y mit Grenzwert x; € D.

€N
v—00

Da f stetig, gilt f (z(*)) Z==5 f(z1). Andererseits f (z(*v)) = yki) — g,
= f(@1) =yo = f(z0) 3 T1 = To
Andererseits Hx(kﬂ’) — xOH > €

Hm(kf") —xol| = = | —xol > 4

—x1

Achtung: In (4) ist die Kompaktheitsvoraussetzung wesentlich!
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Y

Abbildung 19.3: f(z) = (cos(z),sin(z))

Beispiel 19.10. D :=[0,27), f(z) := (cos(x), sin(x))
f stetig, injektiv, aber f~! ist nicht stetig in (1,0). (vgl. Abb. 19.3)

Beispiel 19.11. D = R?

[ i ey € B2\ {(0,0)
fa.y): {0 firr (x,y) = (0,0)

Da (0,0) Haufungspunkt von R? = D und lim, ,)_(0,0) f (@, y) nicht existiert (Bsp. 19.5), ist f in (0,0)
nicht stetig.

Definition 19.12. f: D — R™ heif3t beschrdnkt, wenn ein v > 0 existiert mit

Ve e D Hf(ac)” <~ (& f(D) ist beschrénkt)

Betrachte den Spezialfall linearer Abbildungen:
Sei f:R™ — R™ linear, d.h.

Vr,y €R"Vo, BER  flax + By) = af (@) + O (y). (19-i)
Lineare Algebra = Es existiert eine m x n—-Matrix A mit
Ve eR" f(z)=Ax (=A-z")

(Ist umgekehrt A eine m x n—Matrix und ¢ : R™ — R™ definiert durch g(x) := Az, so ist g linear.)
Sind nun f und A wie in (19-1), so gilt:

Ve €R™||f(2)]| = |zl < [IA]l - ]
= oy eR" |[f@) —S@)] = 17 =) < 1Al |z -yl
= [ ist auf R™ LIPSCHITZ-stetig mit LipSCHITZ-Konstante L := || A||

Insbesondere:

Satz 19.13. Ist f: R™ — R™ linear, so gilt

feCER",R™)
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Kapitel 20

Folgen, Reihen, Potenzreihen und

Stetigkeit in C

C ist als Menge identisch mit R2.

Identifiziere* wie folgt:

z=x+iyeC (r,y €R) (z,y) €R?

Rez==x x
Imz=y Y
= VT o) = Va2
w=u+iv (u,v)
z4w=(r+u)+ily+v) (z,y) + (u,v) = (x + u,y +v)

Wegen dieser Identifikationen gelten die in den Abschnitten 18 und 19 entwickelten Begriffe und Sétze
auch in C. (Gewisse Ausnahme: Inneres Produkt in R? hat (bisher) kein Analogon in C.)

20.1 Konvergenz von Folgen

Eine Folge (z,) in C heifit konvergent, wenn ein zo € C existiert mit
|2, — 20| — 0

In diesem Fall ist zg eindeutig bestimmt und man schreibt

zo = lim z,, oder: z, — zg fir n — oo.
n—oo

Es gilt:

zZp — 2o firn — 00 < Rez, — Rezp, Imz, — Im 2

Zu den Sitzen in Abschnit 18 kommt hinzu:

Satz 20.1. (z,), (w,) seien Folgen in C.

(1) Aus z, — 29, wy, — wy folgt: z,w, — zewp.

(2) Gilt auBerdem wg # 0, so existiert ein ng € N mit Vn > ng w, # 0 und 2= —

Beweis: wie in HM 1

163
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20.2 Unendliche Reihen

Sei (ay,) eine Folge in Cund Vn € N s, :=ay + a2+ -+ + ay,.

o0
Z ap, heilt konvergent & (sp)nen ist konvergent

n=1

In diesem Fall heif3t
Z a, = lim s,
n=1 n—oo

Reihenwert.

Eine nicht konvergente Reihe heifit divergent.

o [oe)
Z ay, heildt absolut konvergent & Z |ay,| konvergent.

n=1 n=1
Wértlich wie in HM I gelten die Aussagen von
Satz 20.2.

(1) CaucHy—Kriterium:

oo

Z an konvergent < Ve >03dng € NVm >n > ng

n=1

S

k=n

<e€

o0 (o)
Z a, absolut konvergent = Z a, konvergent

n=1 n=1

und

0
D> an
n=1

o0
< Z|an|
n=1

(3) Majoranten— und Minorantenkriterium:

(aun) reelle Folge, > a, konvergent, (a,) kompleze Folge, ¥n € N |a,| < ap,

n=1

oo o oo
= Z a, absolut konvergent, Z lan] < Z an
n=1 n=1

n=1

(4) Wurzel- und Quotientenkriterium

(5) 3" an, Y. by absolut konvergent,

n=0 n=0

VneN ¢, :=agb, +arb,—1+ -+ a,bgy

oo
= Z ¢, absolut konvergent, und

n=0

Yo () (5]

(CaucHY-Produkt)
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20.3 Komplexe Funktionen

Sei D C Cund 2y € C, zp heifit Hiufungspunkt von D :& Es existiert Folge (z,,) in D mit Vn € N z,, # 2
und z,, — zg fiir n — co.

Die Begriffe Grenzwert lim f(z), Stetigkeit von f in zg, Stetigkeit von f auf D werden (gemifl der
z—2z0
genannten Identifikationen) wie im Reellen (Abschnitt 19) definiert.

Die dazugehérigen Sitze (19.3, 19.7, 19.8) gelten genauso auch fiir komplexe Funktionen.

Neu:

Satz 20.3. D C C; f,g: D — C Funktionen.
(1) Ist zp Haufungspunkt von D und gilt

lim f(2) = wo, lim g(2) = wy,

z— 20 z—20
so gilt:

lim (f - g)(2) = wp - wy (Produkt in C)

z—20
Ist auBlerdem wy # 0, so existiert ein § > 0 mit
Vz e Us(z0) ND g(z) #0,

und

Wo

Q [~

zZ—20
(z) — o

(2) f,g stetig in zg = fg stetig in 2.

20.4 Potenzreihen

Sei (an)22, eine Folge in C; 2o € C.
Dann heift

oo
Z an(z — 20)"
n=0

eine Potenzreihe.
Wie in HM I zeigt man

Satz 20.4.

(1) Ist (\”/ |an|> . unbeschriinkt, so konvergiert die Potenzreihe nur fiir z = 2.
ne

(2) Tst (

o :=limsup V/|a,|

n—oo

an, |) beschréinkt und
neN

so gilt:

(i) Ist o = 0, so konvergiert die Potenzreihe fiir alle z € C absolut.
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(ii) Ist o > 0, so konvergiert die Potenzreihe absolut fiir
1
|z — 20| < —
[
und sie divergiert fir |z — zo| > %.
(Im Falle |z — zo| = i ist keine allgemeine Aussage moglich.)

Setze:

0 falls {/|ay,| unbeschrinkt
r:=q oo falls {/|a,| beschrinkt, o =0
% falls {/|ay| beschriankt, o > 0

r heifit der Konvergenzradius der Potenzreihe.
D.h.:

e Ist r = 0o, so konvergiert die Potenzreihe in jedem z € C.
e Ist 7 = 0, so konvergiert die Potenzreihe nur in z = 2.

e Ist 0 < r < oo, so konvergiert die Potenzreihe im (Inneren des) Kreises {z € C: |z — 29| < r}, und
sie divergiert fiir {z € C: |z — zo| > r}.

(vgl. Abb. 20.1)

2 div.
\

Abbildung 20.1: Konvergenzradius, Konvergenz und Divergenz

Ist D € C und (f,) eine Folge von Funktionen f,, : D — C, so definiert man die Begriffe punktweise
Konvergenz und gleichmdjsige Konvergenz wortlich wie in HM 1.

Wie in HM I zeigt man
Satz 20.5.

(1) D, (fn) wie oben. Sind alle f,, stetig auf D und konvergiert (f,,) gleichmdfig gegen f : D — C, dann
ist f stetig auf D.

o0

(2) Sei Y an(z — z9)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0, D := {z € C : |z — z| < r}.
n=0

(D :=C, falls r = 00), und
f(z):= Z an(z — 29)" fir z € D.
n=0

Dann gilt:

(i) f ist stetig auf D.
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(if) Ist 7 > 0 mit 7 < r, so konvergiert die Potenzreihe auf
D:= {z€C: [z— 2| <7} gleichmifig
(vgl. Abb 20.2)

konv,

Abbildung 20.2: Potenzreihen konvergieren glm. auf kompakten Teilmengen des Konvergenzkreises

In HM I hatten wir definiert:
e® 1= e*(cosy + isiny)

cos z = 1 (eiz + e*iz)

2

: 1 iz —iz

sinz = o (e e %)
firz=xz+4iy € C, z,y € R.

Verwendet man die reellen Potenzreihen fiir e*, cosy, siny (in der Definition von e*) und berechnet die
reellen CAUCHY-Produkt—Reihen fiir e cosy und e” siny, so erhélt man

o0
1
z ~..n .
e—g o z fiir alle z € C.
n=0
Daraus folgt nach Einsetzen in obige Definitionen fiir cos, sin:

0o _1)m oo _1)n
cosz = Z " 22 sinz = Z (2(n+)1)' N an fiir alle z € C.
n=0 '

n=0

Wegen 20.5: e*, cos, sin sind stetig auf C.

Wie im Reellen zeigt man:

(oo}
Ist w € C, |w| < 1, so konvergiert die geometrische Reihe > w™, und
n=0

> 1
PIC S

Zum Abschluss:

1

Sinhzzza(ez—e_z) zeC
1

hz:= = (e* —F eC

cosh z 2(6 +e ) z
inh

tanh z i= S ? z€C, coshz#0
cosh z

fan z 1= 2 z€C, cosz#0

COS z
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Kapitel 21

Differentialrechnung im R"

21.1 Partielle Differenzierbarkeit

Beispiel 21.1. Sei f(z,y) := 222y fiir (x,y) € R?.
Fafit man fiir den Moment y als Konstante auf, so kann man f(z,y) nach x differenzieren. Diese Ableitung
wird mit

g(ac,y) oder fu(z,y) oder D; f(z,y) bezeichnet.
x

Also im Beispiel:

of 43

Entsprechend kann man x als Konstante auffassen und nach y differenzieren. Bezeichnung

%((L’, y) oder fy ((E, y) oder D2 f(xv y)

Im Beispiel:

of _ an2.2
5, (0) = 62y

Beispiel 21.2. f(z,y,2) := 22z + 3zyz. Dann:
of

%(%Z/az) = f:c(‘r7yvz) - Dl f(x,y,Z) = 2xz —+ 3yz
0

afi(x, y,z) = fy(x,y,2) = Dy f(x,y,2) = 3x2

of

5, (@ 0,2) = fo(2,,2) = Ds f(2,y,2) = z® + 3zy

Stets in diesem Abschnitt: D C R™ offen, f : D — R eine reellwertige Funktion.
Sei zp = (0,1, %0,2, - - -, To,n) € D, sei h € R, h # 0, und e; der i-te Einheitsvektor.
Da D offen, existiert § > 0 mit zo + he; € D fiir 0 < |h] < 6.
(Beachte [|(zo + he;) — @ol| = [[hesl| = [h] - [leil| = |h] < 6)

f(zo+ he;) = f(zo1, Toz2,---s Toi-1, Toi + Ry To,it1,---, Ton)

Definition 21.3. f heiflt in xg partiell differenzierbar nach x;, wenn

L o+ her) — (o)

istiert (in R
Lim Y existiert (in R)

169
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Im Fall der Existenz heifit der Grenzwert partielle Ableitung von f in x¢ nach x; und wird notiert als

of
axi

(zo) oder fi,(zo) oder D; f(zo)

Bemerkung 21.4. Im Fall n = 2 wird (wie vereinbart) hiufig (z,y) statt (x1,x2) geschrieben, im Fall
n = 3 hiufig (z,y, 2) statt (z1, z2, z3). Ensprechend werden die partiellen Ableitungen notiert:

af of of

fﬁb’a fy7 fz oder 67.’157 aiyv %

Beispiel 21.5.
(1) flz,y,2) = 22% +yz + e™*

fm(m7yaz) =4z +yz- e*v*
fy(x,y,2) =2+ w2 €™

fo(w,y,2) =y + oy - ™

e et (@) #(0,0)
Jww) {0 (2,9) = (0,0)

Fir (x,y) # (0,0):

y(a?+y?) —2z-zy  yP -2y
(22 + y2)2 T (@2 1 2)2

[z (JC, y) =
Im Nullpunkt:

_h0_ _
HO0 +he) = J0.0) _ 00 —f0.0) _ B0 (g yp o)

= f in (0,0) partiell nach z differenzierbar und f,(0,0) = 0.
Genauso: f,(0,0) = 0.
Also: f ist iiberall (auf ganz R?) partiell differenzierbar, aber in (0, 0) nicht stetig.

®3) flz,y) = vVa? +y? = |z, 9l

(z,y) # 0:
2x x
fw(xay) - 2\/{172 +y2 - \/152 +y2

Im Nullpunkt:

h h h h

F((0,0) + her) = £(0,0)  f(h,0) = £(0,0)  VA?+0°—=0 |n| [1  fiirh>0
-1 firh<0

konvergiert nicht fiir h — 0.

D.h. f ist in (0,0) nicht partiell differenzierbar nach x. (genauso: nach y)

Definition 21.6.

(1) f heifit in z¢ partiell differenzierbar, wenn f in xo partiell differenzierbar nach allen Variablen
Ti,...,Ty ist.
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(2) f heifit auf D partiell differenzierbar, wenn f in jedem xy € D partiell differenzierbar ist.

(3) f heiBt auf D stetig partiell differenzierbar, wenn f auf D partiell differenzierbar ist und alle partiellen
Ableitungen f,,,..., fz, : D — R auf D stetig sind.

Bezeichnungen in diesem Fall: f € C*(D,R).
(4) Ist f in xzo € D partiell differenzierbar, so heift
(fxl (xO)a fxz (x0)7 ey fmn (1'0)) = (grad f)(ﬂfo)

der Gradient von f in xg.

Beispiel 21.7. f(z) = ||z]| = /27 + --- + «2.

Fiir z # 0:
2:L‘i Li
\T) = izl
fm( ) 92 $%+...+x% ||$H
= (grad f)(o) = () = o
& “ el el el

Definition 21.8. Die partiellen Ableitungen f,,,..., fz, heilen (sofern sie existieren) partielle Ablei-
tungen erster Ordnung.

Definition 21.9. Ist f auf D partiell differenzierbar nach x; und ist f;, : D — R in z¢ € D partiell
differenzierbar nach z;, so heifit

(2 (2)) o = o0 5.

L
_8$j (91’1 o

= faia,; (o) = (Dj(D; f))(x0)

partielle Ableitung zweiter Ordnung (nach z; und x;).

Im Falle ¢ = j schreibt man auch

o7
z?

(20) = frua, (x0) = (D f) (z0)

Entsprechend sind partielle Ableitungen hoherer Ordnung definiert. Schreibweise analog.

vt~ om (s (o (1))
8I1 (8933)2 (9.12 B (9.11 81’3 8173 31‘2

n=2:
o3 f o' f
W = fmmy7 axTay = fym:rxwzm
Beispiel 21.10. f(z,y,z) := xy*sinz
= 2simz, »y = 29y Sin z, 2z = 21 COS 2
Jr=y Y Y y Y
Z::B2cosz wy = 2XY COS 2 sy = 2Y COS Z
f Y ) Y Y ’ Y Y

Definition 21.11. Sei m € N. f heifit auf D m-mal stetig partiell differenzierbar, wenn alle partiellen
Ableitungen der Ordnung < m auf D existieren und auf D stetig sind.

Bezeichnung in diesem Fall: f € C™(D,R).

f heifit auf D unendlich oft (beliebig oft) (stetig) partiell differenzierbar, wenn

fe ) C™D,R) = C>(D,R)

meN
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Satz 21.12 (Satz von SCHWARZ). Sei f € C?(D,R) (beachte: die 2. partiellen Ableitungen sind somit
als stetig vorausgesetzt.)

Dann gilt:
frirj (:170) - fﬂﬁﬂm (IO)
fiir alle 9 € D und fiir alle 4,5 € {1,...n}.

Korollar 21.13. Sei m € Nund f € C™(D,R).

Dann ist jede partielle Ableitung von f der Ordnung < m unabhingig von der Reihenfolge bei der
partiellen Differentiation.

Beispiel 21.14.

W=y (2,y) £ (0,0
Fay) = {0 T Ezzi ’ Eo,o;
Fiir (z,y) # (0,0):
[y (x2 — y2) + 2m2y] (x2 + y2) — 2x2y (332 — y2)
(a2 +y?)*

fe(w,y) =

Im Nullpunkt:

F((0.0) + her) = F(0.0) _ f(1,0) = £(0,0) _
h h

= f(0,0) =0.
(= f ist auf D = R? partiell nach z differenzierbar.)
fﬂf((ov 0) + h62) - fﬂc(o’ O) _ fac(ov h) - fac(oa 0) _ l _h3h2

h N h ~h h*

= f, in (0,0) partiell nach y differenzierbar, und f,,(0,0) = —1.

Analog: f ist auf D = R? partiell nach y differenzierbar und

[ (y* — =) +2y%] (v* +2%) — 2w (y* — 2%)
(y? +a?)’

>——1 (— —1fir h —0)

fy(x;y) = -

fy((oa 0) + hel) B fy(oa O)
h
= f, in (0,0) partiell nach « differenzierbar, und f,(0,0) =1 # f4,(0,0). (Aber fg, und f,, sind nicht
stetig in (0,0).)

=1

Zur Motivation des folgenden:

[ () # (0,0)
f(xay){o + (x,y)z(070)

ist auf ganz R? partiell differenzierbar, aber nicht stetig in (0, 0).
Wir suchen jetzt einen Differenzierbarkeitsbegriff, der Stetigkeit (von f) impliziert.
Zur Erinnerung: Sei I C R Intervall, zo € I, f: I — R

f in zg differenzierbar

< daeR lim f(mo—i_h}i_f(xo) =a

h—0

f(@o+h) = f(xo) —ah _

< daeR lim 0
h—0 h

& JaeR lim @ = f@o) —ah| _
h—0 |h|

Jetzt wieder: D C R™ offen, f: D — R, g € D.
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21.2 Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Definition 21.15. f heifit in x¢ differenzierbar

|f(zo +h) = f(z0) —a-h| -0

& daeR*  lim
h=0 Al

hER™

& JaeR” hmf@b+h)_f®w_a'h:0
h—0 [|A]]

heR™

Bemerkung 21.16.

R - R

(1) Ist a € R™, so ist die Abbildung { hisa-h

fiir h — 0.

} linear und somit stetig, insbesondere gilt: a - h — 0

(2) f differenzierbar in oy € D

o JaeR”  lim f(x) — f(xo) — a(x — x0)
z—0 2 — ol

=0

Satz 21.17. f sei differenzierbar in o € D. Dann gilt:

(1) f ist in xo partiell differenzierbar, und der Vektor a in der Definition der Differenzierbarkeit ist
eindeutig bestimmt, und

a = (grad f)(zo)
(2) f ist stetig in xo.
Beweis:
(1) Sei a = (a1,...,ay) ein Vektor, der die in der Definition fiir Differenzierbarkeit (von f in xq) gefor-

derten Eigenschaft hat. Das heifit: Fiir jede Folge (k(k))keN in R” mit Vk € N2*) £ 0 und h*) — 0
(fiir k¥ — oo) gilt

. ‘f (:co + h(k)) — f(z0) —a- h(k)} R
L (h(k)> - e ;

Sei (a)ren Folge in R mit Vk € N o, # 0 und o — 0
Setze

B = ape; = (a,0,...,0)
Also Vk h®) £ 0, h®) — 0 und somit L (h®)) — 0, d.h.

|f(xo + arer) — f(xo) — arar| k—oo

0
|k |

N flzo+ arer) — f(z0) k—oo "
ay

1
= f ist in x partiell differenzierbar nach z1, und f,, (z¢) = a1
Analog andere Komponenten. = Behauptung.

(2) Setze

fleo+h)— f(xzg) —a-h

o) = I
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(mit a aus Definition der Differenzierbarkeit)

Dann p(h) — 0 fiir h — 0 geméB Definition.

Also
Flwo +h) = f(zo) + @ h+]Ihll - o(h) =% f(ao)
—0 h—0
—)0

= f stetig in ¢
O

Definition 21.18. Sei f differenzierbar in zo und a der (eindeutige) Vektor mit der Eigenschaft in der
Definition der Differenzierbarkeit (21.15).

Dann heif3t
a=:f'(zg)  (€R")
Ableitung von f in xzg.

Es gilt also nach Satz 21.17:

f differenzierbar in xy = f partiell differenzierbar in ¢ und
f'(z0) = (grad f)(zo)
Achtung:

A (@) # (0.0)

Jw)i= {o (2.) = (0,0)

ist partiell differenzierbar auf ganz R?, aber nicht stetig in (0,0), also nach 21.17 auch nicht differenzierbar
in (0,0).
Beispiel 21.19. f(z,y) =2z -y
= (grad f)(z,y) = (y, x)
Sei (z,y) € R?, h = (h1,hs) € R?\ {(0,0)}

N f((@,y) + (hi, ho)) — fla,y) — (grad f)(z,y) - h
|(h1, ho)l
(x4 h1)(y + h2) — 2y — (yh1 + xhs)

i NCE

by
NGEY]

hihs | |hihl <%(h%+h3):1\/m’r.go
VIR VR ER T R ng 2V

= fist in (x,y) differenzierbar und f'(z,y) = (y,x).

Satz 21.20. f sei auf D partiell differenzierbar und die partiellen Ableitungen fy,,...,fs, : D — R
seien stetig in xg € D.

Dann ist f auch in zg differenzierbar.

(ohne Beweis)

Definition 21.21. f heifit differenzierbar auf D, wenn f in jedem zy € D differenzierbar ist.
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Korollar 21.22. f € CY(D,R) = f ist in jedem x¢ € D differenzierbar.
Definition 21.23. Sei m € N. f heifit m-mal stetig differenzierbar, wenn f € C™(D,R).

Definition 21.24. Sei I C R ein Intervall und g : I — R™ eine Funktion, also g(t) = (g1(t), ..., gn(?))
(firtel) mtg;: I - R (firj=1,...,n).

in tg € I differenzierbar in tg differenzierbar
g heiBt | auf I differenzierbar = Vjie{l,...,n} g, | auf I differenzierbar
auf I stetig differenzierbar auf I stetig differenzierbar

In diesem Fall: ¢'(to) := (gi (to)s .- - ,g;l(to))
Beispiel 21.25.
(1) g(t) := (cost, sint)

= ¢'(t) = (—sint, cost)

(2) g(t) = a+t(b—a) fir t € [O7 1]7 Cl,b € R™ fest
:>gl(t) = (bl_alv b2_02,...) =b—a

Satz 21.26 (Kettenregel, spezielle Form). Sei I C R Intervall, g : I — R sei differenzierbar in
to € I; ferner gelte g(I) C D. f: D — R sei differenzierbar in xg := g(to).

Dann ist f o g: I — R differenzierbar in ¢y, und

(fog) (o) = f'(9(t)) - ' (to)
= (grad f)(g(to)) - (¢1(t0), -, gn(t0))

= Z fz,; (9(t0)) - gj(to)
et

Beweis in allgemeinerer Form in Satz 22.8.

Satz 21.27. Sind f,h : D — R in zg € D differenzierbar, so ist auch af + Gh in x( differenzierbar
(o, B € R), und

(af + Bh)' (wo) = af'(xo) + BI' (o)
(Beweis selbst)
Definition 21.28.
(1) Seien a,b € R™
Sla,b] ;== {a+t(b—a): t€0,1]}
heiflit Verbindungsstrecke von a und b.
(2) M C R™ heifit konver, wenn gilt:
Va,be M Sla,b] C M
(vgl. Abb. 21.1)

(3) Seien xq, ..., T, € R™;
m
S [Io, . .,ij} = U S [xj_l,xj]
j=1

heifit Streckenzug durch xg,...,z,,. (vgl. Abb. 21.2)
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M konvex ’

Abbildung 21.1: Konvexe und nicht konvexe Mengen

M nicht konvex

X1 X, X5

Xo X3

Abbildung 21.2: Streckenzug

(4) G C R™ heifit Gebiet, wenn gilt
i) G ist offen
il) Ya,b€ G3xg,...,2; €G zy=a, xy,,=b Slrg,...,zn| CG

(vgl. Abb. 21.3)

Satz 21.29 (Mittelwertsatz). f: D — R sei differenzierbar auf D. Es seien a,b € D mit S[a,b] C D.

Dann existiert ein £ € Sla, b] mit
f) = fa) = (&) - (b—a)

Beweis: Setze ¢(t) := a + t(b— a) fiir t € [0,1]. Dann g ([0, 1]) = S[a,b] C D. Setze ¢(t) := f(g(t)).
Nach Kettenregel: ¢ differenzierbar auf [0, 1] und

¢'(t)=f"(g(t)) g'(t) = f'(a+t(b—a)) - (b—a)

= f'(a+nb—a))-(b—a)
N————
=:{€S]a,b]

Korollar 21.30. Sei G C R" ein Gebiet, und f,g : G — R seien differenzierbar auf G.

(1) f ist konstant auf G < Ve € G f'(z) =0

G Gebiet
I G kein Gebiet

Abbildung 21.3: Gebiet
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(2) /=g auf G& IceR f=g+c

Beweis:
(1) ,,<=“ Seien a,b € G. Da G Gebiet, existieren xg, ..., 2z, € G, g = a,z, = b, S|xg,...,Tm] C G. Sei
je{l,...,m}.

Nach dem Mittelwertsatz 21.29 existiert ein §; € S[z;_1, ;] mit

Flag) = fluj—1) = f'(&) (25— 2j-1) =0
=0
= f(z;) = f(zj-1)
= fla) = f(wo) = f(z1) = f(22) = -+ = f(zm) = f(b)
= f konstant

LL

= ist trivial.

(2) j=“h=f—g=>h=0auf G

(:>) h konstant = Behauptung.
1

< ist trivial.

21.3 Die Richtungsableitung

Jedes a € R™ mit ||la]| = 1 heiit auch Richtungsvektor oder Richtung.

Definition 21.31. Seia € R, ||a]| = 1, und sei 29 € D. Da D offen ist, existiert ein § > 0 mit zo+ta € D
fiir alle ¢t € R mit |¢| < 6.

Setze g(t) := f(zo + ta) fiir —6 <t < 4.

f heiBt in x¢ in Richtung a differenzierbar, wenn der Grenzwert

lim f(xo +ta) — f(x0)

t—0 t

(: i 900 — 9(0))
t—0 t— 0
In diesem Fall heif3t

9 _
872(%) — }E% f (%o ert) [ (x0)

existiert.

Richtungsableitung von f in z( in Richtung a. (siehe Abb. 21.4)

Beachte: Ist a = e;, so gilt

G0 = g (o) (= fr ).

Existenz vorausgesetzt.

Beispiel 21.32.

(1) f(z,y) =2y +1, 20 =(0,0), a

=L
f((0,0) 4+ ta) — £(0,0) 1 2 o
t 4< ()]s

D.h. f ist in (0,0) in Richtung a

=(1,1) differenzierbar und af(O 0) =0.

S\
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Graph vong

S

Abbildung 21.4: Richtungsableitung

(2) f(z,y) = {82?”2 Ejz; 7: (8’8; Sei a € R? mit ||al| = 1, also a = (a1, as) mit a? + a3 = 1.
F0.0) +10) = f0.0) _ f(ta) 1 _(ta)-(ter) _1
t Tt (ta)?F (tax)? ot P

Also: 2£(0,0) existiert & ajaz =0 & a € {(1,0), (=1,0), (0,1), (0,-1)}
Beispiel 21.33.

_ )= (2y) #(0,0)
f(x,y)~—{ + Z 0.0

Behauptung:

(1) %(07 0) existiert fiir jede Richtung a € R?, ||al| = 1
(2) fist in (0,0) nicht stetig, also insbesondere nicht differenzierbar.

(Siehe auch Abb. 21.5)

Beweis:
(1) Seia € R?, a = (a1,az), a3 +a3 = 1.

£((0,0)+ta) = £(0,0) _ f(ta) 1 (tay)(tap)> _  a1d} {_> a1 #0

t t t (ta1)?+ (tao)*  a? +t2a}

af - . — 22 a1 # 0
= 55 (0,0) existiert und ist = a1

=0(—=0) a;=0
(2) f(z,0)=0—0= f(0,0) fiirx — 0
f(z,Vz) =35 A 0firz —0

Bemerkung 21.34.
f (o +t(—a)) — f(x0) f(zo+ (—t)a) — f(zo) t—0 Of

of .
t - 7 _%(950), falls %(xo) existiert.

In diesem Fall also
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Abbildung 21.5: Beispiel 21.33
Satz 21.35. Sei f differenzierbar in xg € D.
(1) Fiir jedes a € R™ mit ||a|| = 1 existiert g—i(xo), und

% (r0) = (grad ) (o) -

(2) Sei (grad f)(zg) # 0 und ag := erad )(zo) (= llaoll = 1).

= li(grad f)(=o)l
Dann gilt:
of of of
Vo wer® = i .
IS (a0 < 3 (70) < gy ()
a#ag
a#—ag

,Der Gradient zeigt in Richtung des steilsten Anstieges von f im Punkt xg.“
Bemerkung zu (1): Sei f wie in 21.33.
grad f(0,0) = (0,0) = grad £(0,0) -a Va € R?

Aber fiir a = %(1, 1) gilt %(0,0) = % # grad f(0,0) - a

Beweis:
(1) Seia € R™, ||a|]| = 1. Dann existiert ein § > 0 mit xo + ta € D fiir |t| < §. Setze g(¢t) := f(zo + ta) fir
[t] < é.
Dann gilt nach der Kettenregel:
g differenzierbar in 0, und ¢'(0) = f'(zo) - a = grad f(xo) - a.
Also nach Definition der Richtungsableitung:

%(wo) existiert und = ¢’(0) = grad f(zo) - a.

(2) SeiaeR™, |la|| =1, a # £ap. Dann

%(%)

= |grad f(zo) - a| < [|grad f(zo)| - [lall
&y *) —~

=1

(*) Da grad f(zo) und a linear unabhinig sind (<= a # tag) gilt strenge Ungleichung.

grad f(xo) of

<l grad f(@o)l| = grad f(zo) - T 0o

P
N ‘3‘2(%) = erad f(@o) - a0 & 70~ (0)
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21.4 Der Satz von TAYLOR

Im folgenden sei f € CPT1(D,R). Fiihre folgenden Formalismus ein:

V= <87 cey 8) symbolischer Vektor, ,,Nabla-Operator
8301 8xn
0 0
Vhe0) 1= (oo, o (o)) = (grad ) oo
Sei h = (hi,...,hy) € R™
9 0 0
of of
(0= 9) 1) o “’“al( o)+ g (zo)

0 0 0 0
(h.V) (hlachr +hn8$n).<hl+...+hn>

((h -V)? f) (zo) == i hihj%(ﬂfo)

“ i 0
7,7=1
0 0 0 0 0 0
(h-V) <h131+ +hnaxn)'<hlazl-‘r"'-l—hnm)'(hlaxl—F'”—thaxn)
>*f
<(h V ) ”zk:lhhhkﬁ 8%8%( )

Entsprechend allgemein:

(h-V)*  firke{l,...,p+1}

K . o f
((h V) f) (o) := Z i - iy - Py Oz, Oxi, -+ Oy, (o)

Tl yeens 1p=1

Satz 21.36 (Satz von TAYLOR). Sei f € CP*1(D,R), 2o € D und h € R" so, dass S [zg, 20 + h] € D
Dann existiert ein £ € S [zg, g + h] mit

Pl + 1) = Fao) + 37 (- V) ) o) + o ((h V)’ f) (20)
+-~-+$((h-V)pf)(xo)+

Weiter gilt fiir das ,, Restglied“

@_

1
1
R(xo,h —/ (1—s)P h V)pﬂf} (xo + sh) ds
0

Beweis: Riickfiihren auf 1-dimensionalen TAYLORschen Satz mittels g(¢) := f(xo + th). O

Spezialfall p = 1, also f € C%(D,R).
Definition 21.37. Fiir x € D setze
fore (@) farw, (2)
Jopar (@) 0 fon, (@)

Diese Matrix heiit HESSE-Matriz von f im Punkt x.
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Da nach dem Satz von SCHWARZ (21.12) und f € C*(D,R) gilt fo,0, = fora,, ist Hy(z) eine symmetrische
n x n—Matrix.

Fir h e R", h = (hq,...,hy) und zy € D gilt also

(-9 £) 20) = 3 by - fo, (0)

TR o,
hy
= (Hy(zo) - h") -h=hHp(zo)h" = (ha,..., ho)Hy(zo) | : (€R)
hy,
Definition 21.38. Sei A symmetrische n x n-Matrix.
T
positiv definit n >0
negativ definit ‘ & Ve eRIA{0} (21, 20) 4 ‘ <0
Tn
x(ll) 35(12)
. . (M= w(l),....w,(l) . .
A indefinit o 3w<2>:2w§2%...§w§?>§§8 (x<11>7 M)Al s ] >, (x<12>7 . ,g;53>) Al ¢ <o
2D 2@
Satz 21.39. A sei symmetrische n x n-Matrix. Dann gilt:
. positiv definit . . >0
(1) Aist negativ definit ’ < Alle Eigenwerte von A sind <0
(2) A ist indefinit < Es gibt Eigenwerte A, 4 von A mit A > 0, pu < 0.
(3) Sein =2, also
ail a2 :
A - t =
<a21 a22> (ml a2 a12)
Dann gilt:
A positiv definit < {det A>0 und a1 > 0]
A negativ definit < {det A>0 und a;; < O}
A indefinit & det A < 0
Beweis: siehe Lineare Algebra O
Definition 21.40. f: D — R hat in x¢p € D ein lokales M'ax.lmum ‘
Minimum

& 30 > 0V € Us(zo) }c(

(

f hat in x( ein lokales Extremum :< f hat in z ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum.

3?0)
o)
Satz 21.41. f: D — R sei in g € D partiell differenzierbar und habe in zq ein lokales Extremum.
Dann gilt:

grad f(z0) = 0
Beweis: f habe in z ein lokales Maximum, also existiert ein 6 > 0 mit Us(xg) C D und

Vo € Us(zo) f(z) < flao)
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Somit: zg + te; € Us(xp) fiir alle t € R, |¢| < 4, also
Vit <8 flzo+ter) < f(zo)

D.h.
9:(=0,0) = R, t—g(t) = f(zo + ter)

hat in ¢ = 0 ein lokales Maximum.

f(wo +ter) — f(xo)  Of

= 0=g4'(0) = lim (z0)

t—0 t - 871‘1
Analog: %(fﬂg) =0Vj € {2,...n}, analog lokales Minimum. O
J
Bemerkung 21.42. Ist a € R”, ||a|| = 1, und existiert %(zo), so folgt aus den Voraussetzungen des

Satzes 21.41 auch %(a:o) =0.

Satz 21.43. Es sei f € C?(D,R), zo € D, (grad f)(zo) = 0. Dann gilt:

(1) Ist Hy(xo) positiv definit, so hat f in z¢ ein lokales Minimum.

(2) Ist Hf(xo) negativ definit, so hat f in x( ein lokales Maximum.

(3) Ist Hy(xo) indefinit, so hat f in x¢ kein lokales Extremum. (vgl. Abb. 21.6)

Sirsiesetel
e ey :“
T L, W

7
7
)

1
7/
1
/,I
el
ag
44
Eg
o

%

i
o
,3‘

el
5
ol

oo
S5
Lo
“‘

e

7
714

,/
g

I

77
177

Y 0
e
BNV

Abbildung 21.6: Sattelfliiche ohne Extremum in (0,0) trotz (grad f)(0,0) =0
Beweis:
(1) Sei Hy(zo) positiv definit.
hy
= Vnege (092 F) @0) = (has-o s hn)Hy(ao) | | >0

h#£0
” hy,

Da f € C?(D,R), existiert ein § > 0 mit
Ve € Us(xo) ((h V)2 f) () > 0

Sei x € Us(xp),  # xo, h := x — xg, also x = x¢g + h, h # 0 und sei aulerdem ||h|| < §. Dann gilt
nach dem TAYLORschen Satz 21.36 (beachte © € Us(x0), S[zo,x] C Us(xo) C D (vgl. Abb. 21.7):

f(@) = f(xo) + ((h- V) f)(20) + R(wo, h)
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mit

|

R(a,h) = 20/(15) [(h-9) 1] @0+ sh) ds > 0
€Us(x0)

>0

= f(x) > f(zo)

= f hat in z( ein lokales Minimum. (wegen x € Us(zg) beliebig)
(2) analog.

(3) hier weggelassen. (Idee: Wéhle h als Eigenvektor, je einen grofier und kleiner 0.)

Abbildung 21.7: Skizze zum Beweis des Satzes 21.43

Beispiel 21.44. D = R?| f(x,y) := 2% — 122y + 8y>.
fo =322 —12y, f, =12z + 24y°
fza = 6, fyy = 48y
foy = —12
= grad f = (32° — 12y, —12z + 24y°%)

6z —12
Hy= <—12 48y)

Also
(grad f)(z,y) = (0,0) & 2? =4yund —x+2y* =0

22
& yzzundx:Qy2

2 2\ 2 4
@y:%und x:2<z> _—

=0 oder z=2
< (z,y9) = (0,0) oder (z,y) = (2,1)

(zwei Kandidaten fiir relative Extrema; andere gibt es sicher nicht nach 21.41)

H(0,0) = (_22 _&2> : det H;(0,0) = —144 < 0

= H(0,0) indefinit T f hat in (0,0) kein lokales Extremum.

Hyp(2,1) = (_1122 :éf) . detHp(2,1)=12-48—12-12>0

H¢(2,1) pos. definit

s f hat in (2, 1) lokales Minimum.
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Kapitel 22

Differentialrechnung fiir
vektorwertige Funktionen

22.1 Allgemeines

Stets in diesem Abschnitt D C R™ offen, f: (f1,..., fm) : D — R™ vektorwertige Funktion.

Definition 22.1.

(1) f heiit auf D p-mal stetig differenzierbar (notiert als f € C?(D,R™)), wenn
Vie{l,....m} f;j:D—R

p-mal stetig differenzierbar ist (d.h. f; € C?(D,R))

(2) Sei zp € D und f; sei partiell differenzierbar in xg, es existiert also

(grad f;)(z0) = (gﬁ(xo), R gg{i(xo)) (j=1,...,m)
Setze dann:
J¢(zo) == %(mo) = ggi::?:g(%)
(grad f1)(zo)
(grad .]L;'In) (330)
%(wo) gTﬁ(xo)
%{;Tl(xo) %Z.(Io)

Funktional- oder JAKOBI-Matriz von f in xg.

Im Fall m = n ist Jy(x¢) quadratisch; die Determinante det Jy(zo) heiBt dann Funktional- oder
JAKOBI-Determinante.

185
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Definition 22.2. f heiflt in x¢ differenzierbar, wenn eine m x n—Matrix A existiert mit

f(xo+h) — f(xg) — Al _

e Tl ’ (22
o lim f(fU)—f(JUo)—A(iﬂ—xo) —0

w =g |z — 2ol
oy M@ = So) — A =z

a—o [ = ol
o lim |l f(zo +h) — f(zo) — Ahl| -0

nt ]

Bemerkung 22.3.
(1) Im Fall m = 1 erhalten wir die alte Definition. Im Fall n = 1 auch.
(2) Ist A eine m x n—Matrix, so ist die Abbildung
S
h +— Ah
linear und somit stetig. Insbesondere gilt Ah — 0 fiir h — 0.
Satz 22.4. Sei xg € D.

(1) Sei f differenzierbar in xg. Dann ist f stetig in z.

(2) f ist differenzierbar in zg & Vj € {1,...,m} f; differenzierbar in x.
In diesem Fall ist die Matrix A in (22-1) eindeutig bestimmt, und es gilt

A= Jf (.’L‘o)
Definition 22.5. Ist f differenzierbar in zp, so heifit die Matrix A in (22-1) (eindeutig!) die (erste)
Ableitung von f in z¢ und wird mit f'(xg) bezeichnet. Es gilt dann nach dem Satz

f'(wo) = Jy(x0) (= gi(%))

Beweis:

(1) Wie im Fall m = 1. (siehe 21.13 (2))

(2) ,=“ Sei A eine m x n-Matrix, fiir die (22-1) gilt. A = (a;x), o(h) := f(zo + h) — f(zo) — Ah fiir
h e R".
Dann wegen Differenzierbarkeit:

o(h) h—o

— ——0
([
Sei 0 =: (01,-..,0m); dann gilt
Q](h) = fj(xO + h) - fj(l'()) — Zajkhk
k=1

Setze a; := (aj1,...,a;,) (j-te Zeile von A).
= 0j(h) = fi(zo+h) = fi(xo) —a; - h
und nach Obigem:

Qj(h) h—0 0
([~ ]l
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= f; in x¢ differenzierbar, und a; = (grad f;)(z¢). Dies gilt fiir alle j; daher

ay grad fi (SUO)
0
A= 1| = : = Jy(zo) = a*i(ffo)
Um grad f,,(xo)

»<" Jedes f; seiin x¢ differenzierbar.
=Vje{l,...,m} r;(h):= fi(zo+h)— fj(xo) — (grad f;)(zo) - h

Dann Vj Tﬁf(fﬁ) — 0 fiir h — 0.
Setze

= r(h) Zf($0+h)—f(l“o)—*x($o)'h
und%—ﬂ)fﬁrhao
= f differenzierbar in zg, und f'(x¢) = %(mo)
O

Korollar 22.6. Existieren alle partiellen Ableitungen ngi auf D und sind stetig, so ist f auf D differen-
zierbar.

Beweis: 21.17 = alle f; differenzierbar auf D. 22.4 = f differenzierbar auf D. U
Beispiel 22.7.
(1)

. 2 2 Tty
xr,y) = (x"+y°, e , T
flz,y) = (2> +y y )
fily)  F2(@9) fa(z,y)

Alle partiellen Ableitungen sind stetig auf R? = f ist differenzierbar auf R?, und

26 2
Fz,y) =3 O~ Iy = ety et
(z,y) vy

(2) Sei f:R™ — R™ linear, also f(x) = Az mit einer m x n-Matrix A.
Dann gilt fiir alle g € R™ und h € R™:
f(d?o + h) — f(l’g) — Ah = A(LBQ + h) — A(l’o) —Ah =0
Insbesondere

f(Io + h) — f(l‘o) — Ah
(|2

—0 h—0

= f differenzierbar in zg, und f’(x¢) = A.

Satz 22.8 (Kettenregel). Sei D C R" offen, E C R™ offen. f : D — R™ sei differenzierbar in z¢ € D.
Ferner gelte f(D) C E. g: E — RP? sei differenzierbar in yq := f(z0)-

Dann ist go f : D — RP differenzierbar in zg, und

(90 1) (w0) = g'(f(=0)) - [ (o)
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Beweis:
B:=g'(yo) = ¢ (f(z0)) (px m-Matrix)
A= f'(z0) (m x n-Matrix)

h:=gof:D—RP

h(z) — h(zg) — BA(x — xp)
[l = ol

o(x) ==
(zeigen: p(x) — 0 fiir x — xo).
Dann fiithre Hilfsfunktion ein:

9(y) — 9(yo) — B(y — yo)

. fiir y £y
ly) = Iy — vol ’
0 fiir y = yo

Dann, da g differenzierbar in yo und ¢'(yo) = B, ist g stetig in yp.
Ferner f stetig in zy.
= g o f stetig in xg
= 9(f(x)) = 9(f(z0)) = g(yo) = 0 fiir z — .
Daher
h(x) — h(wo) = g(f(x)) — g(f(z0))
B(f(x) = f(z0)) = [|£(x) = f(x0)|| - 5(f (2))

B(f(x) = f(xo)) + [If(z) = f(wo)ll - 9(f (x)) = BA(x — o)

= o(z) = lz — o]
_ 3. flx) — f(xoz— Az — o) i | f(z) : f (o)l - 3(f(2))
||z — zo|| [ — 2ol —
z—x( 0 ; 0

Bleibt zu zeigen: W beschriankt fiir « in einer /-Umgebung von xg.

1f(x) = flo)ll _ [If (=) = flo) = Az — 20) + A(x — o) |

o — ol e — ol
< @) = f@o) = Aw — )| | JA@ = 20)|

= & — o] e — ol

ERXeS <ljAl

Wichtiger Spezialfall: p = 1, d.h. g reellwertig.

Unter den Voraussetzungen des Satzes 22.8 gilt dann

(go f)(z0) =g ((f(z0)) - f'(w0)
~——

=grad(gof)(zo)
0 0 0 0 0
aawoﬁmw:@%Ummagww+@%ﬁu@»5§mw
0 Ofm
b g () 2 o)
0 0 0 0 0
aa@oﬁ@wzaiummaﬁww+@%www»5%@@
0 Ofm
+o 4+ @%(f(%)) : aj;n (o)
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22.2 Implizit definierte Funktionen

Motivation: Sei f(x,y) Funktion von 2 Variablen, f reellwertig.
Untersuchungsgegenstand: Gleichung f(z,y) =0
Frage: Kann man die Gleichung f(x,y) =0 ...

— nach y auflésen (~ y = y(x))
— eindeutig auflésen

— lokal“ eindeutig auflésen

Beispiel 22.9.

(1) f(z,y) = 22" + 3y ((2,y) € R?)
flz,y) =0 & y=—227
= eindeutig nach y auflésbar (vgl. Abb. 22.1)

2) flz,y) =2"+y* +1
= f(z,y) = 0 hat keine Losung.

3) fla,y) =2" —y* +1
flz,y)=0 & y¥* =2 +1 & y=4Va2 +1
auflosbar nach y, nicht eindeutig, wohl aber ,lokal“ eindeutig. (vgl. Abb. 22.2)
(4) flz,y) =% -y
fx,y)=0 & y=+z
in (0,0) nicht ,lokal“ eindeutig auflésbar. (vgl. Abb. 22.3)

Im folgenden sei D C R™*P offen und f : D — RP stetig differenzierbar.
Frage: Kann die Gleichung f(z,y) = 0 (mit (z,y) € D, wobei z € R™, y € RP) nach y aufgelost werden?
Bezeichnungen: fur (x,y) € D, z = (21,...,%n), ¥y = (Y1,---,Yp) (also (z,y) = (T1,.. ., Tn, Y1,-- -, Yp)):

ofh ... Ofh 8h ... Ofr
of | oo o
0ww) Nop, . on on . o
oz OTn 3y1 ayp
_. (9of af
=: (5L =
Also
gi A gfl gfl N %
af . X1 T 8f . Y1 Yp
o= A E 2 =1 : Co
O Nop, | on WMo, . on
Ox1 Oz, Oy Oyp

Sei nun (zg,yo) € D mit f(zo,y0) = 0.

Frage: Gibt es eine Umgebung U C R” von xg und eine Umgebung V' C RP von yg und eine Funktion
g:U — V mit g(xg) = yo und f(z,g(x)) =0 fiir alle z € U?

(Man sagt dann: Durch die Gleichung f(z,y) = 0 ist implizit die Funktion y = g(x) definiert)
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Abbildung 22.1: f(z,y) =222+ 3y, y = —%g;Q

Y
st
S

()

Abbildung 22.2: f(z,y) =2®> —y?> + 1,y = Va2 + 1

Abbildung 22.3: f(z,y) = 22 — y?, y = 2 (nicht ,lokal* eindeutig auflésbar in (0, 0))
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Satz 22.10 (Satz iiber implizit definierte Funktionen). D C R"'? offen, f : D — RP stetig
differenzierbar auf D. Es sei (z9,yo) € D mit f(z0,yo) = 0. Es gelte:

0
—f(a:(h Yo) sel invertierbar

dy

Dann gibt es eine offene Umgebung U C R"™ von g, eine offene Umgebung V' C RP von yy mit U xV C D
und genau eine Funktion g : U — V mit folgenden Eigenschaften:

(1) g(zo) =yo, Yz € U f(x,9(x)) =0

(2) Yaeu [flz,y) =0 = y=g(z)]
yev

Weiter gilt fiir dieses ¢:

(3) g ist auf U stetig differenzierbar, und g—{l(x, g(x)) ist invertierbar fiir alle € U und es gilt

VeeU ¢'(z)=-— (g;j(w,g(z))>_ . g—i(z,g(:c))

(siehe auch Abb. 22.4)

Ohne Beweis.

() 1(x)=0}
X %

Abbildung 22.4: Lokale Eindeutigkeit und Invertierbarkeit

Dabei (Nachtrag):

Definition 22.11. U C R” heifit Umgebung von zy € R™, wenn z innerer Punkt von U ist.
< 30>0 Us(zg)CU
Beispiel 22.12.

(1) D=R? =R (dh.n=p=1), f(a,y) =2 —y?> +1

Dann: %(I,y) = 2z, %(x,y) = —2y. (vgl. Abb. 22.2)

(0,90) := (0,1); dann g—i(xo,yo) = —2#0, d.h. die 1 x 1-Matrix %(ﬂfo, Yo) ist invertierbar.

22.10 = Es existieren Umgebungen U von zg =0 und V von yg =1 und g : U — V mit
f(z,9(x)) =0 firalle z €U

(In diesem Beispiel sehen wir, dass etwa U := R, V := (0,00) gewihlt werden kann; der Satz gibt
dies nicht her.)
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Nach (3) gilt ferner:

of L oaf *
J@ = (Lage)) - iage) =2

=—2g(x) =2

In diesem Beispiel wissen wir (aber nicht aus dem Satz):

g9(x) = Va? +1
= (@) = 2z o
P @)
(2) D=R?2 =R (dh.n=p=1), f(x,y) ==y + zy? — ™V
Nun ist keine geschlossene formelmifiige Auflésung von f(z,y) = 0 nach y méglich.

Etwa (z9,y0) := (0,1), also f(zo,y0) =0

8f .2 Ty 8f _ zy
5 DY) =Y —ye, ay(x,y)—1+2xy ze

wie vom Satz behauptet

of
= —(xo, =1+#0
By (0, Y0) #
22.10 = Es gibt Umgebungen U von z¢p = 0 und V' von yy = 1 und genau ein g : U — V mit
Ve eU f(z,9(x)) =0 und g(0) =1

und ...
Also:

VeeU g(z)+zg(z)? —e™® =0

Ferner

VeeU ¢(z)=-— (g;j(x,g(x))>_ . g—i(z,g(:c))

_ g(@)em) —g(x)?
1+ 22g(x) — ze9(@)

= Insbesondere ¢'(0) = 1

Satz 22.13 (lokaler Umkehrsatz). D C R™ sei offen, f : D — R" sei stetig differenzierbar, x¢ € D.
f'(xo) sei invertierbar.

Dann existiert eine offene Umgebung U(x) mit:

(1) f(U) ist offen.

(2) f|U ist injektiv, Vo € U f’(z) invertierbar

(3) (f|U)_1 : f(U) — U ist stetig differenzierbar, und

(1)) @=[r (1) ®)] " firalle ye 5@

Beweis: Setze F(y,x) :=y — f(x) V(x,y) € D x R" (vertauschte Rollen von z und y)
Will die Gleichung F(y,x) = 0 lokal eindeutig nach = auflésen.
Mit yo := f(x0) gilt in der Tat F(yo,xo) = 0; ferner

oF

%(xo, yo) = —f'(x¢) invertierbar
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Nach 22.10: Es gibt Umgebungen V von yg und U’ von z und genau ein g : V — U’ mit
VyevV F(y,g(y)) =0 sowie g(yo) =zo und ...

=vweV flaw)=y = g=(f|,)"
Ferner nach 22.10

VeV g'(y) =- (gi(y,g(y))> - %(%g(y))
=—1"(s(®)) =1
=7 (Ul )]
SchlieBlich U := g(V) C U’, dann f(U) =V offen.
Ferner
U=(fl,) 1@ offen

stetig ~ offen

Definition 22.14. f lokal injektiv auf D
= Vo € D 3U C D Umgebung von x : f|U injektiv
Beispiel 22.15.

(1) D:=R2?, f(x,y) = (xcosy, rsiny)

= fla,y) = (cosy —xsiny)

siny xcosy
= det f'(z,y) =z

Etwa fiir (xo,y0) := (1, g) gilt det f'(zo,y0) =1#0 = f'(x0,y0) invertierbar.
22.13 = Bs existiert eine offene Umgebung U C R? von (1, 7) mit

f:U — f(U) bijektiv, f(U) offen,
(f‘U)_l : f(U) — U stetig differenzierbar,
((fIU)*l)/(y) = (Ul (y))]_1 fiir y € f(U)
~(1,3)
=13

Insbesondere:

()™ veo) =[r (U Cam)]

=(0,1)

(2) D=R? f(z,y) = (" cosy, e”siny)

, __[e®cosy —e®siny
= fy) = (e“’ siny e®cosy )
= det f'(z,y) = e” #0 fiir alle (x,y) € R?
22.13 = f ist auf R? lokal injektiv.
Aber: f ist nicht injektiv, denn etwa

f(z,y) = flz,y +2m) fiir alle (z,y) C R?

193
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Korollar 22.16. D C R" offen, f € C'(D,R"), es gelte Vo € D f'(z) invertierbar. (22.13 = f lokal
injektiv)
Dann: f(D) C R™ offen.

Beweis selbst.

22.3 Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen
Beispiel 22.17. Gesucht ist dasjenige Rechteck, das unter allen Rechtecken mit Umfang 4 den grofiten
Fliacheninhalt hat. Es ist also die Funktion
flz,y) =x -y (Flicheninhalt)
zu mazimieren unter der Nebenbedingung
hz,y) :==2(x+y) =4
[Losung: h(z,y) =4 = y =2 —x; also ist f(x,y) = x(2 — ) zu maximieren ohne Nebenbedingung.
=>zr=1= y=2—2=1= Quadrat]
Definition 22.18.
Sei D C R” offen, pe N, p <n. f € CY(D,R), h € CY(D,RP), T :={x € D: h(z) = 0}

Wir sagen, dass f in g € D ein lokales %?;ZZSZ unter der Nebenbedingung h = 0 hat, wenn zq € T
und
f(z) < flxo) ’
30 > 0Vx € Us(xp) N'T
wnt | O

Abbildung 22.5: Skizze zur Definition 22.18

Satz 22.19 (LAGRANGEsche Multiplikatorenregel). D, f, p, h, T seien wie in obiger Definition. Es sei
ferner h =: (hy,..., hy).
Falls f in g € D ein lokales Maximum oder Minimum unter der Nebenbedingung h = 0 hat und falls

rg (o) = p,
——
pXn

so gibt es A1,..., A, € R (LAGRANGE-Multiplikatoren) mit
P
(grad f)(zo) = Z i - (grad h;)(zo) (: (Aly.eesAp) - h’(xo))
i=1

(ohne Beweis)

In obiger Gleichung haben wir n (skalare) Gleichungen; dazu: p (skalare) Gleichungen
hi(zo) = ha(x0) = -+ = hp(z0) =0

= n + p Gleichungen fiir n 4+ p Unbekannte 2o = (201, ..., %on) und A, ..., Ap.
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Beispiel 22.20. (n=3,p=2), D =R?
fl@y,z) =a+y+=z

Nebenbedingung:

2 2
W,y 2) = ("” “’ 2)

r+z-—1

dh. T ={(z,y,2) eR3: 22 +9?> =2, 2+ 2= 1}.

Aufgabe: Bestimme max und min von f auf der Menge T, d.h. unter der Nebenbedingung h = 0.
2?2 +y? =2, also|z],|yl < V2

r+z=1, also\z|—\1—x|§1+\/§

= T ist beschrdinkt, T ist abgeschlossen = T ist kompakt.

Fiir (z,y,2) € T gilt {

Nach 19.9 existieren also a,b € D mit

fla) =max f(T),  f(b) = min f(T)

) Maximum
d.h.: f hat in Minimum

ein (lokales) unter der Nebenbedingung h = 0.

a
b
/ {2z 2y O

Fiir (z,y, 2) € T gilt insbesondere 2 + 32 = 2, also (z,y) # (0,0).

:rghl(x’y7z) = 2 :p'

AuBerdem grad f(z,y,2) = (1,1,1).

22.19 = (1,1,1) = A1 (22, 2y,0) + A2(1,0,1) fiir (z,y,2) = a oder (z,y,z) = b. Also:
(1) 1=2M\Nz+ X\

(2) 1=2\y

o

(4) 22 +y?> =2

5) z+z=1.

(1,(3) = 20z = 0 = [x=0] = [z=1]

Sly=tv2 (M:ig;”
D.h. 22.19 liefert

a,b e {(0,v2,1), (0,—v2,1)}

f0,£v2,1) = £vV2 4+ 1

é‘ max f(T) = f(a) = VZ+1, a = (0,V2,1)
min f(T) = f(b) = —V2+1, b=(0,~v2,1)
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Kapitel 23

Integration im R"

23.1 Das RIEMANN—Integral

Sind [a1, b1], [a2,be],...,[an,bs] C R kompakte Intervalle (a; < b; fiir j =1,...,n), so heifit
I := [al,bl] X [&Q,bg] X X [anabn]
ein kompaktes Intervall oder kompakter Quader im R™. (vgl. Abb. 23.1)

A

Abbildung 23.1: ein kompakter Quader

‘I‘ = (bl *(11) : (bZ 70’2)"'(671 *an)

heiit Inhalt von I.
Sei I wie oben und fiir alle j € {1,...,n} sei Z; eine Zerlegung von [a;, b;].
Dann heifit

Z =71 XLy X+ X Ly

eine Zerlequng von I.

Ein zu Z gehorendes Teilintervall von I hat die Form T x Ty x - - - x T, wobei fiir alle j € {1,...

ein zu der Zerlegung Z; gehoérendes Teilintervall von [a;, b;] ist.

Sind nun 14, ..., I,, sdmtliche zu Z gehorenden Teilintervalle von I, so gilt:

LULU---UlL,=1

und [I| = > |Ig]-
k=1

197
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Definition 23.1. Sei I wie oben und f : I — R beschrinkt. Z sei eine Zerlegung von I und I,..., I,
seien die zu Z gehorenden Teilintervalle von I.

Setze Vk € {1,...,m} my :=inf f(Ix), My :=sup f(I;) (existieren, da f beschrinkt)

Definiere

sp(Z) = ka - I Untersumme
k=1

S¢(2) = ZMk - I Obersumme
k=1

Ist Z eine weitere Zerlegung von I, so heifit Z Verfeinerung von Z, wenn Z>Z.

Wie in HM T zeigt man:

Satz 23.2. I, f wie oben. Z und Z seien Zerlegungen von I. Dann gilt

(1) Falls Z Verfeinerung von Z, dann

s1(2) <s¢(Z),  84(Z) 2 54(2)

(vgl. Abb. 23.2)

(2) s7(2) < 8¢(2)

Abbildung 23.2: Ober— und Untersummen im R"

Aus 23.2 folgt

spi=sup{sp(Z): Z Zerlegung von I'} < S;(Z) fiir jede Zerlegung Z von I
= sy < Sy :=inf {Sf(Z) . Z Zerlegung von I}

unteres

oberes | (RIEMANN-) Integral von f iiber I.

Sf .
‘ S; ‘helﬁt

sp= [f@yde, 8= ff(x) da

I

Definition 23.3. I C R" kompaktes Intervall, f : I — R beschrénkt.
f heiit (RIEMANN-) integrierbar iber I, wenn

3[]‘(35) dx = ff(x) dx
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In diesem Fall heif3t

[ 1@ dn = [t@)de = [ fa) iz
I I I

das (RIEMANN-) Integral von f dber I.

Wie in HM I zeigt man:

Lemma 23.4. I C R™ kompaktes Intervall, f : I — R beschrénkt.

(1) Gilt A< f < B auf I mit A, B € R, so gilt:

A~\I\§7[f(x)dx§ff(x)dx§3-|l|.
T 1

(2) Ist Z eine Zerlegung von I und sind I,...,I,, die zu Z gehoérigen Teilintervalle von I, so gilt

jf dx—zjf

Jj= 1[
ff yar=3" [ @)
Jj= 11
Weiter wie in HM I:
Definition 23.5.
R(I):={f:I—R: fist RIEMANN-integrierbar iiber I}

Satz 23.6. Seien f,g € R(I); «, 3 € R. Dann gilt

1)
[(ar@)+ pg@) do=a [ f@) do+5 [ g(o) da

1

(d.h. insbesondere gilt of + Bg € R(I)). Also ist R(I) ein R-Vektorraum, und f; : R(I) — R ist eine
lineare Abbildung.

(2) Falls Vo € I f(z) < g(z), so gilt:

[t@ s < [ g ds
I I

[ @) < (suplste): w e 1)) -1t

I

(4) Ist I = I; U Iy, wobei Iy, I, kompakte Intervalle mit |I; N Iz| = 0 (I3 N I3 ist kompaktes Intervall), so
gilt f|11 € R(Iy), f|I2 € R(I3), und

/ @ d;z:f/(f|1) der/(f’Iz)(m) d:z::/f(x) der/f(:z:) do
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(5) RIEMANNsches Kriterium: Sei h : I — R beschrankt

he R(I) & Ve >03Z Zerlegung von I  Sp(Z) —sp(Z) <¢

(6) Ist f konstant, so gilt (mit ¢ := f(x) fiir alle x € I)

[ @ da=c-11
I

(ohne Beweis)

Satz 23.7.

(1) C(I,R) Cc R(I)

(2) Sind f,g € R(I),so gilt f-g € R(I), |f| € R(I), und

[ @ ds| < [ 1f)] do
I I

(Dreiecksungleichung fiir Integrale)
(3) Sind f,g € R(I) und gilt Vz € I |g(z)| > o fir ein a > 0, so gilt

ge R(I)

(ohne Beweis)

Satz 23.8 (Satz von FUBINI). Seien p,q € N, p+ ¢ = n, also R®™ = RP x RY. Sei I; ein kompaktes
Intervall in RP, I ein kompaktes Intervall in RY, also ist I := Iy x I5 ein kompaktes Intervall im R™.

Sei f € R(I). Fiir Punkte in I schreiben wir (z,y) mit = € I, y € I.

- yely | ... | [, f&y)de=:g(y)
F d t 1
ur jedes vel, existiere f12 F(z,y) dy =: h(z)
Behauptung:
g € R(IQ)
’ he Ry |°

f12 9(y) dy = f[z (f[l flz.y) df) dy

/f(x,y) de.y) = fIl h(x) dx = fll (fIQ f(z,y) dy) dx

1
Z Zerlegung von I
Z Zerlegung von I

Ri,...,Rm
Ki,..., K

Beweis: Sei Z Zerlegung von I = I x I, also Z = Z x Z mit: ‘

gehoren, werden mit

N) Nl

2 , die zu
= Z hat die Teilintervalle R; x K; (j =1,...,m; i=1,...,1)
Es gilt |R; x K;| = |R;| - |K;].

Setze mj; :=inf f(R; x K;)

Die Teilintervalle von

’ bezeichnet.

m 1
sp(2) =Y myi|R; x Ry
j=11i=1 S
=|R;|-| Kl

l m l
=Y K| Y myi - [Ry| =) il K|
i=1 =1 1

1=
—_——

=:Cq
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Sei i€ {1,...,1l} fest und yy € K;

= mj; < f(x,yo) fiir alle z € R;
AR = pdr < 40) d
= mjil Rl 23.6 (6) /mj v 23.6 (2) /f(ac o) dv
R; R;

:ZmﬂIRKZ/fxyo deT(/fxyo dz = g(yo)

JlR
_,_/

=c;

Also¢; < g(y) firalley e K;, 1 =1,...,1L

= ;| K ;(./Ci dy < 3[9(1/) dy
o 23.4

fE:R(>I) I/f(z,y) d(z,y) g}[g(y) dy

Analog zeigt man mittels Obersummen:

/f(fv,y) d(z,y) > fg(y) dy

(23-1), (231) = g € R(I), / f(,y) d(z,y) = / o(y) dy

I Iz

Aus 23.8 folgt sofort:
Satz 23.9. Ist f stetig auf I = [a1,b1] X -+ X [an, by], so gilt:

b1 ba

/fxl,..., dx—/ / /fxl,..., Yday | -+ | das | dxy

al

und die Reihenfolge der Integration darf beliebig vertauscht werden.

Beispiel 23.10.

/sm(ery 5: / / n(z+vy)d dx

I

= [—cos(z + y)}zzf
= COS X — COS <x+ 5)

= cosx +sinzx

/cosx—ksmx ) dx = [Sina:—cosx]og =1—-(-1)=2

0

201
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(23-ii)
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(2) I=10,2] x [0,1] x [1,2]

3 r=2 2
2T .
T 223 dz = 123 dz
37 ], 3
B 1
or 177 _2r 15 5m
34 .

N

) 3 2 /2 /1
Tz
/Wd(a: Y, 2 /(/ dy | dz | dz
T 1 \0o \o
2 /2 2 /2
z/ (/[$223 arctany}zié dx dz=/ /Zxng dr | dz
1 \0 1 \0
/2
1

=1

23.2 Integration iiber allgemeineren Mengen

Definition 23.11. Sei B C R", B# (), und f : B — R eine Funktion.
Setze

) f(z) zeB
fB(x)'{o z€R"\ B

en () = 1 z€B
P 0 zeRrr\ B

cp heilit charakteristische Funktion von B.
Sei zusitzlich B beschrinkt. Dann existiert ein kompaktes Intervall I mit B C I (vgl. Abb. 23.3)

f heift (RIEMANN-) integrierbar iiber B, wenn fp| ; integrierbar iiber I ist.

In diesem Fall definiere

/f dx—/(fsl) /fB

Lt. Saaliibung: Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl von I O B.

@ U

Abbildung 23.3: Kompaktes Intervall als Obermenge einer allgemeinen Menge

Zur Analyse der Mengen B, fiir welche obige Uberlegungen sinnvoll sind:
Sei B C R™, B # (), B beschrinkt.
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Frage: Kann man B einen Inhalt zuordnen?

203

Wiéhle dazu ein kompaktes Intervall I D B. Z sei eine Zerlegung von I; die entsprechenden Teilintervalle

seien Iy,...,I,. (vgl. Abb. 23.4)

Abbildung 23.4: duflere und innere Approximation

m
> |Ix| ,innere“ Approximation an den ,Inhalt“ von B.

k=1
I, CB

m
> |Ig| ,duBere Approximation an den ,Inhalt“ von B.

k=1
I.NB#D

Die ,innere” und , duere“ Approximationen lassen sich deuten als Unter— bzw. Obersumme der charak-

teristischen Funktion cg von B, denn:

0, falls I, ¢ B

inf cp (1) =
infep(ly) {1, falls I C B

0, falls I, NB=10

I =
sup g (1) {1, falls I, N B # )

= $ex(Z)= 3 l,  Sep= > |l
k

k
I.CB I, NB#Q

Definition 23.12.

v(B) :=sup{sc,(Z): Z Zerlegung von I} = 7[63(33) dx
T

U(B) :=1inf {S.;(Z) : Z Zerlegung von I} = ch(x) dz
T
B heifit (JORDAN—) messbar, wenn v(B) = 7(B).
In diesem Fall heifit
|B| :== ©(B) (= 7(B))

der Inhalt von B.

innerer Inhalt von B

auferer Inhalt von B
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Bemerkung 23.13. Ist B = I ein kompaktes Invervall, so stimmt die neue Inhaltsdefinition mit der
alten iiberein.

Satz 23.14. B C R" sei beschrinkt, B # ). Dann gilt:
B ist messbar < cp € R(B).

In diesem Fall:

\B|:/1d:c::/dx

B B
Definition 23.15.

0] := 0, /f(x) dz =0 fiir jedes f
0
Beispiel 23.16.

(1) Ist I ein kompaktes Intervall, dann ist I messbar und der oben definierte Inhalt stimmt mit dem
frither definierten iiberein.

(2) (n=1):
B:=1[0,11nQ, I=][0,1]

en(x) = 1, fallsze[0,1]NQ
B N 0, sonst

= c¢p ¢ R[0,1] = B ist nicht messbar
HM T
Definition 23.17. B C R™ sei beschriinkt. B heifit Nullmenge, wenn B messbar ist und |B| = 0.
Definition 23.18. Sei A C R™. a € R" heifit Randpunkt von A, wenn
Vo6 >0 Us(a)NA#0D und Us(a)N(R™\ A)#0
0A :={a € R": qa ist Randpunkt von A}
heifit Rand von A.
dA=A\ A (A :={z € A: z innerer Punkt von A})
Beispiel 23.19.
(1) (n=3): B:=10,1] x [0,1] x {0}
B ist Nullmenge (im R?)
(2) OR" =0, o0 =10
U (o) = {x € R" : ||a — mo|| = ¢} = U (z0)
(3) Ergénzendes Beispiel zu 23.10:
Sei [a,b],[c,d] CR, ¢ € Cla,b], ¥ € Cle,d], f(x,y) = o(@)¥(y), (x,y) €I=][a,b]x]cd]

Fubini /f(x’y) d(z,y) :/b /dw(x)w(y) dy | dz
I a c
= /bw(x) /dw(y) dy de:/bgD(x) da /d¢(y) dy

Anwendung;:

1
/ e“yd(x,y):/e‘”dx'/eydy: /e‘”dx =(e—1)2
0

[0,1]x[0,1] [0,1] [0,1]
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Satz 23.20. Sei A, B C R™.
(1) Ist B beschrinkt, so gilt:

B ist messbar < 0B ist eine Nullmenge

(2) Sind A, B messbar, so sind auch AU B, AN B, A\ B messbar, und
|[AUB| =|A|+ |B| - |AN B|
Ist A C B, so |A| <|B|.
(3) Ist B messbar und f € C(B,R) beschriinkt, so gilt f € R(B).
(4) Ist B messbar und sind f,g € R(B), a, 8 € R, so gilt
(i) af + Bg € R(B) und

/(af+ﬁg x—a/f dx+ﬁ/

B

(ii) Aus f(z) < g(z) fiir alle x € B folgt

/f das</()d

(iii) [f], f-g € R(B),

[ @ is| < [ 1f@)) do
B B

(iv) Falls a > 0 existiert mit Vo € B |g(z)| > a, dann ist g € R(B).
(v) Ist N C B eine Nullmenge und gilt f(z) = g(«) fiir alle x € B\ N, so gilt

/f(x) dx = /g(m) dx

(vi) Mittelwertsatz der Integralrechnung:

(inf £(B)) - |B| < / f(z) dz < (sup f(B)) - |B]
B

(5) A, B seien messbar. Dann gilt:

(i) Ist A C B und f € R(B), so ist f|A € R(A).
(ii) Ist f: AU B — R beschriankt und gilt
f|A € R(A) und f|B € R(B), so gilt f € R(AU B) und f|AmB € R(AN B), ferner

/f dx_/f der/f da:f/f

AUB ANB
(iii) Sind A und B nicht iberlappend, d.h.
ANB C 0AUOB
und ist f € R(AU B), so gilt

/f d:c—/f dm+/f

AUB

speziell (f =1): |AU B| = |A| + |B|. (siehe auch Abb. 23.5)
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(6) Ist B eine Nullmenge und f : B — R beschrinkt, so ist f € R(B) und

/f(x) dx =0
B

(7) Ist B messbar und f € R(B), so ist der Graph von f
{(z, f(z)) eR""': z € B}
eine Nullmenge im R™" 1. (vgl. Abb. 23.6)
(8) Ist B messbar, f € R(B) und f(x) > 0 fiir alle x € B, so setze
My :={(z,y) eR"™: 2€B,0<y< f(z)}.

Dann gilt: My C R"™*! messbar. und
Myl = [ 5o da
B

(vgl. Abb. 23.7)
(9) B C R™ messbar, f,g € R(B), f(x) < g(z) fir alle z € B.
Myg:={(z,y) eR"™" : z € B, f(z) <y <g(z)}

Dann gilt: My, C R™"! messbar, und

Myl = [ (0(0) -~ 119)) da

B

(vgl. Abb. 23.7)

(ohne Beweis)

Abbildung 23.5: zwei nicht iiberlappende Mengen

A // Nullmengen

Graphv. f

Abbildung 23.6: Graph einer Funktion
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Abbildung 23.7: Fliache zwischen Graphen bzw. zwischen Graph und Achse

Beispiel 23.21. K = {(z,y) € R? : 22 + y? <72}, r > 0 fest. (Abb. 23.8)
o) = VIT =2, f(2) = —Vi7 =
= K = Mj, (mit B :=[-r,7])

T

= K= [ p@ = [2/ 2 de=s. [T
0

B —
Substitution ¢ = rsing, dr =rcosy dp
3

[ 11
= |K|:4r2/0052apdcp:4r2 {2904— 2sinapcos<p} = 772
0
0

o=/
f()():—\ f 2x2

Abbildung 23.8: Kreis um (0, 0)

Satz 23.22 (Prinzip von CAVALIERI). Sei B C R™"*! messbar. Fiir die Punkte in B schreiben wir (z, 2)
(mit x € R, z € R). Es seien a,b € R so gewihlt, dass

V(z,z) B a<z<b
Fiir jedes z € [a, b] sei
Q(z) :={z eR": (x,2) € B}

messbar im R"; setze ¢(z) := |Q(2)].
Dann gilt: ¢ € R[a,b], und

Bl =/bQ(Z) dz

Beweis: Setze I := [a,b]. Wéhle ein kompaktes Intervall J C R mit J x I D B.
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Nach Voraussetzung (Q)(z) messbar) gilt:

4(2) = Q)] = / ldx:/cB(z,z) do

Q=) J

FUBINI (23.8) = ¢ € RJa,b], und

/ cg(z,2) d(zx, z) :/ (/CB(m,z) da:) dz:/bq(z) dz

Jx1 I

=|B]

Beispiel 23.23.

(1) Sei K := {(z,y,2) € R3, 22 + 4% + 22 <72}, r > 0 fest. (Kugel um (0, 0,0) mit Radius r).
[a,b] :== [—r,r]. Dann fiir alle z € [—r,r]:

Q(z) ={(z,y) eR*: (z,y,2) € K}
—_——

3?2+y2S7"2—Z2
Kreis um 0 mit Radius v/r?2 — 22.
q(z) = 1Q(2)| = m(r® — 2?)

=
23.21
T

2 4
_ 2_ 2 o9 3_2_3_% 3
s \K|—/7T(r 2%) dz = 27r 3T = g7

-T

(2) B={(z,y,2) € R®: 22 + y> + 2z < 4, z > 0}. (Rotationsparaboloid, vgl. Abb. 23.10)
Fiir z € [0,4] : Q(2) = {(z,y) : #* + y* < 4 — 2z} (Kreis vom Radius v/4 — z)

= q(2) = Q)] = 7(4 - 2)
4 4

= |Bl= [ q(z)dz=7 [(4—2)dz=8r
[rose=e]

(3) Rotationskdrper: (vgl. Abb. 23.9)
Sei f € R[a,b], f(x) >0 fiir alle x € [a,b]. B = {(z,y,2) € R®: x € [a,b], y* + 22 < f(x)?}
(Tausche Rollen von z und z)
Fiir z € [a,b] : Q(z) = {(y, 2) : y* + 22 < f(x)?} (Kreis mit Radius f(x))

= q(z) =1Q(x)| = nf(x)*

b
= |B|:7T/f(1')2 dz

z—Achse

Definition 23.24. B C R? heifit Normalbereich bzgl. der
y—Achse

, wenn stetige Funktionen

9

[a,b] — R
[c,d}—m’
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mit
y| © €la:b] ’ ‘ f(x) < g(x) ’
y € [c,d] fly) <gy)
und
B={(x,y) eR*: x €a,b], f(z) <y <g(z)} .
’ B={(x,y) eR*: yeled], fly) <z <gy)} (vel. Abb. 25.11)

Ist B ein Normalbereich (bzgl. z— oder y—Achse), so ist B kompakt und messbar (!); jetzt speziell:
Normalbereich bzgl. z—Achse.

Sei h : B — R stetig. Setze m := min f[a,b], M := max g|a, b].
= B CI:=|a,b] x [m, M]

Sei x € [a,b] fest. Dann existiert

M M g(x)
/hB x,y) dy und /hB(x,y) dy = / h(z,y) dy

Nach FUBINI:

/h(xay) d(x,y) = /hB(xay) d(x,y) :/b !7)h(.13,y) dy | dz
B I a (g;)
= | [ Hew) diay) = /b 7)h<x,y> dy | ds

B a (z)

Analog fiir Normalbereich B bzgl. der y—Achse

9(y)

d
:>/h(:ry (z,y) / / (z,y) dx | dy

Beispiel 23.25. B :={(z,y) € R 0,1, Ve <y <2—uz}

/( z+y)d

B

[\

—T

1 1 y=2—x
/(m+y ) dy dx—/{:vy—&—?yg] dz
Jz 0 y=va

O\H C\H

1 71
2_ - 2_ 2 - - - —_— =
x( x)+ 2( z)° —zyx 24 dx 50

Verallgemeinerung auf 3—dimensionalen Fall:
Sei A C R? kompakt und messbar, f,g: A — R stetig und f(z,y) < g(z,y) fiir alle (z,y) € A.

B:={(z,y,2) €R*: (z,9) € A, f(z,y) <z < g(z,y)} (vgl. Abb. 23.12)

Mit FUBINI erhélt man fiir stetiges h: B — R:

g(z,y)

/h(x,y,z) d(z,y, z) :/ / hz,y,2) dz | d(z,y)

B A (z,y)
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e
2

Abbildung 23.9: Rotationskorper

Abbildung 23.12: Normalbereich im 3-dimensionalen Fall
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Beispiel 23.26.

B={(r,y,2) eR3: 2,y,2>0, z+y+2z<1}
A={(z,y) eR?: 2,y >0, z+y <1}

=0, g(z,y)=1—-z—y

(= B={(z,y,2) eR®: (2,y) € A, f(z,y) <z<g(z,y)})

(1)

l—-xz—y

/2xyz d(z,y, 2) z/ / 2xyz dz | d(z,y)

B 0

[oy2?] T d(w,y) = / 2yl -z —)? d(z, )
A

T

(/xy(l—x—y)Qdy) dr =---
0

S >

l—z—y

/(x—y+2z)d(x7y7z): / (x—y+2z)dz | d(z,y)

B

23.3 Verallgemeinerung der Substitutionsregel

23.3.1 Substitutionsregel, Transformationssatz

Satz 23.27 (Substitutionsregel). G C R" sei offen, g € G — R" sei injektiv und stetig differenzierbar;
es gelte

det g’'(2) # 0 fiir alle 2z € G.

B C G sei kompakt und messbar und f : g(B) — R stetig.
Dann ist g(B) kompakt und messbar, und

[ s de= [ 1(62) - detg' )| s
9(B) B

(ohne Beweis)

Anderer Name fiir die Substitutionsregel: Transformationssatz.
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23.3.2 Anwendungen der Substitutionsregel

Polarkoordinaten (im Fall n =2) (vgl. Abb. 23.13)

Abbildung 23.13: Polarkoordinaten—Darstellung

ri=x?+y?=|(x,y)|

T =rcosyp, y=Trsiny; r € [0, 00), ¢ € [0, 27)
Wiéhle g(r, ) := (rcosy, rsing) (vgl. Abb. 23.14),

' _ cosp —rsing)
detg(r,gp)—det(smw rcosgp)_r

y
< -
0 !‘ 0
0 céz R R, X R, R, }

Abbildung 23.14: Polarkoordinaten zur vereinfachten Integration
Substitutionsregel mit A = g(B) :

[ @y dw.y) = [ £(o) - Jdetg' )] s
A B

= /f(rcosgp, rsinp) -7 d(r, )
B

(B ist Rechteck!)

Beispiel 23.28.

(1) A:={(z,y) e R?: 1 <z?+y? <4} (Kreisring) (vgl. Abb. 23.15). Berechne

/\/x2 +y? d(z,y)

A
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Abbildung 23.15: Integration iiber einen Kreisring

Achtung: g ist nicht injektiv auf B = [1,2] x [0, 27]|. Auf B. ist g injektiv.

1

2w —e 2
é/\/12+y2d(x,y):/r.rd(r,go)F: / (/rzdr)dcp
UBINI
A. B

Fiir ¢ — 0 geht (!)

/\/ﬂc2 +y? d(z,y) gegen /vx2 +y?d(z,y)
Ae

A
14
= /\/x2+y2 dz,y) = - -
A

(2) In der Wahrscheinlichkeitstheorie (und auch anderswo) spielt das Integral

o0

2
/671 dx

0

213

eine grofle Rolle. Dieses Integral ist mit rein eindimensionalen Methoden nicht geschlossen berechen-

bar.

Fir R > 0 setze

Kg:={(z,y) €ER?: z,y>0, 22 +4° §R2}, Qr = {(z,y) eER*: zye€ [0, R]}

3 /R
/e—(ay2+y2) d(w,y) :/ (/ e_rzr dT‘) do = g (1 _ €_R2)

Kr 0
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Andererseits:
/e—(z2+y2) d(z,y) = / et / > /6_(12+y2) d(z,y) = % (1 _e_Rz)
Qr Kr Qr\Kr Kr
——
>0

2

R
ﬁ/eﬂ”2 dx > ﬁ'\/lfe*ﬁ’/2
0
Sei 0:=+/2- R, dann K, D Q,. Wie oben:

[t = Ty (1)

K@
andererseits:
R 2
/e—(9¢2+y2) d(%y) — / RS / cee > /e_(xz"'yz) d(z,y) = /6_;82 dr
K, Qr K, \Qr Qr 0

R
= /6_932 dz < ?\/ 1— e 2R?
0

Zusammen mit obiger Gleichung:

R

gx/l —e R <

o

e dx < g 1 — 282

= /e_’”2 dz = VT
2
0
Aus Symmetriegriinden (bzw. nach Substitution t = —x):
0
/ e dy = VT
2
= / e do = /7
[Schnelldurchgang:
o0 2 o0 o0 o0 oo
/ e dr | = / e~ dz - / eV dy = / / e~ (@497 dy dx
» FUBINT®
2w 00

— /e_(‘"”%ryz) d(x,y) :/ /e_ﬁr dr | dp = 7]

R2 0 0
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(3) Rotationsparaboloid B = {(x,y,2) € R®: 22 +y? + 2 <4, 2z > 0} Dann gilt:

4—(z2+4y?)
|B| = / / 1dz d(%y)2/(4—($2+y2))d($»y)
FuBINI
A 0 A
27 [/ 2 2
e / (4—rHrdr|de=2n [ (4r —r3) dr = 87
0 0 0

(vgl. Beispiel 23.23)

Zylinderkoordinaten (im Fall n =3) (vgl. Abb. 23.16)

Abbildung 23.16: Zylinderkoordinaten

g(r,p,z) = (rcosp, rsing, z)

’a::rcosgo, Yy =rsinp, z:z‘

cosp —rsing 0
detg'(r,p,2) =det [ sing rcosp 0| =r
0 0 1

Also mit A = g(B) nach Substitutionsregel:

/ f(@,y.2) d(z,y,2) = / f(reosp, rsing, 2)-r d(rg,2)
A B

Beispiel 23.29. A := {(z,y,2) € R®: 22 +y*> <1, 0 < 2z < h}. Bestimme |A|:

(1) nach CAVALIERI:
Fiir z € [0,h] : Q(2) = {(z,y) e R? : 22+ 4> <1}

=q(2) =|Q(z)[ =7

h
:>\A|:/q(z)dz:7r-h
0
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(2) mit Zylinderkoordinaten:
B:={(ryp,2): 0<r<1,0<p<2m 0<z<h}

(eigentlich: B, := {(r,¢,2): e<r <1, 0< ¢ <21 —¢, 0 <2z <h}~ Satz anwenden ~ ¢ — 0
gehen lassen)

h 1

2
|A|:/1d(ac,y,z):/'rd(r,ga,z):/ / /rdr dz|dp=2nh-3=m-h
B 0

A 0 0

Kugelkoordinaten (n =3) (vgl. Abb. 23.17)

=y

Abbildung 23.17: Kugelkoordinaten

’x:T~cosg0cosﬁ, y=r-sinpcost, =z :r~sin9‘

Dabei lduft ¢ zwischen 0 und 27, 6 zwischen —3 und 7.

Also g(r,,0) = (rcospcosf, rsinpcosf, rsinb).
detg'(r,p,0) =det |- - - | =r%cosf

A = g(B); nach Substitutionsregel:

/f(x,y,z) d(x,y,2z) = /f(rcosgocos@, rsingcosf, rsinf) 12 cos 0 d(r, ¢, 0)
A B

Beispiel 23.30. A := {(v,y,2) €eR3: 2?2 +¢y? +22 <1, x,y,2 > 0}
B={(r,p.0): r€[0,1], ¢ €10,%], 6 € [0, %]}

z.B. suche
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(1) (vgl. Abb. 23.18)
/(m2 +y2+ 2 d(z,y,2) = /7‘2 (7“2 cos 9) d(r,p,0)

A
z
0

1

/#m>mww dyp

0

Il
O\w\a w

cos df = —
10

I
N\ 3
oﬂ =
o\mh T

(1 cos pcos ) (r? cos§) d(r, v, 0)

[riteon:

™

/(/7’ dr) cos? 0 df | cosd do
:i/ /cos Hdt‘)*—
0 0

.
O\ o tu\

<y

Abbildung 23.18: Achtelkugel
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Kapitel 24

Spezielle Differentialgleichungen
erster Ordnung

Essei D C R?, F: D — R eine gegebene Funktion. Eine Gleichung der Form
F(z,y,y')=0  (DGL) (24-1)

heifit gewdohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung.

Ist I C R ein Intervall und y : I — R differenzierbar, so heifit y eine Lisung von (24-1), wenn
Vel (x,y(x),y’(x)) €D und F(a:,y(ac),y’(a:)) =0

Beispiel 24.1. F(z,y,2) ==y — z, D = R3, so lautet (24-i)
y—y =0

Allgemeine Losung: y(z) = ¢ - €®, ¢ € R beliebig, definiert auf I = R.

Anfangswertproblem (AWP)

D, F wie oben und (xg,y0) € D gegeben. Das zur Differentialgleichung gehorige Anfangswertproblem
verlangt zusétzlich zur Differentialgleichung die Anfangsbedingung

y(wo) = yo

Ist y : I — R eine Losung von (24-1) mit der Zusatzeigenschaft 2o € I und y(zg) = yo, so heiflt y Ldsung
des Anfangswertproblems.

Beispiel 24.2. wie oben ¢’ = y. Allgemeine Losung y(z) = ce® auf I = R.

xo Zo

1 _
y(xo) =yo & e =y & c=yoe

Also: Losung des Anfangswertproblems:

y(r) =yo-e" "
Beispiel 24.3.
y/ -1 4 y2
cos2

Eine Losung ist y(x) = tanz (y’(x) — cos’asin®s _ | ap2 x)

Weitere Losungen:

y(x) =tan(r +¢), ceR

219
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Das Losungsintervall [ ist hier I = (—c— 3, —c+ 5) bzw. I = (nm —c— 7,

(hier (und meist auch sonst): I hingt von der Loésung ab und ist nicht a priori bekannt)

nT—c+ 3) mit n € Z.

Anfangswertproblem: y(zg) = yo

tan(zo + ¢) = Yo = c¢=—x9+arctan(yg)+nm, neZ
= Losung: y(z) = tan(z — 2o + arctan(yg) + nn), definiert auf

I = (mo — arctanyy + nw — %, xp — arctanyy + nw + J)
Wegen x¢ é I muss n = 0 sein.
= Losung: y(x) = tan(z — xo + arctan(yo)), definiert auf

I= (:1:0 —arctanyo — 3, zg — arctanyg + g)

24.1 Exakte Differentialgleichungen

Es seien I, I Intervalle in R (abgeschlossen, offen, halboffen, beschrinkt, unbeschrinkt)
R:=1 x 1
Weiter seien P, : R — R gegebene Funktionen.
Definition 24.4. Die Differentialgleichung
P(z,y) + Q(z,y)y =0 (24-ii)
heifit exakt, falls ein F € C1(R,R) existiert mit
F,=P, F,=Q auf R
[Ein solches F' heifit auch Stammfunktion zu (P, Q)]

Beachte: Wenn ein solches F' existiert, so ist F' bis auf eine additive Konstante eindeutig.

Sei I C I, y: I — R differenzierbar mit y(x) € I fiir x € I (also (z,y(z)) € R fiir alle z € I)
Weiter sei die Differentialgleichung (24-ii) exakt und F eine Stammfunktion zu (P, Q).

Setze ®(z) := F(z,y(x)) fir z € I.

Ist y Losung von (24-ii), so ist @ differenzierbar auf I, und

() = Fy(z,y(2)) + Fy(z,y(2)) y'(x) = 0

y Lsg.
=P(z,y(x)) Q(z,y(x))

= & konstant auf

= F(x,y(x)):c firx € I'|, mit c€ R

Auflésen nach y(x) (falls moglich) liefert Losung y(z).
Gilt umgekehrt diese Gleichung fiir ein ¢ € R

=® =0 =y ist Lésung von (24-ii)

Satz 24.5. Ist (24-ii) exakt und F' eine Stammfunktion von (P, Q) und ist I C I; ein Intervall, y : I — R
differenzierbar mit y(z) € I fiir alle z € I, so gilt:

y ist Loésung von (24-ii) auf I < Jc€ RVz €I F(z,y(z)) =c
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Beispiel 24.6.

2z siny + 2% (cosy)y’ = 0, R =R?
—_———  ——
=P(z,y)  =Q(z.y)

Suche F' mit F,, = 2zsiny, F, = z% cosy.
Wihle F(z,y) = 22 siny (+¢).

zu 16sen:
F(z,y(z)) = 2”siny(z) = c
1 C T e e e
= y(z) = arcsin (?) auf [ = (selbst)

Fragen:

1. Wie kann man feststellen, ob (24-ii) exakt ist?

2. Wie kann man im Fall, dass (24-ii) exakt ist, eine Stammfunktion F' berechnen?

221

3. Wann kann man, falls (24-ii) exakt und F bekannt ist, die Gleichung F(z,y) = ¢ nach y (geschlossen,

oder zumindest theoretisch) auflésen?

Satz 24.7. Es seien P,Q € C'(R,R). Dann ist (24-ii) genau dann exakt (d.h. es existiert genau dann

eine Stammfunktion zu (P, Q)), wenn

P,=Q, aufR

Beweis:

e =% Sei F' Stammfunktion zu (P,Q), d.h. F, = P, F, = Q.

= F € C*(R,R)
und

P, = (Fz>y:Fzy 91 12

wa:(Fy)x:Qm

e <" hier ohne Beweis

zu Frage 2: (24-ii) sei exakt. Ansatz fiir F:

Fy(z,y) = P(z,y) = F(%y):/P(ﬂc,y) dx + c(y)

y fest

Auflerdem. Fy(z,y) = Q(z,y), also

(/p@mdgy+awéQuw>

= () = Q) ~ ( [ Pla) ds)

Y

Daraus c(y) mittels Stammfunktionsbildung.

Beispiel 24.8.

2 2
(12zy +3)+ 62° v =0 aufR

P(z.,y) Qz,y)



222 KAPITEL 24. SPEZIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG

P7Q601(R2,R), Py(zvy):]-?ﬁ:Q:r(mvy)

2?_ Differentialgleichung ist exakt.
F, =122y +3 = F(z,y) = 62y + 32 + c(y)

!
= Fy(z.y) = 62" +'(y) = Qa,y) = 62°
= d(y)=0 = cist konstant
= F(z,y) = 62%y + 3z ist eine Stammfunktion

Jetzt F(z,y) = c 16sen:

62y + 3z = ¢
-3

=y(z) = 067230 ist Losung der Differentialgleichung auf I = (0, 00) oder I = (—00,0)
x

Satz 24.9. (24-ii) sei exakt, F sei eine Stammfunktion zu (P, Q) (bzw. ,zu (24-ii)%). Ferner sei (2o, y0) €
R und sei Q(xo,y0) # 0.

Dann existiert in einer hinreichend kleinen Umgebung I von zg (I Intervall) eine eindeutige Losung
y: I — R des Anfangswertproblems

P(x7y) + Q('% y)y/ =0
y(xo) = o

Man erhélt y, indem man die Gleichung
F(z,y(x)) = F(zo,y0)

nach y(z) auflost.

Beweis: ®(z,y) := F(z,y) — F(zo, o)

= ®(z9,90) =0, und ®,(z0,%0) = F,(z0,%0) = Q(0,%0) # 0

Nach dem Satz iiber implizit definierte Funktionen (22.10):
3 Umgebung U von xg und genau eine differenzierbare Funktion y : U — R mit

y(zo) =yo und @(z,y(x)) =0 fiir alle x € U

Gegebenenfalls nach Verkleinerung von U: U = I Intervall.
Also: y(zo) = yo und F(z,y(z)) = F(z0,y0) (konstant!)
Nach 24.5: y 16st die Differentialgleichung. 0

Beispiel 24.10. (12zy + 3) + 62y’ =0, y(1) = 1.

Dann Q(zo,90) = Q(1,1) =6 # 0

(allgemein: Q(zo,yo) = 623 # 0 & x¢ # 0)

s.0. = F(z,y) = 62%y + 3z ist eine Stammfunktion und F(1,1) =6 +3 = 9.
Also lése F(z,y) = F(1,1) = 9 nach y auf.

Also: 6%y +3x =9

;299 auf I = (0,00) (damit g =1¢€1)

= y(r) = 5

Falls (24-ii) nicht exakt ist, so gibt es unter Umsténden eine Funktion u(z,y), so dass

w(z,y) - P(x,y) + p(z,y) - Qz,y)y’ =0
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exakt ist. Solch ein p heift integrierender Faktor von (24-ii).
Die Bedingung

(n-P)y = (- Q)x
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liefert eine sogenannte partielle Differentialgleichung fiir die Funktion u, die im Allgemeinen sehr schwierig

zu 16sen ist.

py P+ pPy = 2 Q + pQy

Hé&ufig héingt p nur von einer Variablen ab, z.B. von x. Setzt man dann den Ansatz
p= )

in (24-iii) ein, erhilt man

nyQx

W (z) = p() 0

Beispiel 24.11.

xsiny +ycosy+ (zcosy —ysiny)y =0

=P(z,y) =Q(z,y)

ist micht exakt.

Ansatz mit einem integrierenden Faktor pu(z)

Wr) Py—Qa
w(z) Q

la%ed

=1 & logluyl=x+¢ ceR

& p(r) =ce®, ceR

/
[/'L;dx:/ldm & loglul=xz+¢ < p=ce®

Die Differentialgleichung

e®(xsiny +ycosy) + e”(zcosy — ysiny)y =0

o
ist exakt. (Probe!). Diese 16sen wir

F(z,y) = /e””(w siny + ycosy) dz + f(y) = ey cosy + sin(y)(z — 1)e” + f'(z)
Es muss gelten: Fy, = Q*

F, =¢e"cosy — e®ysiny + cos(y)(z — 1)e* + f'(x) = e”(xzcosy — ysiny)

& f(y)=0 ~ wihle f(y) =0

= F(z,y) = e"”((xf l)sinerycosy)

ist Stammfunktion, die Losungen von (24-iv) sind
F(x,y)=¢, c€eR

in impliziter Form.

(24-iii)

(24-iv)
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24.2 Differentialgleichung mit getrennten Verédnderlichen

Wieder sei I1, I C R Intervalle, R:= 1y X Is. f: I; — Rund g : Is — R seien stetig. Weiter sei
Vyelr g(y) #0.

Die Differentialgleichung
y' = f(x)- g(y) (24-v)

heifit Differentialgleichung mit getrennten Verdnderlichen.
(24-v) ist gleichbedeutend mit

) + (=) =0 (24

X
e S
=:Q(z,y

Da f, é stetig auf I; bzw. I, existieren Stammfunktionen ® zu f und ¥ zu %.
Setze

F(z,y) = ®(x) — U(y) fir (x,y) e R=11 x I,
S B=0=[(=P), F=-¥=—0(=Q)

= F ist Stammfunktion zu (P, Q).
= (24-vi) ist exakt.
Ist g € I; und yg € Io, so wihle speziell

Y

O(x) = /f(t) dt, U(y) /g(lt) dt

Yo
Aus Abschnitt 24.1 folgt also:
Satz 24.12. I, I, f, g wie oben.

(1) Losungen von (24-v) erhélt man, indem man die Gleichung

/g(ly)dy/f(x)derc

(mit ¢ € R beliebig) nach y auflost. (,,differenzierbar®)

(2) Ist zg € I1, yo € I, so ist die (eindeutige) Losung des Anfangswertproblems

y' = f@)g(),  y(zo) =wo
gegeben durch

(nach y(z) auflésen)

Schematisch (formal):

Y = flx)gly) ~ o = F(@)9(y)
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Beispiel 24.13.

—~—
_1
Ty
————
=log |y
~ |y| _em—i-c:ec_em
#0
~ oy = tef e
~—
=:ceR

2) ¢ =14+9% flx)=1,9(y) =1+

1
A

=arctan(y)
~ y = tan(x + ¢)

(3) o' =5, 0() =1, J(2) =, 9(y) =

'\»/ydyz—/l‘dl‘-f—é
2

2
y 2t
Ty Tt

$y2=—x2+c = x2+y =c

=

= y(r) = tvVec—a2 (falls ¢ > 0, ¢ < 0 liefert keine Losung, vgl. auch 24.1)
y(1) =1 = + Zeichen, und 1 = ve—1 = ¢ = 2

y(z) = V2 —2? Losung der Anfangswertaufgabe auf I = (f\@, \@)

2 Ldsungen

Abbildung 24.1: Zwei Losungen der Differentialgleichung

2

(4) y/ = yw%o:y’ y(O) = %7 I, = Ra I, = (0, %)

/ycosydy:/er”” dz +c

partielle Integration liefert

ysiny + cosy = i(Qx —1)e* +¢
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Anfangswertproblem:

1
%sin% + COS% = 1(2 -0 —1)e*? +c

(3+1)-25 =1

= _l+<1+1> L
“cT1T\q /2

= Losung der Anfangswertaufgabe:

y(z)sin(y(z)) + cos(y(z)) = +(2z — 1)e* +¢

(Auflssung nach y(x) moglich nach Satz iiber implizit definierte Funktionen [in einer Umgebung von
xo =0, yo = %], aber nicht in geschlossener Form)

24.3 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Sei I C R ein Intervall und «, s : I — R stetig.
Die Differentialgleichung

y = a(z)y + s(z) (24-vii)

heifit lineare Differentialgleichung 1. Ordnung.
(24-vii) heiflt homogen, falls s(x) = 0 Va € I, sonst inhomogen.
Sind y1, y2 Losungen der homogenen Gleichung (s = 0) auf I und sind a,b € R, so gilt:

(ayr + by2)" = ayy + by = aa(x)yr + ba(z)y, = a(z)(ayr + by2)

= ay; + bys ist auch Losung der homogenen Gleichung.
= Losungen der homogenen Gleichung bilden einen Vektorraum.

Weiter: Sind y1, y2 Losungen der inhomogenen Gleichung

= (11— 1) = [a@)y +5(2)] — [a(2)y2 + s(z)] = (@) (1 — 12)

=y — yo ist Losung der homogenen Gleichung.

Ist y Losung der homogenen, y,' Losung der inhomogenen Gleichung, so ist
(+p) =@y + [al@)y, + s(2)] = @) (y +yp) + s(2)
= y + yp ist Losung der inhomogenen Gleichung.

Also: Die Menge aller Losungen des inhomogenen Problems ist gegeben durch

’ {yp +y: y Losung des homogenen Problems} ‘

wobei y, eine feste spezielle Losung des inhomogenen Problems ist.

Zunéchst bestimme die allgemeine Losung des homogenen Problems:

Satz 24.14. I,« wie oben. 8 : I — R sei eine Stammfunktion von a. Dann ist die allgemeine Losung
der homogenen Gleichung (24-vii) (¢ = a(z)y) gegeben durch

y(z) = Ce’@ fir x € I,

mit beliebigem C € R.

1p =, partikulsr®
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[Beachte: y' = a(z)y ~ f% dy = [o(z) dz+¢& ~ log(y) = B(z) + & ~ y = CeP@)]
Beweis: Zuniichst gilt fiir y(z) := Ce®®) (mit C € R):

y'(x) = C ' (2) e’ = a(x)y(x)
——
=a(x)
= st Losung.

Sei nun y irgendeine Losung der homogenen Gleichung. Setze

TS SN /1C))
)=, ()= U
—a(@)y(2) —a(@)2(2)
/ !
Loy = V@) @) =v@) @) e ser
z(x)?

= ®(x)=C (zel) miteinem C R

= y(z) = Cz(z) = Ce @ fiiralle x € T

Beispiel 24.15.

(1)
y' =(sinz)y, (I=R)
——
=:a(z)
= fB(x) = —cosz

— Ccos T

= allgemeine Losung: y(z) = Ce

(2) Anfangswertproblem: y’' = (sinz)y, y(0) =1
3y(:1c):Ce_C°””7 Coe0l] = (C=e

l—cosz

= Losung: y(z) =e
(3) y/ = %yv y(l) =2,1= (0’00)7 a(x) = %
= f(z) =logx

= allgm. Losung der Differentialgleichung: y(z) = Ce!°8® = Cx
Anfangswertproblem: C-1=2= C =2
= Losung: y(z) = 2z

Aus 24.14 erhélt man insbesondere:

Korollar 24.16. I, « wie oben. Sei zg € I, yg € R.
Dann hat das Anfgangswertproblem

Yy =a(x)y,  ylwo) =0

genau eine Losung.
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Beweis: 24.14 = y(z) = Ce? (#) allgemeine Losung der Differentialgleichung.
Anfangsbedingung: Cef(#0) i Yo = C = yoe P®0) eindeutig

= y(z) = yoeB@)=F@o)  eindeutige Losung

O
Wir brauchen (wegen der linearen Struktur, s.o.) nun eine spezielle Losung des inhomogenen Problems.
Sei wieder ¢ Stammfunktion zu a.

Ansatz fiir eine spezielle (partikulire) Losung:
yp(x) = C(2)ef® ,» Variation der Konstanten“

= yp(z) = C'(2)e’ ™ + C(x) B/ (x) ")
vt
a(x)yp(z) + s(x) = a(a:)C(a;)eB(”) + s(x)

D.h. y, 16st das inhomogene Problem genau dann, wenn
O (2)eP® = s(x)

& CO'(z) = e PP s(x)

< Cx) = /e_ﬁ(t)s(t) dt

xT

= |yp(z) = 4@ /efﬁ(t)s(t) dt| spezielle Losung der inhomogenen Gleichung

Insgesamt erhélt man:

Satz 24.17. Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (24-vii) ist gegeben durch (8 Stamm-
funktion zu «)

x

y(@) = CP@ 4 5@ / =B (1) dt

Die lineare Differentialgleichung (24-vii), zusammen mit der Anfangsbedingung

y(wo) = yo

(mit 29 € I, yo € R beliebig) wird also eindeutig gelost durch

y(z) = B@=B@0) .y @) / e PO s(t) dt

xo
(auf ganz I)
Beispiel 24.18.

(1) ¢ = (sinz)y + sinx
Die Stammfunktion zu «(z) = sinz: 3(x) = —cosz
= allgemeine Losung:
T
y(z) =Ce™ % 4 e~ CO”/eCOSt(sint) dt =Ce™ % -1
—_———

=(—ecost)’
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(2) o =20y + 2
Stammfunktion zu a(x) = 2z: B(z) = x?

= allgemeine Losung:

ylx) = Ce” + e / et dt = Ce” — i
(35
Dann Anfangsbedingung y(0) = 1:
1=ce” -l=c-1 = (=

1
2 2

= eindeutige Losung des Anfangswertproblems:

2
y(@) = 3" =3

24.4 BEerRNOULLIsche Differentialgleichung

I C R Intervall; g, h : I — R stetig. Die Differentialgleichung

Y +g(x)y+h(z)y? =0

(mit o € R fest) heifit BERNOULLIsche Differentialgleichung.

In den beiden Féllen o = 0 und p = 1 ist sie linear.

Im folgenden sei also g # 0,0 # 1.
Es gilt fiir (,, Variablentransformation®)
d ==y y =(1- 0y °[~g(x)y — hx)y’]
=|-(1- 0)g(x)z — (1 - Q)h(x)|

lineare Differentialgleichung fiir z.

Losen; dann y := 277 16st (24-viii).
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(24-viii)

(24-ix)

Hier muss ggf. das Intervall, auf dem y definiert ist, gegeniiber dem, auf dem 2z definiert ist, weiter

eingeschrankt werden, damit y := 2% dort wohldefiniert ist.

Beispiel 24.19.

3 3 3
Zl4y/( {4 +(1+ ) > Z+3(1+:17)

y 1+z l+z

Anfangsbedingung: z(0) = m =1
3

Eindeutige Losung: (Stammfunktion zu a(z) = ==: f(z) = 3log(1 +z) =

1+z

log(1 + z)3)

Z(IL‘) _ (71) 10g(1+:1:)3 10g(1+0) +e log( 1+$ / log(1+t (]_ + t) dt
0

3 xT

-1 341 3ol =
1+2)°+(1+2) [ 1+t]0
——

=izt

=2(1+2)°-31+2)?=1+2)*[2(1+=z)—3]
)

=(1+2)%2z—1) (def. auf ganz R

V(1+x)2(2x—1)
definiert auf I = (—1, %)
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24.5 RiccATische Differentialgleichung

I C R Intervall; g, h, k : I — R stetig. Die Differentialgleichung
Y +g(@)y + h(z)y® = k(z) (24-x)

heifit RiccATIsche Differentialgleichung.
Sind y1,y2 Losungen von (24-x), so setze u 1= y; — ya.

Dann:

v = [—g(@)y1 — h(2)yi + k()] — [—g(2)y2 — h(z)y3 + k()]
= —g(z)u — h(z) (47 — v3)
~———
—u(ut2ys)
= —g(z)u — h(z)u® — 2h(z)ys - u
= —(g(m) + 2h(x)y2(x))u — h(z)u? (BERNOULLIsche Differentialgleichung fiir u)

Also: Falls eine Losung yo von (24-x) bekannt ist (in der Regel durch ,scharfes Hinsehen*), so bestimme
die allgemeine Losung u obiger BERNOULLI-Differentialgleichung; dann ist mittels

Yy="vy2+u

die allgemeine Losung von (24-x) bekannt.



Kapitel 25

Systeme von Differentialgleichungen

erster Ordnung

25.1 Allgemeines

Ein System von Differentialgleichungen 1. Ordnung besteht aus n Differentialgleichungen

yll :fl(xaylw"?yn)
yl2 = fQ('raylw-'ayn)

y;z = fn(xuylw"vyn)

mit gegebenen fi,..., f, : D — R (wobei D C R"*!) und gesuchten (unbekannten) y1, ..., yp.

Abkiirzungen: y := (y1,...,yn) (vektorwertige Funktion)
Punkte (z,y1,...,yn) € D schreibe als (z,y).

f=01,...,fn): D—R™
Obiges System kann also geschrieben werden als

y = f(z,y)

Ist I C R Intervall und y = (y1,...,yn) : I — R™ differenzierbar auf I (also yi, ...

so heifit y eine Lisung von (25-1), wenn:

Vel (z,y(z))eD und ¢ (z)=f(z,y(x))
Ist zg € R, yo € R™ mit (x0,y0) € D, so heifit

v =r(y),  ylzo) =wo

ein Anfangswertproblem fiir das Differentialgleichungs-System (25-1).

(25-1)

, yn differenzierbar),

(25-ii)

Ist y eine Losung von (25-1) auf I und gilt 2o € I sowie y(xg) = yo, so heift y eine Lisung des Anfangs-

wertproblems (25-ii).

Satz 25.1 (Existenzsatz von PEANO). f: D — R" sei stetig auf D, D C R""! sei offen, und es sei

(%0,90) € D.

Dann hat das Anfangswertproblem (25-ii) eine Losung. (auf einem moglicherweise ,kleinen® Intervall

IBCL‘())

Definition 25.2. Sei g = (g1,...,9n) : [@,b] — R™ eine Funktion mit g; € R[a,b] (j =1,...,n).

231



232 KAPITEL 25. SYSTEME VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG

Dann setze
b b b
/g(t) dt = /gl(t) dt, .. .,/gn(t) dt | e R"

Satz 25.3 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von PICARD—LINDELOF). Sei f : D — R" stetig,
D c R™*! offen, (x9,y0) € D.

Ferner geniige f auf D einer LIPSCHITZ-Bedingung bzgl. y, d.h. es existiert ein L > 0 mit
V(w,y),(x,g)eD ||f($,y)—f($,17)|| SL”y_gH

Dann hat das Anfangswertproblem (25-ii) genau eine Lisung (auf einem moglicherweise , kleinen“ Inter-
vall I 3 xp).

Setzt man bei , geeignetem“! y(©) € C(I,R")

s @) =g+ [ £ (s P0) at e,

g
so konvergiert die Folge (y(k)) i €N2 gleichméfig auf I gegen die Losung des Anfangswertproblems.
Bemerkung 25.4. Statt einer offenen Menge D C R™*! sind auch Mengen der Form

D =Ja,b] xR"
zuléssig, sowohl fiir 25.1 als auch fiir 25.3.

Beispiel 25.5. n =1, ¥’ = /|y|, y(0) = 0. (Differentialgleichung mit getrennten Variablen)
Lésen ~ y(z) = 12?2 (fir z > 0)

fiir z <
= |y(z) = {0 rz <0 (vgl. Abb. 25.1)

im2 firxz >0

Abbildung 25.1: Eine Losung zum Beispiel 25.5

AuBlerdem: ist Losung des Anfangswertproblems.

[Weitere Losungen: vgl. Abb. 25.2]

flz,y) = \/m ist in der Tat stetig, aber f geniigt keiner LiPSCHITZ—Bedingung bzgl. y:
Annahme: Es existiert ein L > 0 mit || f(x,y) — f(z,9)|| < L|ly — g|| fur alle z,y,7 € R, dann also.

Vvl = VIl < Lly =3 = L[Vl = Val] - (V] + Vi)

§>0

<;>~ 1<L (\/ ly| + |g]\) 4 fiir |y|, |g| hinreichend klein
Y77

1T hinreichend klein
2k ist hier Folgenindex, keine Ableitung
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1/4(x—cf 1/4(x-cf

C Cc Cc

-1/4(xcf

Abbildung 25.2: Weitere Losungen zum Beispiel 25.5
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Satz 25.6. Es sei D =1 x R", I C R (kompaktes) Intervall. f: D — R™ stetig. Die partielle Ableitung

Ofi
0y

mogen auf D existieren und seien beschrinkt auf D (i,5 =1,...,n).

Dann gilt die Behauptung des Satzes von PICARD-LINDELOF 25.3. Die eindeutige Losung ist ferner auf

ganz I definiert.

Beweisidee: Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

[fi(x,y) = filz, 9)| = [(grad fi)(z,n) - (y — 9)|
mit n € Verbindunsstrecke zwischen y und g.
= filz,y) = filz, 9)| < |(grad fi)(z, n)| -[ly — gl
—_
<L (solch ein L ex.)

= LipscHITZ-Bedingung.
Fiir den Rest des Abschnittes spezialisieren wir uns auf den Fall:

O

I C R Intervall, a;, : I — R gegebene stetige Funktionen (j,k =1,...,n), und by,...,b, : I — R stetig;

setze
ain(z) - aip(x) by (x)
A(z) = , b(x):=
anl(x) tee Ann (x) bn(x)
Das zu untersuchende System ist
Y1 Y1
Sl =A) | | +b(z);  kurz ¥ = A(z)y + b(z)
Yn Yn
dieses System heif3t lineares Differentialgleichungssystem.
Satz 25.7. Sei xg € I, yo € R™. Dann hat das Anfangswertproblem
y'=Alx)y +b(x),  y(zo) = yo
genau eine Losung auf ganz I.
Beweisskizze: f(z,y) := A(z)y + b(z) stetig auf D :=1 x R"
Sei [a, b] kompaktes Intervall mit zg € [a,b] C I.
Dann gilt:
Vo € [a,0], y,§ €R™ ||f(z,y) = f(z, 9l = |Alz) - (y = DI < [[A@)] -lly — 7l
——

< A
< max [ A)]

=:L
= LIpscHITZ-Bedingung

=2, Eindeutige Losung des Anfangswertproblems auf [a, b].

= Eindeutige Losung auf I.
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Satz 25.8.

(1) Durchlduft y, alle Losungen des homogenen Systems

y' = Az)y
und ist y, eine spezielle Lésung des inhomogenen Systems
y' = A(z)y +b(x) (25-iii)

so durchlduft y, + y, alle Losungen von (25-iii).
(2) Die Losungen des homogenen Systems y' = A(x)y bilden einen Vektorraum V.
(3) Fiir yM, ...,y €V sind folgende Aussagen équivalent:

(a) yM, ... y® sind linear unabhingig.
(b) Ve €T yM(¢),...,y*)(€) sind linear unabhingig im R”.
(c) 3¢ T yM(&),...,y"(€) sind linear unabhingig im R™.

(4) Sei € € I, und fiir j € {1,...,n} sei 209) die (eindeutige!) Losung des Anfangswertproblems
y'=Al)y,  y&) =¢;
Dann ist {z(l), cee z(”)} eine Basis von V. Insbesondere gilt also dim V' = n.
Beweis:
(1) wie im Fall n = 1.
(2) (ay1 + By2)' = A(z)(ay1 + By2) VYy1,32 €V, a, BER
(3) e ,(a) = (b)“: Sei ¢ € I und seien cy,...,c; € R,
ey (€) + -+ ey =0
Setze y := c1y™ + -+ 4 cpy® (% V, d.h. y' = A(z)y, und es gilt y(£) = 0.

= y 16st das Anfangswertproblem y' = A(z)y, y(§) = &
Die Funktion = 0 16st dieses Anfangswertproblem ebenfalls!
Losung eindeutig (25.7) = y =0 auf I

= ayP 4+ +eoy® =0auf I

= ¢ =--=¢,=0,dayD, ...,y €V linear unabhingig.
* ,(b) = (c)* Klar (I #0)
e .(c) = (a)“: Seien ¢y,...,c,r € R und

ayM 4+t ey® =0auf I
evVeel ayV@) + - +ay®@) =0
= ay(©+- + ey =0 (mit € aus (c))

(——C>) cio=-=¢, =0

(4) Nach (3) sind 2™, ..., 20" linear unabhiingig in V, denn
() =ey,..., 2" (€) = e, sind linear unabhiingig in R"
=dimV >n

Wiire dim V' > n, so existiere ein y(®) € V mit
PAC ,z(”), y(o) linear unabhéngig in V

(:>) z(l)(f), o2 &), (0 (&) linear unabhingig in R™ 4
3

n+1 Vektoren
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O

Definition 25.9. n linear unabhingige Losungen von y' = A(z)y (also eine Basis von V') nennt man
auch ein Fundamentalsystem (FS) von y' = A(z)y.

Die konkrete Berechnung eines Fundamentalsystems ist unter den bisher gemachten allgemeinen Bedin-
gungen i.a. nicht moglich.

25.2 Lineare Differentialgleichungs-Systeme

Betrachte nun den Spezialfall, dass die Funktionen a;, : I — R alle konstant sind. Wir betrachten also
jetzt das lineare Differentialgleichungs-System mit konstanten Koeffizienten

y' = Ay + b(x). (25-iv)
und zunéchst das homogene System

y' = Ay (25-v)
Es sei p(\) := det(A — AI) das charakteristische Polynom von A. Also gilt:

YA € C X Eigenwert von A < p(A\) =0

Da A in unserem Fall reelle Koeffizienten hat, gilt:
Ist A € C Eigenwert von A = p(A) =0

= p(A) =0 Koﬁeell p()\) =0

= )\ ist Eigenwert von A
Satz 25.10 (Lésungsverfahren fiir ¢y = Ay).
(1) Bestimme die verschiedenen Nullstellen Aq,..., A, € C von p, also gilt
PO) = (=)A= )™ - (A= Ao)™ - (A =A™
mit k1,..., k- € {1,...,n}.
Es gelte etwa:
Ayeoo dm ER; Amtls--s A €C\R
Also
A4l = 1,y Amgs = Hs
Amtst1l = [y -5 Amt2s = fls

(Kann im Falle n > 5 schiefgehen, da die Nullstellen von p(\) dann mdoglicherweise nicht durch
»Radikale“ (geschlossene Formeln) bestimmbar sind.)

(2) Fiir Ay,..., A\ppts bestimme eine Basis von
Kern ((A — A\ 1))
(Mntst1 = H1,- -« Amt2s = fis bleiben unberiicksichtigt)
(3) Seij € {l,...,m+ s} und v einer der in (2) bestimmten Basisvektoren von Kern ((4 — \;1)%).
Dann existiert ein m; < k; (m; abhéingig von v) mit

(A=ND™v=0, (A=ND™""v#0
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mji—1
- Y s —
y(x) = N7 v+ 2(A— NI+ — (A NI ~+W(A—Aj1) i~y

Ist \; € R (also j € {1,...,m}) = y(z) € R" und y 16st y = Ay «— Beitrag zum FS
Ist \; e C\R (also j e {m+1,...,7})

= Re(y(z)), Im(y(z)) (komponentenweise) losen y' = Ay

= Rey, Imy beide Beitrag zum FS.

Fiihrt man (3) fiir jedes A; (j = 1,...,m + s) und jeden Basisvektor v von Kern((A — X;1)*) durch, so

T
erhilt man insgesamt ein Fundamentalsystem fiir y' = Ay (beachte > k; = n)
j=1
Spezialfall: A sei reell diagonalisierbar, also existiert eine Basis (¢1,...,%,) von Eigenvektoren zu Ei-
genwerten A1,..., A\, € R

= Ein Fundamentalsystem y"), ..., y(") von y/ = Ay ist gegeben durch

yV (@) == M7y
Beweis:

N/
(y(])) = NNty = N (i) = A (M) = Ay (z)
—
=At;

AuBerdem sind (y™1)(0),...,y™(0)) = (¢1,...,%,) linear unabhingig.
=y ...,y linear unabhingig in V. O
Beispiel 25.11.

(1)

0o 1 -1
y=1-2 3 —-1]y
-1 1 1

—_———
=:A

p(A) = det(A — ) = —(A = 2)(\ — 1)? (=2M=2 k=1 =1,k =2)
)\1:2Z

0
Kern(A — 27) = < (1 >
1

0 0
= yW@)=e® 1| = [e*
1

62.’16

/\2:1:

O = =

Kern(A—-1) = <

Kern((4 <

O == ~_—
= o O
\/
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Also
1 0 -1
A-I)(1] =0 (A-D|0]=1]-1
0 1 0
1 e’
= y(2) (x)=€e"[1] =|¢€"
0 0
/0 0
Y@y =e* [0 +2(A-T) [0
L\ 1
[ /0 -1
= ||0] +2| -1
L \1 0
—xe”
= | —ze”
el‘

Allgemeine Losung von ¢ = Ay:

y(z) = c1yM (2) + ey (z) + 3y (2)

coe” — czxe®
= [ c1€®® + coe® — c3ze® |, c1,c2,c3 € R
1% + c3e”

0 2 0
y=[0 0 2|y
-110
p(N) =det(A = AI) = A+ 2)[A = (1 +0)] - [A = (1= 1)]
A= —2:

1
Kern(A+2[)—< -1 >
1

1
= yW(@)=e2 | -1
1

Ao =141

2—2
Kern(A — (14 )I) = < 2 >

141

4 2—-2 2—2
= y(z) = eHe 2 = e”(cosx +isinx) 2
141 1+

2cosx — 2icosx + 2isinx + 2sinz

=e 2cosx + 2isinx
cosST +icosx + isinx —sinx
2cosz + 2sinx 2sinx — 2cosx
=e” 2cosT 4 e” 2sinx
cosx —sinx coszx + sinx

=y () =y (z)

237
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OO = OO

(A-1)?

0 0
(A —1T1)? 1): (0)

—2 0

0 4
(A —1)? o) :(

1

Wir betrachten jetzt die inhomogene Gleichung

y = Ay + b(z); b: I — R stetig
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Wir kénnen jetzt sogar wieder z—abhéingiges A zulassen. Wir brauchen allerdings ein Fundamentalsystem
von y' = A(z)y.

Sei yMW, ..., y™ ein Fundamentalsystem; bilde daraus die sog. Fundamentalmatriz
V(@)= (y0@) [y @) | - |y™(@))
Die allgemeine Losung von y' = A(z)y lautet:
C1
ayM (@) +eyP @)+ +ey™(@) =Y@) | | =Y(@)e mit c=(cr,...,¢,) €R”
Cn

Ansatz fiir eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung:

yp(r) = Y(z)e(r)  ,Variation der Konstanten®
(c=(c1,-..,cn), ¢; differenzierbar)

= o) = (1) @] | (1) @) eto) + V@) 0

= (A@w I @) | - | 4@ @) (@) + Y (2)¢ ()

& d(2) =Y (x) " b(x) (da y™M(z),...,y"™ (x) linear unabhingig, also Y (z) invertierbar)

& clx)= [ Y(t)"'b(t) dt (komponentenweise)

T

= |nn() = V() [ YO 00 di

ist spezielle Losung der inhomogenen Gleichung y' = A(z)y + b(z).

= Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist also

x

y(x) = Y(z)c+ Y (2) /Y(t)*lb(t) dt, ¢ € R™ beliebig

Beispiel 25.12.

p_ (L 0N, (e
y* 0 _1y e—ac

= Fundamentalsystem

e (). -]

- Y(@:(eg eoz) - Y(x)—lz(e: 6‘1)

x

« [rovwoas [(2)(5) a= ] () o= ()

= allgemeine Losung:

(e 0 c1 e’ 0 z\ [ ce® +xe® -
y(x) = (O ez) (02) + (0 e“’) (x) = (026“" +:Eez> ; c1, ¢z € R beliebig
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25.3 Reduktionsverfahren von D’ ALEMBERT

Gegeben sei das System

y'(z) = A(@) - y(x) (25-vi)
auf einem Intervall J. (y = (y1,...,Yn), 4 = (ajk(x))j - )

Im allgemeinen ist es nicht moglich, die Losungen in geschlossener Form anzugeben. Ist jedoch eine Losung
9 bekannt, 148t sich das System auf ein System mit n — 1 Differentialgleichungen zuriickfithren mittels
des Ansatzes

y(x) = p(x) - §(x) + 2(z) (25-vii)

Dieses y lost (25-vi) genau dann, wenn
Z=Az—¢ -9
In Komponenten ausgeschrieben:

0= a2 — ' (25-viii)
j=2

Vk=2,...,n: 2z, = Z apj(x)zj(x) — @' (2)gk(z) (25-ix)
j=2

Eliminieren von ¢’ ((25-viii) in (25-ix)) ergibt:

:i( -_alwl)zj (k=2,...,n) (25-x)

also ein homogenes System mit n — 1 Gleichungen.

Dabei ist §1(z) # 0 in J vorausgesetzt (statt der ersten kann man auch eine andere Komponente aus-
zeichnen: z; =0, g; # 0 in J).

Ist (22,...,2,) eine Losung von (25-x), dann erhilt man aus (25-viii)

1 n

)= [ — a1z dx
) / Ui Z v
=2
und daraus eine Losung von (25-vi) gemaﬁ (25-vii).
Hat man ein Fundamentalsystem Z(x ( ) ")) von (25-x), so fithrt dies auf n — 1 Losungen
y@ ..., y™ von (25-vi), die zusammen mit gj ein Fundamentalsystem von (25-vi) bilden.

Beweis: der linearen Unabhéngigkeit.
Sei fiir k=2,...,n: y®* = pp(z)) + 2% und sei

MG+ Ay® 4+ Ay =0 e R (25-xi)
Fiir die erste Komponente folgt (wegen zik) =0):

AL+ X2+ -+ Appn =0
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Mit ¢ multipliziert und von (25-xi) subtrahiert ergibt

= A\ =0

Beispiel 25.13.

2
Eine Losung ist g(t) = (iﬁ)

Ansatz:
%)+ (2)
S () = (i (-1)?) A1) = % - 2(t)

Eine Losung ist z(t) = ¢.

wenn wir J = (0, co) zugrunde legen.

= y(t) = —logt (Z) " (?) - (t(lotgz L}Ofi))

ist eine zweite Losung des urspriinglichen Systems.

= ein Fundamentalsystem ist

2 —t?logt
Yt) = (—t t(logt + 1))

Bemerkung 25.14. Reduktionsverfahren fiir
Yy +ana @y + -+ aoy() = 0

geht mit dem Ansatz y(t) = g(t) - z(t).

241
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Kapitel 26

Lineare Differentialgleichungen
héherer Ordnung

Wir betrachten eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung
Y™ +a, 1y Y 4 ar (@)Y + aolz)y = b(x)

mit gegebenen ag,...,a,—1: 1 — R, b: I — R, alle stetig. (I Intervall)
Gesucht ist also eine n-mal differenzierbare Funktion y : I — R, so dass

Vo el Y (@) + a1y V(@) + -+ agy() = b(a)

Setze
y(z)
y'(x)
2
2(z) = () , alsoz:I—R
y" Y (z)
Dann ist (26-1) dquivalent zu
0 1 0 0 0
— - 0 z+
0 | 1 0
—ag(z) o e e —an_1(2) b(z)
Aus Abschnitt 25 erhalten wir daher:
Satz 26.1.

(1) Sei xg € I; seien yo,y1,Y2,- - -, Yn—1 € R vorgegeben.

Das Anfangswertproblem
y(’rl) + a’ﬂfly(n_l) + e + aoy(l’) = b(x)

y(z0) = vo, ¥'(x0) = y1, - ¥V (w0) = Yn

Yo

Y1
S z(xo)=

Yn—1

hat genau eine Losung auf I.

243
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(2) Die Losungen der homogenen Gleichung (b = 0) bilden einen n-dimensionalen reellen Vektorraum V.

Definition 26.2. Sind y1,...,y, : I — R Losungen der homogenen Gleichung und sind y1, . .., y, linear
unabhéngig in V| so nennt man vy, ..., ¥y, wieder ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung.

Satz 26.3. Ist y1,...,y, ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung und ist y,, eine spezielle Losung
der inhomogenen Gleichung, so hat jede Losung der inhomogenen Gleichung die Form

Yy=cyi+ -+ cuYyn +yp mit c1,...,c, €R
Wir spezialisieren jetzt:
ag,a1,...,0an_1 Seien konstant

Die Differentialgleichung heif3t dann lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten.

Wie bei obiger Transformation sei nun

0 1 0 0
A= .
0 0 1
_aO _al .« .. ... _an71

Durch Entwicklung nach der letzten Zeile erhélt man
p(A) =det(A— A1) = (=1)" [A\" + an1 A" '+ -+ a1 A +ag)
charakteristisches Polynom der Differentialgleichung n-ter Ordnung
harakteristisches Pol der Diff ialgleich Ord

Aus 25.10 erhalten wir folgende Methode zur Bestimmung eines Fundamentalsystems:
(1) Bestimme die verschiedenen Nullstellen Ay, ..., A, von p(\) und deren Vielfachheiten.
PO = (F1)" (= A (= A
Dabei seien

/\1,...7Am€R; Am+17~-~7A7‘€(C\R

/\m+1 :M17~-~7/\m+5 = Ms
)\m+1+s :mw'w)\erQS = s (m+28 = T)

(2) Sei j € {1,...,m}. Dann sind

eNT peti® g2ehiT L gRimiehi®

k; Beitrdge zum Fundamentalsystem

(3) Seije{m+1,....,m+s}, \j =a; +i0;, (a;,8; €R, B; #0)

Dann sind
e® cos(Bjx), we®™® cos(fjx), ..., x™1e cos(fx)
e sin(Bjx), xe®”sin(B;z), ..., a¥1e% " sin(B;x)

2k; Beitrdge zum Fundamentalsystem.

(4) Fithrt man (2) fiir j=1,...,mund (3) fir j =m+1,...,m+ s durch, so erhélt man insgesamt ein
Fundamentalsystem.
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Beispiel 26.4. y® 4+ 4y + 2y — 4y" + 8y’ + 16y = 0
charakteristisches Polynom:
p(A) = (=1)"(A° + 41" + 207 — 4X* + 8) + 16)
= (D" +22A=(1=9)] - [A—(1+1)]

A= —2 k=3
= yi(x) =™, yae) =2, ys(z) =2t
No=1—i, ky=1
= ga(x) =e"cos(—x) =e"cosx
Js(z) = €"sin(—z) = —e"sinx
= ys(z) =e"cosz, ys(x)=e€"sinx
= allgemeine Losung:
y(z) = e % (c1 + cax + c32°) + €* (cacosz + ez sinz) mit c,...,c5 ER

Um eine spezielle Losung y,, der inhomogenen Gleichung zu erhalten, kann man immer mit Variation der
Konstanten zum Ziel kommen:

Ist y1,...,y, ein Fundamentalsystem der Gleichung n-ter Ordnung, so ist ein Fundamentalsystem des
dquivalenten Systems 1. Ordnung gegeben durch

Yj
vj
2 = y;—’ , J=1,...,n
y](-”;l)
also eine Fundamentalmatrix Z durch
n . Un
Z(x) = E Co | @)
p e Y
= Spezielle Losung der inhomogenen Gleichung beim System 1. Ordnung:
. 0
wie) =2 [zt 1|

b(t)
Die 1. Komponente von z, ist dann eine spezielle Losung y, der inhomogenen skalaren Gleichung n-ter
Ordnung.

26.1 Differentialgleichungen mit speziellen Inhomogenitéiten

Fiir spezielle Inhomogenitéiten b(x), ndmlich
b(z) = q(x) - e** cos(Bx)

mit o, € R und einem Polynom ¢ vom Grad k, kann man mit folgendem Ansatz fiir eine spezielle
Losung y, einfacher zum Ziel kommen:'

(z) = (4(x) cos(Bx) + () sin(Bx))e*® falls p(a 4+ i8) # 0
Yp 2 (G(z) cos(Bx) + ¢(z) sin(Bz))e*® falls o + i3 eine v-fache Nullstelle von p ist

Dabei sind ¢ und ¢ anzusetzen als Polynome vom Grad k.

IDie folgenden Aussagen gelten analog auch fiir b(z) = q(x) - e*® sin(Bz)
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Beispiel 26.5.

V) "~y =21

1. homogene Gleichung: charakteristisches Polynom: p(\) = —(A% — \) = =A(A — 1)(A + 1)
= Fundamentalsystem: (601) =1, €%, e *

2. inhomogene Gleichung: b(z) = z — 1 (von obiger Form mit ¢(z) =z — 1, a = 3 =10)
= Ansatz mit Polynomen ¢, § vom Grad 1:

Yp(z) = 2" (4(2) cos(0z) + G(z) sin(0z))e®”

(z1, da 0 + 40 einfache Nullstelle von p(\))
d.h. yp(z) = z(az + b).

= y,(r) =2ax +b

yg(x) = 2a
Yp (x) =0
= v, (x) —y,(z) = —2azx — b o1

— _1 _
:>a—_§7 b=1

1
= ypla)=o— 512
= allgemeine Losung von ¢y —y' =z — 1:
x —x 1 2
y(x) =1 + coe” +cze™ " +x — 51‘

(2) ¥ 4+ 4y’ = cos(2x)

1. homogene Gleichung: charakteristisches Polynom p(A) = A% + 4\ = A\(\ + 4)
= Fundamentalsystem: 1, e~4®

2. inhomogene Gleichung: (¢ =1, a =0, §=2)
= a + i = 2i keine Nullstelle von p.
= Ansatz:

Yp(x) = acos(2x) + bsin(2x)

= y,(r) = —2asin(2z) + 2bcos(2x)
Yy, () = —4a cos(2x) — 4bsin(2x)

= y, (x) + 4y, (z) = (—4a + 8b) cos(2x) + (—4b — 8a) sin(2x) N cos(2x)

& —4da+8 =1, —4b—8a=0

70 "7 1o
1 1.
= ypla) = ~30 - cos(2z) + 10 - 8in(2x)

= allgemeine Losung von y” + 4y = cos(2z):

1 1
y(z) = 1 + cae™ ™ — %0 - cos(2z) + 10 - sin(2z)
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26.2 FEULERsche Differentialgleichungen

Die EULERsche Differentialgleichung ist eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit nicht-
konstanten Koeffizienten, bei der man dennoch ein Fundamentalsystem geschlossen angeben kann:

anx"y(”) + an,lx”’ly("*l) +tazy +ay=0

d.h. die ,alten“ a;j(x) sind jetzt gegeben als a; - 27 (mit ,neuen* Konstanten ay, ..., an, a, # 0).
Mit y(z) ist auch y(—=z) Losung (Nachrechnen)
= Betrachte nur positive x.
Substitution: x = et; d.h. setze u(t) := y(e?)
Dann:
u(t) =y () = 2/ (2)
u'(t) =y (e)e* +y'(e)e’ =2y’ (z) +ay ()

Dies fiihrt auf eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten fiir u.
Beispiel 26.6. z2y” —3zy' + 7Ty =0
u(t) =y (e') =y(z
(1) = ' () —
y'(e)e* +y' (et =aPy"(x) +ay(2)

0=a2%y" —3zy’ + Ty
= (@®y" +ay') —day' + Ty
=" (t) — 4u/(t) + Tu(t)

Charakteristisches Polynom:
p(N) = A2 =4\ 47

Nullstellen: 2 + iv/3

= Fundamentalsystem:
u1(t) = % cos (\/§ . t)
us(t) = e* sin (\/§ . t)

Jetzt Transformation z = e!, u(t) = y(e') riickgéingig machen:

= Fundamentalsystem:
y1(x) = 2% cos <\/§ -log x)
yo(t) = 2% sin (\/5 -log :c)

26.3 Weitere Spezialfille

Gegeben sei eine Differentialgleichung der Form
F(yvylvy/,) =0

auf einem Intervall J, in der die Variable x nicht explizit auftaucht.
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Falls es eine nicht-konstante Losung y gibt, dann gibt es in J eine Stelle z1 mit y'(x1) # 0. Zumindest in
einer Umgebung von z; ist dann y umkehrbar. Man fithrt die neue Funktion

p(y) =y (z(y))

ein, wobei z(y) diese Umkehrfunktion ist. Es gilt dann:

y" (z(y))

P(y) =y"(x(y) -2'(y) = o)’

also
pp=y"

und es ergibt sich die Differentialgleichung erster Ordnung
F(y,p,pp') =0

fiir p(y).
Ist p(y) eine Losung, dann erhilt man z(y) als Stammfunktion von ﬁ und daraus y(z) als Umkehr-
funktion (eventuell nicht explizit):

p(y) =y (z(y)) = ﬁ = x(y) =/$ dy

Anfangsbedingungen transformieren sich folgendermaflen:

y(xo) = yo, Z/(xo) =y ~ ply) = y’(a:(yo)) =W
N———

x(yo)=o
Spezialfall:
y' = f(y)

Es sei F' eine Stammfunktion von f. Man kann diese Differentialgleichung mit der sogenannten ,Energie-
Methode“ 16sen:

v =1y = 2y =2/f(y)
o () =2 F(y()
© (U)2=2F@) +a

= ¢ = +/2F(z) + a,
wobei das Vorzeichen und der Wert von a durch Anfangsbedingungen festgelegt werden.
Warum ,,Energie-Methode*“?
Sei F' ein Kraftfeld, das einem Potential entspringt:

—VV(z) = F(x)
Bewegungsgleichungen (NEWTON): mi(t) = F(z(t)) = —VV (z(t))

= 2m-%-%=-2¢-VV(zx)

d . d
& mo (a?) = 72%V(x(t))

& mi® = -2V (z(t)) +2E

2

kin. Energie

s B= 2 4 V(z) = konstant
——

pot. Energie
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Beispiel 26.7.
(1) y" =y -siny, y(0) =0, ¥'(0) = 1 ~ z(0) = 0, p(0) = ¥'(0) = 1

= p-p =p’siny

Yy
log p(y) — log p(0) = / sinn dn
0

= aly) = 2(0) = [ e dn
0

/

2 W)P=2y-y,p=v,y =pp
= p> =2y pp

Falls p # 0 (y = ¢ = konst. ist eine Losung),:

/
= o
P

1
== & logp®=log(y-c)
Y
= py)?=cy = y=*/cy
= +2. Joy=x+b
= y(2) = §(z +b)* = a(z +b)*
Weitere Losungen der Differentialgleichung: y(z) = c.

"2 ’
(3) ' =WLE =y =p-p

p(p+1
Ly Pt
Y
p/
N \ (y = ¢ # 0 ist eine Losung)

_1
p+1 y
< loglp+1|=logley] = p+l=cy

=9y=cy—-1 = %log|cy—1\:x+l~1
= cy—1=be™
jy(x):%(1+be“), c#0,beR
4) v =24 +y), y(0)=0,y(0) =1
= 2y = (()) =4 (* +y) = (v + 2%
:>(y/)2:y4+2y2+yl(0)2:(y2+1)2
=y =% +1)
= y(x) = tan(xz + b)
y(0)=0 = b=k (keZ)

= Losung y(x) = tanz.
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Kapitel 27

Die FOURIER—Transformation

Definition 27.1.

(1) y: [a,b] — R heifit stiickweise stetig auf [a,b], wenn gilt: Es existiert eine Zerlegung {to,...,%,} von
[a,b] mit: g ist auf jedem Teilintervall (¢;_1, t;) (j =1,...,m) stetig und es existieren die einseitigen
Grenzwerte

g(tj+) = lim g(t), g¢(t;=)= lim g(t), glat), g(b-)

t—t;+0 t—t;—

(2) g stiickweise glatt
& 3 Zerlegung z = {to,...,tm} Vi € {1,...,m} g stetig differenzierbar auf (t;_1, t;)
und es existieren die einseitigen Grenzwerte
g(t;+), 9lt;—), 9't+), g't-)

glat), g(b=), ¢'(at), ¢'(b-)

Klar: g stiickweise glatt, so muss ¢ in den Punkten ¢; (j =1,...,m — 1) nicht stetig, also auch erst
recht nicht differenzierbar sein.

(3) h: R — R heiit stickweise ;;Ziig , wenn h auf jedem kompakten Intervall [a,b] C R stiickweise
stetig | .
glatt ' 15t

(4) Sei h: R — R stiickweise glatt und z¢ € R (dann existieren h'(xo—) und h'(zo+))
Definiere:

W (xo) := 5 (W (z0=) + h'(wo+)) (27-9)
(Falls h in z( differenzierbar, so stimmt (27-1) mit der Ableitung von h in z iiberein.)
(5) Sei f: R — C;setze u:=Ref, v:=Imf (also f = u+iv; u,v : R — R)
(i)

f heif3t stiickweise stetlg

glatt
Ist f stiickweise glatt und zg € R, so setze

1< u und v stiickweise

glatt

stetig ’

I (o) = v/ (zg) + iv' (o),

wobei u/(xg), v'(xg) geméaf (27-1) definiert sind.
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(ii) Ist [a,b] C R und gilt u,v € RJa, b], so sagen wir, dass f (RIEMANN-) integrierbar iiber [a, b] ist
und setzen

/f(x) dx ¢=/bu(33) da:—|—i/bv(x) dx

(iii) Sind
oo o0
/ u(z) de  und / v(z) dx
. konvergent . S konvergent .

beide absolut konvergent |’ s0 sagen wir, dass | oo (7) dz absolut konvergent ist, und

setzen
oo o0 oo
/ f(z) de = / u(zx) dx + 1 / v(x) dz

Ist ffooo f(z) dx absolut konvergent, so heifit f absolut integrierbar (aib) iiber R.

Entsprechende Definition fiir die anderen Typen uneigentlicher Integrale.

Bemerkung 27.2.

(1) Sei f =u+iv:[a,b] — C, u,v € Rla,b]. Weiter seien U,V : [a, b] Stammfunktionen zu u bzw. v auf
[a,b] und F :=U +4V : [a,b] — C.

Dann gilt
F=U+iV=ut+iv=f

Nenne also F' auch Stammfunktion zu f.

(2) Ferner:
b b b
/f(t) dt = /u(t) dt+i/v(t) dt
=U(b) = U(a) +i[V(b) = V(a)]
= F(b) — F(a)
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Lemma 27.4.

f : R — C ist absolut integrierbar < / |f(z)| dx ist konvergent

— 00

In diesem Fall ist [*°_ f(z) da konvergent, und

7]“(:1;) dx| < 7|f(93)dz

Entsprechendes gilt fiir die anderen Typen uneigentlicher Integrale.

Beweis: Sei u:=Re f, v:=1Im f.
Nach 17.3:

Ve e R fu(z)], [v(@)] < [f(2)| < fu(@)] + |v(2)| (27-ii)

Sei f absolut integrierbar = u, v absolut integrierbar

= 7 lu(z)| dz, 7 [v(z)| dz < oo

= / (|u(x)\ + |v(:c)|) dr < oo

Aus dem Majorantenkriterium und (27-ii) folgt:
N / 1 ()] d < 00
Sei [*_|f(z)| dz konvergent. Dann folgt aus dem Majorantenkriterium und (27-ii);

= 7 |u(z)| dz, 7 |v(z)| dz < oo

= f ist absolut integrierbar.

Zur Dreiecksungleichung:
Sei [%_ f(x) dz =:re™ mit r € (0,00), ¢ € (—m, 7).

Setze ¢ := e~%®, also

c]of(x)dmzr

= 7f(1:)dm :r:cjf(x)dx:Re c]of(a:)da?

- /Re[cf(x)] dx = /Re[c’f(x)] dx

— 00 oo

oo

:/ ’Re[cf(ac)” dx
\W—/

T Llef(a)|=1f ()]
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Satz 27.5 (Vergleichskriterium). Ist f : R — C stiickweise stetig und g : R — C absolut integrierbar
und gilt

VeeR [f(z)] < lg(x)l],
so ist f absolut integrierbar. (Entsprechend fiir andere Typen uneigentlicher Integrale)

Beweis: Majorantenkriterium, 27.4 O

27.1 Die FOURIER-Transformierte

Definition 27.6. Sei f: R — C stiickweise stetig und absolut integrierbar. Sei s € R und
gs(t) = f(t)e™™"

(dann: g stiickweise stetig und g absolut integrierbar, da |e=%!| = 1 und 27.5)
Setze

1
21

f(s) = / flt)e™"" dt (27-iii)

Dieses definiert eine Funktion f :R—C.

f heifit FOURIER-Transformierte von f

Satz 27.7. Sei f: R — C stiickweise stetig und absolut integrierbar.
Dann ist f R — C stetig.

(ohne Beweis)

Beispiel 27.8.

(1) f(t) := e~ " (ist stiickweise stetig und absolut integrierbar)

. 1 .
_ —|t] | —ist di
f(s) 5 | ¢ e
1 0 oo
= — / el et dt + /e_t ceTt qt
27
— 00 0
Es ist
0 0 o
/eteﬂ*st dt:/G(kis)t g 2 a0 (176(171'5)0) em—oo 1
1—1s t=c 1—1s — 1—1s
Analog:
. 1
/e_te_“t dt =
1+is
0

. 11 1 1 11
= = - .
1) [1is+1+is} -
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(2)

fla) = {1 fiir |z] <1

0 fir|z|>1

s=0:

o] 1

f(0) = % / ft)e "0t at = % / 1dt = %

-1

~

—
®

=
I

00 1
R 1 , 1 ,
5 / ft)e =t dt = 2—/e—”t dt
0 m
- -1

o0

1 1 —1is 1S
=% {_ C ﬂ

1 els — e—is
T osm 24
=sin(s)
1 sin(s)
o ™ S

27.2 CAucHYscher Hauptwert

Fiir f: R — C war [~ f(z) dz definiert als

d——o00

0 c
lim d/f(a:) da:—&—clirgoo/f(x) dz,

falls beide Grenzwerte existieren, und nicht als

a——+00

lim /f(x) dx
Beispiel 27.9. f(z):=z, dann
0
d——o00
/f(x) dr —— —o0
d

f(z) dzx R i NN

o

oo
= / x dx nicht konvergent, aber

— 00

lim zdr =20

a— 00
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Definition 27.10. Sei f: R — C gegeben. Falls

[e3

lim [ f(x)dz

existiert, so heifit er der CAUCHY sche Hauptwert (CH) und man schreibt

[e3%

lim [ f(z)dx=:CH / f(z) dx

a— 00
—

Beispiel 27.11. f_oooo x dx ist divergent, aber

CH/mdsz
—o0

27.3 Umkehrung stiickweise glatter Funktionen

Satz 27.12 (Umkehrsatz fiir stiickweise glatte Funktionen). f : R — C sei stiickweise glatt und
absolut integrierbar.

Dann gilt:

wen Ho0)tI6

) = CH 7]3(5)6“” ds
Ist also f stetig in x, so gilt i
f(z)=CH 7]6(8)6”5 dx
Ist auBlerdem f absolut integrierbar, so gilt
fx) = fﬂsw‘“ ds

(Formel der selben Bauart wie (27-iii).)

(ohne Beweis)

Das folgende Beispiel zeigt, dass im Allgemeinen der CAUCHYsche Hauptwert in obiger Transformation
nicht durch das uneigentliche Integral ersetzt werden kann.
Beispiel 27.13.

)1 fir x| <1 Y s=0
f(w)_{o fiir |2] > 1 (é f(s)_{ . sins 3#0)

i« 1 [(coss+isins)- S5 fiir s #£0
(s)e" = © s

S

T 1 firs=0

= / f(s)e' dz ist nicht konvergent

— 00



27.3. UMKEHRUNG STUCKWEISE GLATTER FUNKTIONEN

Aber:
[e% X ' 1 o o 1 a 9
/f(s)e“ ds:—/COSS sin s ds—i—z’-f/sm S s
0 S m S
—Q — —Q
—_——
=0
1 [ si
_ 1 sin(2s) s
2T s
—a
2
1 i
1 sinu
2 U
—2a
— — lOS
= 1= f(0 2'_12ah—>ngo/f ds
1 sin s
= lim f( Yds=— lim [ — ds
a—00 T a—00 S
2 [ si
= — lim S s
T ax—0o0 S
0
/ ﬁds—— (siche HM 1)
2c
smu 1 sinu a—oo 1 s 1
Ye's d du=—-2 duy ——— — -2 — = =
(z‘n)/f 5= “%/uu o T2 7 2
—2a 0

= CH/f(s)eiS ds :%

Da auch £ (f(1+) 4+ f(1-)) = 2(0+1) = 1, ist dies konsistent mit Satz 27.12.
Satz 27.14. f1, fo : R — C seien stiickweise glatt und absolut integrierbar. Falls fl = f2, so gilt

fi(x) = f2(x) in allen Punkten z, in denen f; und fo beide stetig sind.

Beweis: Sei z ein solcher Punkt.

27.12

~

> h) = CH/f1 mdS—CH/fz e ds = fofe)

Satz 27.15. f1, fo : R(C) — C seien stiickweise stetig und absolut integrierbar, ferner «, 3 € R.
Dann gilt:

(afi+Bf2) = afi + Bfa,
d.h. die Zuordnung f — f ist linear.

Beweis: trivial (Linearitéit des Integrals)

257

(27-iv)



258 KAPITEL 27. DIE FOURIER-TRANSFORMATION

Satz 27.16. f:R — C sei stiickweise stetig und absolut integrierbar. Fiir h € R fest setze
fal@) = fle+h) (firz € R)

Dann gilt:
fu(s) =e™". f(s) firalleseR

Beweis:
o0
! fn(t) et dt
27T ~—
T =f(t+h)
Sei ¢ > 0:

/ f(t+h)e %t at
0

Substituiere 7 =t + h, dr = dt

c+h cth
_ / f(T)e—is(T—h) dr = eish / F(r)e™™ dr
h
Sei d < 0:

0
/ f(t+h)e "t at

wie oben:
h
_eish / f(T)@iZST dr
d+h
0 c ct+h
= /f(t+h)e*i“ dt+/f(t+h)e*ist dt = e’ / f(r)e ™ dr
d 0 d+h
0 c
= Jls) = 5 dgmoo/f t4h)e o dt g lim [ (e Ry db
d 0

1 .
= ¢¥h. o / flr)e 7" dr

=f(s)

27.4 Faltungen

Definition 27.17. Es seien f1, fo : R — C so, dass fiir jedes t € R das Integral

/ f1(t — z) fa(z) dz konvergent
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Dann heifit die Funktion f; x fo : R — C

oo

(fo* f2) (1) == / fi(t = ) fol) de

die Faltung von fi und fo.

Satz 27.18. f1, fo seien stetig und absolut integrierbar. Weiter sei fi auf R beschrinkt.

Dann:

(1)

vt e R / fi(t — z) fa(z) dx absolut konvergent

— 00

eR |(fixf) (0] < swlhie)]: [ |fa)] do
zER .

(3) f1* fo ist stetig auf R und absolut integrierbar.

(4)

VsER (f1+ f2)(s) = fi(s)fals)

(ohne Beweis)

Satz 27.19. Sei f : R — C stetig und stiickweise glatt. Weiter seien f und f’ absolut integrierbar
(beachte: f’ ist geméfl Definition 27.1 {iberall definiert.)

Dann gilt:

(1)

(ﬁ) (s) =is- f(s)|fiir alle s € R

(2) lim f(x)=0

z—+o0

Beweis: Zeige zunichst die Hilfsaussage (2), dies aber nur fiir liIJIrl (z). Es ist zu zeigen:

Ve>03de>0Ve >c |f(z)<e
Annahme: dies sei falsch. Also existiert ein € > 0 derart dass
Ve> 03w, >0 |f(ze)]>¢ (27-v)

Da [7_|f'(z)| dz konvergent, existiert ein zo > 0 mit



260 KAPITEL 27. DIE FOURIER-TRANSFORMATION

(ii) nach (27-v): |f(zo)| > €

Sei z > xg; dann

€
1@ - sl = | [rwa) < [irofa < [lroa <
€ €
= |f(x)] = |f(zo)| - 3~ 3
= /|f(t)]dt < /gdt = %(x—xo) I x
= Widerspruch zu: f absolut integrierbar.
zu (1):
Sei ¢ > 0. Seien x1,...,x € (0,c) die Unstetigkeitsstellen von f’ im Intervall (0,¢). ¢t := 0, tx41 1= ¢
c k Tj41
= /f’(t)e—ist dt=>" / F(t)e =t dt
0 J=0 x;
k P Tj41
- Z f(t)e it "y / f(t)(is)e™ "t dt
=0 t=x; e
k . . ; .
= [flajra—)e 5w — fla;+)e "] +(is) /f(t)e_”t dt
j=0 0
k .
=f(Qe~tet 3 [fla;—)—F(z;+)] e*% —£(0)
J=1 .
=0, f stetig
= (is) [ f0)e dt + fe)e e~ £(0)
0
2% (is) /f(t)efm dt — f(0), da f(c) —0und e **¢| =1
0
N / F#)e= dt = (is) / FB)e=*t dt — £(0)
0 0
Analog:
0 0
[ Foea= s [ et as g0

Addieren, durch 27 dividieren:

f(s) =isf(s).

Aus dem Beweis ist ersichtlich:

Satz 27.20. f : R — C sei stiickweise glatt und f, f’ seien absolut integrierbar. f besitze hdchstens
endlich viele Unstetigkeitsstellen x4, ..., 2, € R.
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Dann gilt:

fiir alle z € R.
(Teil (2) von Satz 27.19 gilt genauso.)

Aus 27.19 ergibt sich rekursiv (durch vollsténdige Induktion):

Satz 27.21. Sei f : R — C (n — 1)-mal stetig differenzierbar (d.h. Re f,Im f : R — R seien (n — 1)-mal
stetig differenzierbar). Weiter existiere f (") auf R und sei stiickweise stetig (arithmetisches Mittel in den
Sprungstellen!); anders formuliert: f("~1) sei stiickweise glatt.

Ferner seien f, f/,..., f(™ absolut integrierbar.
Dann gilt:

F®(s) = (is)* f(s)

firallese R, k=1,...,n.
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Kapitel 28

Die LAPLACE—Transformation

Definition 28.1. Gegeben sei f : [0,00) — C.

(o)
Ky:=¢seC: /e*“f(t) dt konvergent
0

Die Funktion F' : Ky — C, definiert durch

oo

F(s):= /e_Stf(t) dt

0
heifit LAPLACE-Transformierte von f und wird mit £[f] bezeichnet.

Beispiel 28.2. Sei a > 0 und

hat) = {1 t>a

0 0<t<a
(also hg = 1)
h, heifit auch Heavyside—Funktion.
Sei ¢ > a:
r t r st 1 + t=c 1 a
The(t) dt = —Stdt = —2e”® 1 (,—sa _ ,—sc
/6 ( ) /e 50 Se —a 5 (e e )
0 o

Nun ist (falls s = ¢ + 40 mit p,0 € R):

e 5¢ — e—(g+i0)c — e0c. e—iac c—oo 0 0>0
~—~—
=1

C

c—00 1 -
- /e_“ha(t) dt —— —-e7%¢, falls Res >0
s

0
Also Ky D {s € C: Res > 0}.
D.h.
e—5a ) 1
Llha] = ,  insbesondere L[1] = =
s s

Definition 28.3.
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(1) f:]0,00) — R (C) heifit stiickweise lezltg ‘, wenn f in jedem kompakten Teilintervall [a, b] C [0, c0)
s .| stetig | .
stiickweise olatt ’ ist.

(2) f:]0,00) — R(C) heiBt von exponentieller Ordnung =, falls v € R und
IM >0Vt €[0,00) |f(t)] < Me

(3) f:]0,00) — R(C) heifit von exponentieller Ordnung, falls
Jy € R f ist von exponentieller Ordnung ~y

Beispiel 28.4.

(1) Sein € Nund f(t) =t". Wir wissen, dass fiir jedes v > 0:
1
=14t + (vt 4 () > ()" fiir t € [0,00)

= |ft)=t"< — € fiirt € [0,00)

o

n

= Vy>0 f(t)

I
o~

ist von exponentieller Ordnung v
f ist aber nicht von exponentieller Ordnung 0 (auler wenn n = 0), denn
[f(O)] < M (t € [0,00))
ist fiir kein M richtig.
(2) Aus (1) folgt: Jedes Polynom ist von exponentieller Ordnung +, fiir jedes v > 0.

(3) Konstante Funktionen # 0 sind von exponentieller Ordnung 0.
Die Nullfunktion ist von exponentieller Ordnung ~ fiir jedes v € R.

(4) Jede beschrinkte Funktion (z.B. auch die Heavyside-Funktion, die Sinus—Funktion, die Cosinus—
Funktion) ist von exponentieller Ordnung 0.

Satz 28.5. Sei f :[0,00) — C stiickweise stetig.

Dann gilt:

(1) Ist so € C und f;~ e™*! f(t) dt absolut konvergent, so ist Ky O {s € C: Res > Res}.
Fiir s € C mit Res > Re sy konvergiert [~ ™! f(¢) dt sogar absolut.

(2) Ist f von exponentieller Ordnung ~, so gilt:
K;D{seC: Res>n~}
Fiir s € C mit Res >  konvergiert [, e~ f(t) dt sogar absolut.
Beweis:
zu (1) Sei s € C, Res > Resg

ef(Re s)t —i(Im s)t

™" f(1)] =

- e

—_———
=1

= eIt | f(1)]
< e~ (Reso)t If ()] = |e_80t : f(t)|

|£ )]

= Nach Majorantenkriterium ist fooo|e*8t f (t)‘ dt konvergent.
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zu (2) Nach Voraussetzung existiert ein M > 0 mit Vt > 0 |f(¢)| < Met.

= [e7t ()] = "It f(1)] < Mem(Resmt

oo

/e*(Re“”*W1t dt konvergent = Res > 7,
0

folgt die Behauptung aus dem Majorantenkriterium.

Beispiel 28.6. Sei w € R, f(t) := cos(wt), g(t) := sin(wt).

Seien F := L[f], G := L[g], definiert mindestens auf {s € C : Res > 0} (da f,g von exponentieller
Ordnung 0)

o0 oo

F(s)+iG(s) = /e_St cos(wt) dt +i/e_3t sin(wt) dt
0

e * [cos(wt) + isin(wt)] dt

—eiwt

6(—s+iw)t dt

0\8 0\8 =

(&

= lim [ (=51t gt = lim -
c—00 c—o0 —8 + 1w
0

1

s —iw’

e(—s+iw)c _ 1]

da Res > 0 und somit

’e(—sﬁ-iw)c —(Res)c ¢ 0

=€

Betrachte hilfsweise f(t) = cos(—wt) (= f(t)), §(t) = sin(—wt) (= —g(t)), F := L[f], G = L[f]
=F=F G=-G
Nach obigem:

~ . 1
F(S) —+ ZG(S) = m, alSO
F(s) - iG(s) = —
s s = s+ iw
Addiere dies zu F(s) +iG(s) = ——:
1 1 2s
2F pr— f—
(s) 3—|—iw+s—iw 82 4+ w?
s
F(s) = -
= (s) T

Entsprechend durch Subtraktion:

2G(s) = 1 _ 1 _ 21w

s—iw  Ss+iw 82+ w?
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Also

s
§2 4 w?
w
52 4+ w?

[,[e“t] = ﬁ fir Res > a

Satz 28.7 (Umkehrsatz fiir die LApLACE-Transformation). f : [0,00) — R sei stiickweise glatt

und
VE>0 |f(t)] < Me
F := L[f] fir Res >~

Dann gilt fiir jedes = > ~:

o t+) + f(t—
- IR [L-ES (S
o / F(x+1is)e 5 = £(04)
oo _— t=20
2
Insbesondere: Ist f in ¢ € (0, 00) stetig
1 T ,
= ft) = 5. CH / F(z + iy)e™rt gy
™
Beweis: Sei z > 7.
e f(t) t>0
g(t) = ()
0 t<0
g(t) ist stiickweise glatt,
lg(t)| = |e " f(t)] < Me™ =" Wt >0
= (Majorantenkriterium) [~ |[g(t)| dt konvergiert.
= g ist absolut integrierbar.
Nach Abschnitt 27:
0(9) = 5 / g(t)e " dt = i/f(t)e_(”“)t dt = F(z +is)
27 27
—00 0

oo o0

2712 = VYt >0

2 2m
_ 1 by ,
s

t=0: f(r)=firt<0= f(0—)=0
SN A0) S0

2 2

Fiir diesen Sachverhalt in 28.7 schreibt man symbolisch:

f(t) = L7 F(s)]

— 1 . 1 .
gD T9t=) _ L oy / g(s)e™™ ds = CH / 5o Pl +is)e™ ds
s
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Korollar 28.8 (Eindeutigkeitssatz). fi, f2 : [0,00) — R beide stiickweise glatt und von exponentieller
Ordnung . F, F5 seien die LAPLACE-Transformierten von f1, fo.

Gilt Fy(s) = Fy(s) fiir Res > 7, so gilt in jedem Stetigkeitspunkt von f; und fo:
fi(t) = fa(t)
Insbesondere folgt fiir stetige fi, fo: f1 = fo

Beweis: folgt unmittelbar aus 28.7 O

28.1 Eigenschaften der LAPLACE-Transformation

In den folgenden Sétzen seien die vorkommenden Funktion f, f1, fa, ... stets stiickweise stetig auf R und
=0 fiir¢t <0.

Auflerdem seien sie von exponentieller Ordnung.

Satz 28.9. f1, fo seien von exponentieller Ordnung v und «, 5 € R.
Dann gilt:

Llafy + Bfa] = aL[f] + BL[S2]

Beweis: Nachrechnen. O

Beispiel 28.10. f(t) = cosh(wt) fur t > 0 (w > 0)

1 1
= f(t) = §GWt + 567Wt

= fir Res >w: L[cosh(wt)](s) =

Satz 28.11. f sei von exponentieller Ordnung v und F' = L[f].
(1)
L[e&f(t)] =F(s—9) fir Res>vy+4, R
(2) Sei hs die Heavyside-Funktion (6 > 0)
g(t) :=hs () f(t = 6)
= Llg] = e %®F(s), fiir Res >~
(3) Seia #0,acR.

L[f(at)] :%~F(2) fir Res>~vy-a

(1), (2) heifilen Verschiebungssitze, (3) heiit Streckungssatz.

Beweis: Wir zeigen nur (2). (Der Rest wurde in der Saaliibung erbracht.)
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Llg] = /e_Stg(t) dt = /e_Stf(t —6)dt
0 5
"
T=t—90
= li f(t = 6) dt =
nggo eI ) {dT:dt }
5
n—=a 0o
= lim / e ST (1) dr = /e_STf(T) dr e
n—00
0 0
e *OF(s)
0
Beispiel 28.12. f(t) = e cos(wt), L[coswt](s) = iz
5—0
Zil ‘C[f] = (S _ 6)2 _|_w2

28.2 Faltungen

Definition 28.13. Seien fi, fo : R — R stiickweise stetig und

filt) = fo(t) =0 fiir t < 0
t

(e f2)(O) = [ At=wfa) du (teB
0
heifit die Faltung (Konvolution) von fi, fa.

Bemerkung 28.14. Zwischen der eben definierten Faltung *; und der Faltung *z bei der FOURIER—
Transformation (vgl. 27.17) besteht folgender Zusammenhang:

UthMﬂzli/ﬁ@—WEWMw

2m
:%/hwwmmmwzi/mwmeW“
A 0
= %(‘ﬁ *L f2)(t)

Vereinbarung: In diesem Abschnitt schreiben wir * statt *j .

Satz 28.15 (Faltungssatz). f; sei stetig, fo sei stiickweise stetig und beide seien von exponentieller
Ordnug 7 (fi = fo = 0 auf (—00,0))

Dann existiert L[ f1 * f2](s) fiir alle Res > v und es gilt
L[f1* f2] = LIAA] - L[f2]

(ohne Beweis)

Beispiel 28.16. Sei F(s) = 1. ﬁ gegeben. Gesucht: f mit L[f] = F.

S
Sei

s={ 5 120 }=talt
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und A(t) = sin(2t).
Bekannt:

1 2 i
Llg] = 3 L[h] = 241 fir Res >0

also:

t

= f(t)=(g*h)(t :/ (t —u)h u:/sin(2u)d
0

0

(1 — cos(2t))

M\H

28.3 Ableitungen und Stammfunktionen

Satz 28.17. f sei auf [0, 00) stetig und stiickweise glatt. f sei von exponentieller Ordnung ~.
Dann existiert die LAPLACE-Transformierte £[f’] von f’ fiir Re(s) > =, und

L[f'](s) = sLf](s) = f(0)

Beweis: Sei s € C, Res > v, F := L[f].
Dann gilt fiir n € (0, 00):

n n n
[estrwar=et |+ [ de=enpn - £0) s [ e de
0 0

mF(s)

Zu zeigen: e *"f(n) — 0 fir n — oo

’ S f(n | — ¢~ Re(s)m | If(n)| <e” Re(s)n . pfe¥m = Me—Re(s)—vIn 22 (Re(s) > 7)
= /e*“f’(t) dt
0

ist konvergent (und damit = £[f’](s)) und

L[f'](s) = =£(0) + sLf] ()

Mit Induktion erhélt man aus 28.17:

Satz 28.18. f sei auf [0, 00) (r—1)-mal stetig differenzierbar, und f("=1 sei stiickweise glatt. f,..., f("=1
seien von exponentieller Ordnung ~.

Dann existiert die LAPLACE-Transformierte E[ f (T)] von f() fiir Re(s) >+, und es gilt

£[fO] () ="+ £[1](5) = [ F(0) + 82/ (0) + -+ s D(0) + 1D (0)]

Beispiel 28.19. Sei f(t) := sin(wt + ¢)

f(t) = sin(wt) cos p + cos(wt) sin ¢
= L[f](s) = cos¢ - Lsin(w-)](s) + sing - L[cos(w-)](s) = cos w%{_ﬁ + Sin(p%—ks?



270 KAPITEL 28. DIE LAPLACE-TRANSFORMATION

Berechne (einfacher, falls £[sin(w-)] und £[cos(w-)] noch nicht bekannt) £[f] mit Hilfe von 28.18:
£1(8) =~ (0
= 0= £0]() = LIF" +w2f](s) = L[](s) + 2L [f] (5)
L[1")() = L] () = (s £0) + £(0))

——

= 0= (s> +w?) - L[f](s) — (ssinp + wcos p)
= L[f](s) =

ssin ¢ + wcos ¢
52 + w?

Verhalten der LAPLACE-Transformation bei Stammfunktionsbildung:

Sei f : [0,00) — R stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung ~. Weiter sei g : [0,00) — R definiert
durch

YVt € [0,00) g(t) = /f(u) du
0

Nach HM T ist g stetig und stiickweise glatt (¢'(t) = f(¢) in allen Stetigkeitsstellen ¢ von f) Ferner:

t t % (et —1) fallsy >0
V>0 |g(t / |du<M/eru: t falls y =0
0 0 M (1—e) fallsy <0
vy v>0
= g ist von exponentieller Ordnung ¢ 6(> 0 beliebig) ~ =10
0 v<0

Re(s) >y >0

= L[g](s) ist definiert fiir {Re(s) S0 <0

und nach 28.17 gilt

L[f](s) = L]g](s) = sLg](s) — g(0)

=0

Re(s) >y ~v>0
Re(s) >0 ~<0

= | £l s) = 2[7](9) i {

Beispiel 28.20. Sei f(t) := " mit einem n € Ny
Behauptung:

L[f](s) = sﬁl fiir Re(s) >0

Beweis: n = 0: Schon bekannt: £[1](s) = L fiir Re(s) > 0
n — n+ 1: Gelte (mit f,(¢) :=t"):

n!

L [fn] (5) = S”'*.'l

(n—l—l)-%-L!:(nJrl)!

j. Sn—i—l sn+2

L]fns1](s) =L [(n—!—l)/u" du] (s)=(n+1)-=-L[fa](s)
0

O
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Satz 28.21. f:]0,00) — R sei stiickweise stetig und periodisch mit Periode T' > 0, d.h. es gelte
vt €[0,00) f(t+T)=f(t)

(Insbesondere ist also f beschrinkt, d.h. von exponentieller Ordnung 0.)
Dann gilt fiir Re(s) > 0:

T
0

Beweis:
VEeNVt>0 f(t+kT)=f(t)

Daher fiir Re(s) > 0:

Subst. u=t—kT

T
= Z/e‘s(”JrkT) flu+kT) du

=00 =f(u)
00 T
— Ze_SkT/e_s“f(u) du
k=0 0
—_————

unabh. von k

= l‘x’ (e_ST)k] -/Te_S“f(u) du

k=0

. T
= =7 ~/e_s“f(u) du
0

da [e=*T| = e~ BT < 1, da Re(s) > 0, T > 0. (vgl. auch Seite 167) O
o . 0 t<0 .
Beispiel 28.22. Sei h := hg = ,sei T >0
1 t>0
Setze

Vi€ [0,T) f(t):=h(t)—2h(t— 1)

Setze f T-periodisch auf [0, 00) fort.
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Also nach 28.21: Fiir Re(s) > 0 gilt:

T
E[ﬂ (s) = ﬁ . /e*‘qtf(t) dt
0

0 T
2
1 1—e %2 e=5% — =T
T 1—esT s B s
2
1 1-2e°2 4¢7 1 (1—6757)
7g 1—esT 7g 1_678%> . (1_;'_6787)
1 1—e 5% 1 €T —e 57
T et s eTaet

s
—%-tanh(s-%)

Tabellen wie A.5 (Seite 278) sind insbesondere wichtig, um die Umkehrabbildung der LAPLACE-
Transformation zumindest teilweise zu kennen.

LY F] berechnen < Aus Tabellen ,erkennen®, welches Urbild F hat.

28.4 Anwendungen auf lineare Differentialgleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten

Wir betrachten das Anfangswertproblem
Y+ any Y 4 ary’ + aoy = g(2)

y(0) =0, ¥'(0)=y1,....,y" " (0) =y
mit ag,...,an—1 € R (C), yo,...,yn—1 € R (C), g : [0,00) — R (C) stetig und von exponentieller
Ordnung. Setze a, := 1

Dann:

Llg)(s) =L lz aky“”] (5)
k=0

- zn:ak[; {y(k)} (s)
k=0

k—1

=aoLlly](s)+ > ak skﬁ[y] (5) — sk=173 () (0)
=y;
n n k—1
= (Z ak5k> ,C[y] (s) — ag Zsk_l_]yj
k=0 k=1  j=0
—_———
=:p(s)

(p ist das charakteristische Polynom der Differentialgleichung)
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Hieraus mittels Inversion der LAPLACE-Transformation die Losung y bestimmen!
Beispiel 28.23. ¢y" +y=0,y(0)=1,%'(0) =7

= 0= L[0](s) = L[y" +y](s) = L[y"](s) + L[y] (s)
= LIy](s) =y (0) =5 y(O) +Ly] (s)

= =1
= (s + I)E[y] (s) — (s+m)
s+ s 1

= L[y](s) = 211 241 + - 1 = L[cos +7 - sin](s)
~—— N——
L[cos](s) L[sin](s)

= y(z) = cos(z) + - sin(z)

288
Probe: ist tatséchlich Losung

Beispiel 28.24. Randwertproblem:

y" +9y =cos(2z), y(0)=1,y (E) =

2
£leos(2))(s) =
cos )= 2 v
S !
= FTi L[y +9y](s) = L[y"1(s) + 9L[y] (s)
= s*L[y](s) — y'(0) —s - y(0) +9L[y](s)
N~
=c =1
= (2 +9)L[y](5) — (5 +0)
:L’[](s)—#- % ts+c)= > + i +c~#
W =29 \(s2+4 T (2192 +4) T 249 2+ 9
—— ———
Lleos(3)](s) =& 25
Wir brauchen das Urbild von WM unter L:
S _As+B  COs+D

(s24+9)(s>+4) s2+9 s2+4

273

& s=(As+ B)(s* +4)+ (Cs + D)(s* +9) = s*(A+ C) + s*(B+ D) + s(4A+9C) + (4B + 9D)

1 1
1444490 =54 = A=—2 = C=<
0=4B+9D=-5B = B=D=0

s 1 s 1 S

1 1
= m —g . 219 + g . 214 = —g . E[COS(3)] (S) + 5 . [,[COS(2)] (S)

= L[y](s) = —% - L[eos(3)] () + % - £[cos(2)] (s) + £[cos(3)] (s) + - L[sin(3)] (s)

=L [é cos(3-) + %COS(Q-) + Esin(3~)} (s)

= y(z) = g -cos(3z) + % - cos(2z) + ¢ - sin(3x)

28'8
Jetzt ¢ so einrichten, dass die zweite Randbedingung y (g) = —1 erfiillt ist:
1;4 3 +1 ()+~,3 1~:>~4
—1l=—--cos|=-m —-.cos(m)+¢-sin|--7m)=—-—¢C c=—
5 2 5 2 5 5
4 . 1
= y(z) = E [cos(3z) + sin(3z)] + £ - cos(2x)
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Beispiel 28.25. System:

1 1 0
v = (4 _2) Yy, y(0) = (5>
U
Setze y = <v>’ also

v =u+v

v =4du — v

= LI)(s) £ Llul(s) + £[](s) = sLlul(s) — u(0) = s£ful(5)
L[v'](s) L 4L[u)(s) — 2L[v](s) = sLv](s) —v(0) = sL[v](s) — 5

= v(z) = (u(z) + v(z)) —u(z) = (z) — u(z) = 26> + 37" — & + %" = > + 4™



Anhang A

Tabellen

Verschiedene Funktionsdefinitionen

. o~ ] T 1’2 IS
%) xQ"'H x3 x5
i B O T
e D T s T e TR
%) m2n 332 $4
CoS T ngo(—l) -W:1—5+1_...
sinx
t , eR 2k+1)-Z | keZ
ang | ——, weR\{(2k+1) 3| }
cosT 1
cotx — = , zeR\{k-7|keZ}
sinx tanx
sinh x % (e —e™®)
coshz 1o (e®+e?)
sinhz €% —e™ %
tanh x =
coshz e +e =
coshx e +e™*
cothzx - =
sinh x er —e
arsinhz | log (:v + \/m)
arcoshz | log (:v + \/ﬁ)
1+=z
1 X
artanh x 5" log T2
r+1
arcoth x %-log
rz—1

Tabelle A.1: Funktionsdefinitionen
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Additionstheoreme

e sin(z +y) =sinxcosy + siny cos

e cos(z +y) =cosxcosy —sinzsiny

sin?z + cos?z =1

e cosh’?z —sinh?z =1

Tabelle A.2: Additionstheoreme

Einige Funktionen und ihre Ableitungen

f f
z" na" 1
-n
z" a1
1
Ve 2\/x
VE | ——
VT
1
log x —
x
a” a®loga
1 1 1
08a ¥ loga =z

Tabelle A.3: Funktionen und ihre Ableitungen

ANHANG A. TABELLEN



Trigonometrische Funktionen und ihre Ableitungen und Stammfunktionen

Ableitung f'(x)

Funktion f(x)

Stammfunktion F(x)

cos(z) sin(z) —cos(x)
— sin(x) cos(x) sin(x)
o2 (2) =1+ tan?(x) tan(zx) —log | cos(x)|
20 = —(1+ cot?(z)) cot(x) log | sin(x)|
cosh(z) sinh(x) cosh(x)
sinh(x) cosh(x) sinh(x)
1
—_— tanh(z log(cosh(z
cosh?(x) (@) s (@)
— th) log sinh z)
— coth(x og(sinh(z
sinh?(x) 5
1
— arcsin(x x - arcsin(z) + v1 — 22
Vi (@) @)+
-1
—_— arccos(x x - arccos(z) — V1 — 22
Ve (@) (@) =
1
i arctan(x) z - arctan(z) — 3 log(1 + 2?)
-1 1 1 1 2
I .2 arccot(z) - arccot(x) + 5 log(1 4 %)
1
—_— arsinh(z x - arsinh(z) — Va2 + 1
Vit ) (r) =
1
= arcosh(z) x - arcosh(z) — Va2 — 1
2 —
! tanh tanh L. log(1 2
=7 artanh(z) x - artanh(x) + 5 - log(1 — 2%)
—1 1 2
o arcoth(z) x - arcoth(z) + 5 - log(z® — 1)

Tabelle A.4: Trig. Funktionen und ihre Ableitungen und Stammfunktionen
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Einige Funktionen und ihre LAPLACE-Transformierten

f(t) (auf [0,00)) L[f1(s)
1
1 —
s
1
' P
" n!
t sn+1
at 1
‘ s—a
tnfleat 1
o EN G—a)r
sin(wt) = in
cos(wt) - j "
eat Sin(wt) (S — (;)UQ T2
. s—a
e cos(wt) Goafte?
sinh(at) = i pe
cosh(at) = i e
b sinh(at) = b; —
-
¢! cosh(bt) ; _Sb)z —
_ 2
tsin(wt) 2 :}22)2
2 _ 2
t cos(wt) 21 w)?
Jg(t) sL{g](s) — g(0)
g™ () s"L[g](s) = (s"'9(0) + - + g V(0))
t 1
0fg(t) dt . Lg](s)

Tabelle A.5: Funktionen und LAPLACE-Transformierte



Anhang B

Index

A

Abbildung, 7
bijektiv, 8
injektiv, 8

surjektiv, 8
abgeschlossen, 152, 155
Ableitung, 73, 174, 186, 276, 277
hohere, 85
partielle, 169, 171
Regeln, 74
absolut
integrierbar, 252
konvergent, 164
Abstand, 149
abzahlbar, 21
Additionstheoreme, 84, 137, 138, 276
Aquivalenz, 8

D’ALEMBERT, Reduktionsverfahren von, 240

All-Quantor V, 8
Anfangswertproblem, 219, 231
Anordnungsaxiome, 12
Arcuscosinus, 277
Arcussinus, 111, 277
Arcustangens, 123, 277
Areacosinus hyperbolicus, 275, 277
Areacotangens hyperbolicus, 275, 277
Areasinus hyperbolicus, 275, 277
Areatangens hyperpolicus, 275, 277
Aussagen, 8
Axiome

PEANO-, 9

reelle Zahlen, 11

B

BERNOULLIsche Differentialgleichung, 229
BeERrNOULLIsche Ungleichung, 18
beschrankt, 14, 152, 153
BESsELsche Ungleichung, 146
Betrag, 149

komplexe Zahlen, 137

reelle Zahlen, 13

279

bijektiv, 8, 41

Binomialkoeffizient, 17

Binomischer Lehrsatz, 18
BoOLZANO-WEIERSTRASS, Satz von, 154
BoLZANO-WEIERSTRASS, Satz von, 29

C

C, 163

CANTOR, 7

Cauchy-Folge, 30

CAUCHY-Kriterium
Folgen, 30, 154
Funktionen, 57, 157
Reihen, 34, 164
uneigentliche Integrale, 130

CAUCHY-Produkt, 42, 164

CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung, 150

CaucHyscher Hauptwert, 256

CAVALIERI, Prinzip von, 207

CH, 256

charakteristische Funktion, 202

charakteristisches Polynom, 235

C", 85, 171, 185

Cosinus, 48, 49, 83, 86, 126, 167, 275, 277
hyperbolicus, 167, 275, 277
komplexer, 137, 138
Periodizitét, 84

Cotangens, 275, 277
hyperbolicus, 275, 277

CSU, 150

D

a, 169

definit
negativ, 181
positiv, 181

DGL, siehe Differentialgleichungen

Differentialgleichungen
1. Ordnung, 219
BERNOULLIsche, 229
EULERsche, 247
exakte, 220
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homogene, 226

inhomogene, 226

lineare, 226

mit getrennten Verénderlichen, 224

partielle, 223

Riccarische, 230

Systeme, 231, 274
Differentialrechnung, 169
Differentiation, siehe Ableitung
differenzierbar, 73, 173, 174, 185

in Richtung a, 177

partiell, 169

stetig partiell, 170
differenzierbar, stetig, 85
disjunkt, 7
divergent, 22, 164
Dreiecksungleichung, 13, 150

Integrale, 104, 200

E
e, 41
Eigenwert, 181, 235
Eindeutigkeitssatz, 267
Einheitsvektoren, 149
endlich, 21
Energie-Methode, 248
Entwicklung, g-adische, 51
e-Umgebung, 22
EuLERsche Differentialgleichung, 247
EULERsche Zahl, 41
exakt, 220
Existenzquantor 3, 8
Exponentialfunktion, 41, 58, 61, 64, 275
Eigenschaften, 42
komplexe, 137, 167
Reihenentwicklung, 275
exponentielle Ordnung, 264
Extrema, 77, 90
Extremum, 181

F

Faltung, 259, 268
Faltungssatz, 268
Folgen, 21
CaucHy-Kriterium, 30
Funktionen-, 67
Teil-, 28
Zerlegungen, 116
FOURIER
-Koeffizienten, 142
-Reihen, 141, 142
komplexe Schreibweise, 147
-Transformierte, 254
FuBiINi, Satz von, 200
Fundamentalmatrix, 239
Fundamentalsatz der Algebra, 119
Fundamentalsystem, 235, 244

INDEX

Funktionalmatrix, 185
Funktionen, 55, 275
Caucny-Kriterium, 57
charakteristische, 202
gerade, 143
implizit definiert, 189
komplexe, 165
ungerade, 143
Funktionenfolgen, 67, 166
Konvergenz von f), 117
Funktionenreihen, 67
Majorantenkriterium von WEIERSTRASS, 69

G

g-adische Darstellung, 52
g-adische Entwicklung, 51
ganze Zahlen, 17
GAuss-Klammer, 51
Gebiet, 175
geometrische Reihe, 167
gerade, 143
glatt, stiickweise, 143, 251, 264
gleichméBig

konvergent, 166

stetig, 159, 160
gliedweise, 103
Gradient, 170
Graph, 206
Grenzfunktion, 67
Grenzwert, 55, 153, 157
Grenzwertsatz, ABELscher, 84

H

Héufungspunkt, 55
Héufungspunkt, 155
Héufungswert, 28
harmonische Reihe, 34
Hauptsétze der Diff.- und Integralrechnung

1. Hauptsatz, 99

2. Hauptsatz, 105

Potenzreihen, 103
Hauptwert, CAUCHYscher, 256
Heavyside-Funktion, 263
HEsseE-Matrix, 180
Hintereinanderausfithrung, 8
homogen, 226
I"'HosPITAL, 80

I

Implikation, 8
implizit definiert, 189
indefinit, 181
Induktionsmenge, 15
Infimum, 14

Inhalt, 197, 203
inhomogen, 226
injektiv, 8



INDEX

lokal, 193
Innenprodukt, 149
innerer Punkt, 76

Integrabilitdtskriterium, RIEMANNsches, 97

Integral
oberes, 95, 198
RIEMANN-, 95, 198, 252
iiber allg. Mengen, 202
unbestimmtes, 107
uneigentliches, 129
unteres, 95, 198
Integralkriterium, 133
Integration
partielle, 108
rationale Funktionen, 123
Substitution, 109, 125, 211
Unstetigkeitsstellen, 112
Warnungen, 99
integrierender Faktor, 223
Intervall, 14, 197

J

JAKOBI-Matrix, 185
JORDAN-messbar, 203

K

Kettenregel, 75, 175, 187
kompakt, 152, 155, 160
Komplementmenge, 7
komplexe Zahlen
Betrag, 137
Polarkoordinaten, 139
konvergent, 22, 153
absolut, 164
punktweise, 166
Konvergenz, 22, 153
absolut, 36, 131
Folgen, 163
Funktionenfolgen, 166
gleichméBig, 68, 117
punktweise, 67
Reihen, 33, 164

uneigentliche Integrale, 129, 130

Konvergenzkriterium
Folgen, siehe Folgen
Integrale, 131, 133
Potenzreihen, 69
Reihen

LEiBNITZ, 37
Majoranten, 37
Minoranten, 37
Quotient, 39
Wurzel, 38

Konvergenzradius, 165

konvex, 175

Konvolution, 268

Koordinaten

Kugel-, 216
Polar-, 212
Zylinder-, 215
Kreisring, 212
Kriterium, RIEMANNsches, 199
Kugel, 151
Kugelkoordinaten, 216

L
Lénge, 149

LAGRANGEsche Multiplikatorenregel, 194

LAPLACE-Transformation, 263
Eindeutigkeitssatz, 267
Faltung, 268
Streckungssatz, 267
Umkehrsatz, 266
Verschiebungssétze, 267

LAPLACE-Transformierte, 278

Lehrsatz, Binomischer, 18

LEeBNITZ-Kriterium, 37

Limes, 22, 153
inferior, 30
superior, 30

LipscHITZ-Bedingung, 232

LipscHITZ-stetig, 159

Losung, 219, 231

Logarithmus, 64

lokal injektiv, 193

M

Majorantenkriterium
Integrale, 131
Reihen, 37, 164
Matrix
HESSE-, 180
JAKOBI-, 185
Norm, 151
Submultiplikativitat, 151
maximieren, 194
Maximum, 76, 181
Menge, 7
abgeschlossen, 62
kompakt, 62
Komplement-, 7
konvex, 175
Schnitt-, 7
total geordnet, 12
Vereinigungs-, 7
messbar, 203
Minimum, 76, 181
Minorantenkriterium
Integrale, 131
Reihen, 37, 164
Mittelwertsatz, 176
Differentialrechnung, 77
Verallgemeinerung, 80
Integralrechnung, 114, 205
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DE MOIVRE, Formel von, 139
Monotonie, 26
Kriterium, 26
Multiplikatorenregel, LAGRANGEsche, 194

N

n-te Wurzel
komplexe, 140
reelle, 19
Nabla-Operator V, 180
natiirliche Zahlen, 15, 17
Nebenbedingung, 194
Negation, 8
negativ definit, 181
niedrig, 29
Norm
Matrix, 151
Submultiplikativitat, 151
Vektor, 149
Normalbereich, 208
Nullmenge, 204
Nullstellen, 62, 119
Nullstellensatz von BOLZANO, 62

(0)

Obersumme, 93, 198

offen, 152

Ordnung, exponentielle, 264
Orthogonalitétsrelation, 141

P

Partialbruchzerlegung, 119, 120
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