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Teil 1.

Eindimensionale Analysis






0. Vorbemerkungen

0.1. Mengen

Eine Menge ist nach CANTOR eine Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschiedenen Objek-
ten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche Elemente von M genannt werden) zu einem
Ganzen.

Notation: geschweifte Klammern {}

Beispiel 0.1. Notationen:
o« M= 1{1,2,3)
o M = {z: x ist Vielfaches von 7} oder {x € N : z Vielfaches von 7}

Weitere Grundnotation: Doppelpunkt zur Kennzeichnung von Definitionen.

Beispiel 0.2. Wollen die Funktion f definieren. Schreibe (z.B.) f(z):= x2. Nur bei einer Neudefinition,
nicht bei einer Gleichung. Oder: a:= 15, f heif}t injektivie Fiir alle a,a € M mit a # a gilt ...

a € M (oder M > a): a ist Element von M; M enthilt a

a ¢ M (oder M % a): analog s.o.

M = N: M enthélt die selben Elemente wie N

M # N: analog s.o.

M C N (oder M C N): M ist Teilmenge von N, d.h. jedes Element von M ist auch
ein Element von N; Gleichheit der Mengen ist erlaubt.

N D M (oder N D M): N ist Obermenge von M; analog

M ; N: M ist echte Teilmenge von N; M # N
0: leere Menge

MUN = {a:a€ M oderae€ N} (Vereinigungsmenge)
MNN = {a:a€Munda€ N} (Schnittmenge)

M\N = {a:a€eMunda¢g N} (Komplementmenge)

M, N heiflen disjunkt, wenn M NN =
P(M)={N:N C M}: Potenzmenge von M (Menge aller Teilmengen)

Beispiel 0.3. Beispiel fiir die Potenzmenge von M = {1,2}:

P(M) = {{1,2},{1},{2},0}

0.2. Abbildungen

Seien M, N Mengen. Eine Abbildung oder Funktion f von M nach N ist eine Vorschrift, die jedem
Element a € M in eindeutiger Weise ein f(a) € N zuordnet.

Notation: f : M — N, a+— f(a)
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Beispiel 0.4.

R—R
M =N =R, f:{ v 22 }

fi: My — Ny und fo : My — Ny heiflen gleich (kurz f1 = f2) (identisch), wenn M; = My, N; = N»
und f1(a) = fa(a) fir alle a € M.
f M — N heifit

e injektiv, wenn fiir alle a,a € M mit a # a gilt: f(a) # f(a); (x — = ist injektiv,  + 22 nicht)

o surjektiv, wenn fir alle @ € N ein a € M existiert mit f(a) = @ (= die Bildmenge wird voll
ausgeschopft)

o bijektiv, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist; eineindeutige Zuordnung
Fir My C M heifit f(M1) ={f(a) : a € My} Bildmenge von My (unter f).

Fir Ny € N heiit f7Y(Ny) = {a € M : f(a) € Ni} Urbildmenge von N; (unter
£)-
Sind f: M — N und g : N — P Abbildungen, so heifit die Abbildung

g"f:{ﬂi - ;D(f(a))}

Hintereinanderausfihrung von f und g.

0.3. Aussagen

Unter einer Aussage verstehen wir ein sprachliches oder gedankliches Gefiige, welches entweder wahr
oder falsch ist.

Beispiel 0.5.
e 4 ist eine gerade Zahl“ ist eine wahre Aussage.
e _Bananen sind kugelférmig® ist eine falsche Aussage.
e Nachts ist es kilter als draulen® ist keine Aussage.

e _Es gibt unendlich viele Sterne“ ist eine Aussage, die wahr oder falsch sein kann.

Sind A, B Aussagen, so sind die Aussagen =A, AANB, AV B, AV B, A= B, A< B erklirt durch:
—A: A ist falsch (Negation)
AAB:  Aund B sind beide wahr (und)
AV B:  Aoder B ist wahr (oder)
AV B:  entweder A oder B ist wahr (excl. oder)
A= B: aus A folgt B; wenn A wahr ist, dann ist auch B wahr (Implikation)
(ist immer wahr, wenn A falsch ist; ist nur dann falsch, wenn B falsch ist)
Bsp: ,Wenn Bananen kugelférmig sind, ist 4 gerade.“ = eine wahre Aussage.
A< B:  Aist genau dann wahr, wenn B wahr ist. (Aquivalenz)

Sei M eine Menge und E eine Eigenschaft, die ein Element ¢ € M haben kann. Dann sind folgende
Aussagen machbar:

® V,cn a hat die Eigenschaft E; jedes a € M hat die Eigenschaft F
(V heifit All-Quantor)
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e d,cn a hat die Eigenschaft E; es existiert ein a € M mit der Eigenschaft F
(3 heifit Existenzquantor)

) 3(115 o @ hat die Eigenschaft E; es existiert genau ein a € M mit der Eigenschaft I

Grundsétzliches Ziel der Mathematik: Moglichst viele nichttriviale Aussagen {iber gewisse Objekte. Ein
solches gedankliches Gebdude kann nicht aus dem ,,Nichts“ kommen. Start des mathematischen Denkens:
Grundannahmen, Aziome, die nicht bewiesen werden kénnen.

Insbesondere brauchen wir Axiome, die uns die Zahlen liefern.
Moglichkeiten:

e PEANO-Aziome liefern die natiirlichen Zahlen N, daraus lassen sich ganze Zahlen und rationale
Zahlen konstruieren. Ein weiteres Axiom liefert die reellen Zahlen R, woraus auch die komplexen
Zahlen konstruierbar sind.

o Wir konnen die Axiome sofort auf der Ebene der reellen Zahlen fordern. Das wollen wir auch im
Folgenden tun.
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1. Zahlen

1.1. Reelle Zahlen

Axiomatische Forderung: Es gibt eine Menge R, genannt die Menge der reellen Zahlen, mit folgenden
Eigenschaften:

1.2. Axiome der reellen Zahlen

1.2.1. Korperaxiome

In R seien zwei Verkniipfungen +, - gegeben, die jedem Paar a,b € R genau ein a+b € Rundeina-b € R
zuordnen. Dabei soll gelten:

Al: Assoziativgesetz der Addition

VYa,b,ce R (a+b)+c = a+(b+¢)

A2: neutrales Element der Addition

eRVaeR a+0=a

A3: inverses Element der Addition

VaeR3I(—a)eR a+(—a)=0

A4: Kommutativgesetz der Addition

Va,be R a+b=b+a

A1 bis A4 ergibt: (R, +) ist eine kommutative Gruppe.

Ab5: Assoziativgesetz der Multiplikation

Va,b,ceR (a-b)-¢c = a-(b-c)

AG6: neutrales Element der Multiplikation

1 eRVaeR a-1=a, 1#0
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A7: inverses Element der Multiplikation

VacR\{0}Ja ' €R a-at=1

A8: Kommutativgesetz der Multiplikation
Va,beR a-b=b-a

A5 bis A8 ergibt: (R \ {0}, -) ist eine kommutative Gruppe

A9: Distributivgesetz

Va,b,ceR a-(b+¢c) = a-b+a-c

A1 bis A9 ergibt: (R, 4+, ) ist ein Kdrper.

Alle bekannten Regeln der Grundrechenarten lassen sich aus A1l bis A9 herleiten und seien von nun an
bekannt.

Schreibweise:

Fiir a,b € R:
ab:=a-b
a—b:=a+ (-b)
falls a #0: 2 :=ba~?
Beispiel 1.1.

(1) Das Nullelement 0 ist eindeutig: .
Sei 0 weiteres Element mit Va € R a+0=a
Dann: 0=00=00=0

(2) VaeR a-0=0:
a-0=a-(0+0)=a-0+a-0 | —(a-0)
0=a-0

(3) Va € R a? = (—a)? (wobei: a?> = a - a):

02:

a-a (a+a—a) = a-(a+a)+a-(—a)
— a-(a+a)+(-a)-(a+a-0) = a-(a+0)+(-a) - (a+0) +(-a)- (-a)

= (ata) (@-0)+(-0)* = (a+a)-0+(~a)® = (~0)’

= a-

1.2.2. Anordnungsaxiome

In R ist eine Relation < gegeben, fiir die gilt:

A10

Va,b € R [agb\/bga}
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Al12

Ya,b,c € R [(agb/\bgc) = agc]

= R ist eine total geordnete Menge.

Al3
Va,b,ce R [(a<b) = (a+c < b+c)]

Al4

VYa,b,c € R [(agb/\ 0<¢) = ac< b~c]

Schreibweisen:

Va,beR b>a:=a<b
a<b:s(a<bAa#bd)
b>a:<a<b

Alle bekannten Regeln fiir Ungleichungen lassen sich aus Al bis Al4 herleiten und seien von nun an
bekannt.

Beispiel 1.2.
(1) Va,b,ce R [(a<bAc<0) = a-c>b-(]
Beweis:
c<0=0<—c
= a-(—¢c) < b-(—¢)
= bec < ac

(2) Va,b,ceR [(a<bAc>0)=a-c<b-(]
Betrag einer reellen Zahl:

a falls a >0
—a fallsa <0

Va € R a|:{

|al : Abstand von a zur 0
|a —b| : Abstand zwischen a und b

Dreiecksungleichung;:
[a+b] < |a| + [o]]

(7) [lal = [ol] < la— bl
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Beweis: zu (6)
1. Fall: a+b > 0. Dann:

la+b =a+b< |al +b<|a| + [b]

2. Fall: a + b < 0 Dann:

la+b] = —(a+0b) = (—a) + (=b) < |a| + [b]

Definition 1.3. Sei M C R, M # .
M heif3t nach oben beschrdinkt

& IyeRVzeM z<y

M heif3t nach unten beschrankt

& IyeRVreM x>v

In diesem Fall heiit v obere Schranke (bzw. untere Schranke) von M.

Ist v eine obere Schranke von M und gilt fiir jede weitere obere Schranke 4 von M : v < 4, (d.h. « ist
kleinste obere Schranke von M), so heifit v das Supremum von M.

Ist 7 eine untere Schranke von M und gilt fiir jede weitere untere Schranke 4 von M : v > 4, (d.h. v ist
grofite untere Schranke von M), so heifit v das Infimum von M.

Falls M ein Supremum hat, so ist nach A1l dieses eindeutig bestimmt. (Infimum analog)

Bezeichnung: sup M, inf M
Existiert sup M und gilt sup M € M, so heifit sup M auch Mazimum von M (Bezeichnung max M).

Existiert inf M und gilt inf M € M, so heifit inf M auch Minimum von M (Bezeichnung min M).

Beispiel 1.4. Intervalle
Seien a,b € R,a < b.

(a,b) = {zeR:a<z<b} (offenes Intervall)

[a, b] = {zxeR:a<z<b} (abgeschlossenes Intervall)
(a, b] = {ze€R:a<z<b} (halboffenes Intervall)

[a, 00) = {zeR:a<z}

(@, 00) = {zeR:a<uz}
(—o0,a) = {reR:z<a}
(—00,d] = {reR:z<a}
(—o0,00) = R

Beispiel 1.5. Beispiele von Mengen und deren Schranken:
(1) M=(1,2)

obere Schranken: alle Zahlen > 2
supM =2, 2¢ M, daher existiert das Maximum von M nicht.

untere Schranken: alle Zahlen < 1
inf M =1, 1¢ M, daher existiert das Minimum von M nicht.

10
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(2) M = (1,2]

obere Schranken: alle Zahlen > 2
supM =2, 2€ M = maxM = 2.

untere Schranken: alle Zahlen < 1
inf M =1, 1¢ M, daher existiert das Minimum von M nicht.

(3) M =[2,00)
inf M =2;2¢€ M, also min M = 2

sup M exisitert nicht.

A15 Ist M C R, M # (), M nach oben beschrinkt, so existiert sup M.

Satz 1.6. Ist M C R, M # (), M nach unten beschrinkt, so existiert inf M.

Beweis: Betrachte —M := {—x,2 € M} statt M. O

Definition 1.7. Sei M C R, M # ().

M heifit beschrinkt, wenn M nach oben und nach unten beschréankt ist.

Es gilt: M beschrinkt & Je>0Ve e M |z| <c
Satz 1.8. Sei B C A C R, B # (), dann gilt:
(1) Ist A beschrénkt, so gilt inf A < sup A

(2) Ist A nach oben beschréinkt, so ist auch B nach oben beschrinkt und sup B < sup A
Ist A nach unten beschrinkt, so ist auch B nach unten beschriankt und inf B > inf A

(3) Ist A nach oben beschrinkt und 7 eine obere Schranke von A, so gilt:
y=supA & Ve>0dz €A z>vy—c¢
Ist A nach unten beschrinkt und v eine untere Schranke von A, so gilt:

y=infA & Ve>03dzxeAd z<vy+e

Beweis:
(1) Wihle « € A. Da sup A obere Schranke von A, gilt: x <sup 4

Da inf A untere Schranke von A, gilt: x > inf A
= infA<supd

(2) (obere Zeile): sup A ist obere Schranke von A, also (wegen B C A) auch von B. Da sup B kleinste
obere Schranke von B, folgt sup B < sup A.

(3) (obere Zeile):

,=: Sei v =sup A, und sei € > 0. Da v —¢& < v, ist v — ¢ keine obere Schranke von A. Also existiert
einz € Amitz >y —=¢

11



1. Zahlen

,<=“ EsgelteVe >0dz € A x > y—e. Wire -y nicht das Supremum von A, so existiert eine kleinere

obere Schranke 4 von A. (also ¥ < 7).

Setze € := v — 4 > 0. Nach Voraussetzung existiert ein t € Amit z >y —ec=~v—(y—7)

= 4 ist keine obere Schranke von A. = Widerspruch. (4)
O

1.3. Natiirliche Zahlen

Definition 1.9. A C R heifit Induktionsmenge (IM), wenn gilt:
(1) 1€ A
2)VeeAdz+1eA

Beispiel 1.10. R,[1,00), {1} U[2,00) sind Induktionsmengen.
{1} U (2, 00) ist keine Induktionsmenge.

Definition 1.11. Die Menge

N:={z € R: z € A fiir jede Induktionsmenge A} = Durchschnitt aller Induktionsmengen

:ﬂA

A IM

heifit Menge der natiirlichen Zahlen.

Satz 1.12.
(1) Ist A C R eine Induktionsmenge, dann gilt: N C A

2) N ist eine Induktionsmenge.

4

(2)
(3) N ist nicht nach oben beschrinkt.
(4) VceRIneN n>zx

Beweis:
(1) Klar nach Definition von N.

(2) Da 1 € A fiir jede Induktionsmenge A C R, gilt auch 1€ (] A=N.
AIM

Sei x € N= [ A. Also z € A fiir jede Induktionsmenge A.
AIM

Da x + 1 € A fiir jede Induktionsmenge A, ist t+1€ (| A=N
ATIM

= N ist Induktionsmenge.
(3) Annahme: N ist nach oben beschriankt. Nach A15 existiert also ein s := sup N.
= s — 1 ist keine obere Schranke von N.

= dr € N z > s —1; da N Induktionsmenge ist, gilt x + 1 € N, andererseits z + 1 > s
= Widerspruch, da s obere Schranke von N.

(4) folgt aus (3).

12
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1.4. Prinzip der vollstindigen Induktion

O

1.4. Prinzip der vollstindigen Induktion

Satz 1.13. Ist A C N und A Induktionsmenge, so ist A = N.

Beweis: N C A fiir jede Induktionsmenge A, insbesondere N C A. AuBerdem ist A C N nach Voraus-
setzung, also A =N O

1.4.1. Beweisverfahren durch Induktion

Fiir jedes n € N sei eine Aussage A(n) definiert. Es gelte:
(1) A(1) ist wahr.
(2) Vn € N [A(n) wahr = A(n + 1) wahr]
Dann gilt: Vn € N A(n) ist wahr.
Denn: Setze A := {n € N: A(n) ist wahr}
Nach (1) gilt: 1 € A;nach (2) gilt VheN n+1€ A
Also A Induktionsmenge; ferner A C N. Also ist nach Prinzip der vollstindigen Induktion: A = N, d.h.
A(n) wahr fiir allen € N
Beispiel 1.14.
(1) Behauptung: Vn € N n >1
Beweis: induktiv
A(n) sei die Aussage ,n > 1¢.

A(1) ist wahr,da 1>1

Sei A(n) wahr, alson > 1. Dannn+1>1+1>14+0=1d.h. also A(n+ 1) ist auch wahr fur alle
neN,dh.VYneN n>1. O

(2) Esseim eNund z € Rmit m <z <m+ 1.
Behauptung: © ¢ N
Beweis: A := (NN [1,m])U[m + 1,00) ist Induktionsmenge. (Bew. selbst)
= NcA
Annahme: x € N, denn (wegen N C A): z € A, d.h. insbesondere < m oder x > m + 1

= Widerspruch zur Annahme (echt kleiner etc.) O

. _ n(ntl)
(3) Behauptung: 1+2+3+---+n = 25—~

13



1. Zahlen

Beweis:
(1) Stimmt firn=1,da 1= %

(2) Gelte die Behauptung fiir ein beliebiges n € N. Dann

n(n+1)
2

(n+1)(n+2)

142434+ ---+n+(n+1)= 5

1) =m+1)(F+1) =

= Behauptung gilt fiir n 4 1

Definition 1.15.

NO =NU {0}
Z:=NoU{—n:n €N} ganze Zahlen

Q:= {p ‘pEZ,q€ N} rationale Zahlen
q

Satz 1.16. Sind z,y € R und z < y, so existiert ein r € Q mit z < r < y.
Beweis: Wihle ¢ € N, ¢ > y%m, dann qy — gr > 1. Dann existiert (Beweis spéter) ein p € Z mit
qr < p < qy, d.h.x<§<y.
Nachweis der Existenz eines solchen p:
Setze M := Z N (—o00, gx] nach oben beschriinkt.
s:=supM
Wiéhle n € M mit n > s — 1. Setze p :=n+ 1 € Z; ferner p > s.
= p¢& M; wegen p € Z also p & (—o0, qz], d.h. p > gz
Fernerp=n+1<qgx+1<qy. O

1.5. Einige Formeln (Notationen)

(1) Firae Rundn eN:a" :=a-a---a (n mal)

Prézise mit vollsténdiger Induktion:

Definiere a! :=a
Sei a™ fiir ein n € N bereits definiert.
Dann a"t! :=a" - a

Daraus: iibliche Rechenregeln fiir Potenzen.

Fallsa #0,n€N:a " := L
Firallea e R:a%:=1

Damit: o™ (fiir a # 0) fiir alle n € Z definiert.

(2) FirneN:nl:=1-2-3---n
Priizise: 0! := 1; falls n! bereits definiert fiir ein n € Ng: (n + 1)l :=n!- (n+1)

Damit ist n! definiert fiir alle n € Np.

14



1.5. Einige Formeln (Notationen)

(3)

Fir n € Ng, k € No, k < n:

(D) = #lk)' (Binomialkoeffizenten)
Esgilt: () =1;(7) =1

Ferner: () + (")) = ("F).1 <k <n
BERNOULLIsche Ungleichung:

Firz €e R,z > —1 und n € N gilt:

’(1+m)” > 1+nx‘

Beweisin=1:(1+z)! = 1+2 = 1+ 1z
Gelte die Behauptung fiir ein n € N;

1+2)"" = Q+2)"-14+2) > (14+nz)(1+x)

I+(n+Dz+nz? > 14+ (n+ 1z

O
Summenzeichen, Produktzeichen:
Will definieren:
n
Zak =a1t+ax+---tan
k=1
n
Hak ::al .a2...an
k=1
Prézise: Setze a1 € R, so setze
1
Z ar = a1
k=1
1
H ag = a1
k=1
Sind fiir je n Zahlen aq,...,a, € R bereits obige Ausdriicke definiert und sind ag,...,a,11 € R, so
setze
n+1 n
S (z ) Fanin
k=1 k=1

Produktzeichen analog

Sind p,q € Z,p < q,ayp, ..., aq € R, so definiere

q g—p+1
§ ag = E Ap—1+k
k=p k=1
q q—p+1
[Ta= 1 -
k=p k=1

SchlieBlich fiir p > g¢:

q q
Zak:o, Hakzzl
k=p k=p

15



1. Zahlen

(6) Binomischer Lehrsatz:
Es seien a,b € R,n € Ny. Dann gilt:

(a+b)" = En: (Z) a™kpk

k=0
(7) Es seien a,b € R,n € Ny. Dann gilt

gt —pntl — (a o b) Zanfkbk
k=0

1.6. Wurzeln

Will nun a einfiihren.
Lemma 1.17. Fir z,y € R, 2,y > 0 und n € N gilt:

<y & " <y"

Satz und Definition 1.18. Es sei ¢ > 0 und n € N.
Behauptung: Es existiert genau ein € R, 2 > 0 mit 2™ = a. Dieses z heifit n-te Wurzel aus a, x =: {/a.

Speziell fir n =2: /a:= Ja
Beweis: Eindeutigkeit nach obigem Lemma. Die Existenz: mit Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen
7.11. O
Bemerkung 1.19.
* V2¢0Q

Beweis: Annahme: v/2 € Q, d.h. es gibt p,q € N, p, ¢ teilerfremd, mit v/2 = 23; dann 2 = Z—z, also
p2 — 2q2

= p? ist durch 2 teilbar.

= p ist durch 2 teilbar.

= p? ist durch 4 teilbar.

= ¢? ist durch 2 teilbar.

= ¢ ist durch 2 teilbar.

= p, q beide durch 2 teilbar; = Widerspruch zu ,,p, q teilerfremd* d

e Nach unserer Definition ist /a > 0 (fiir a > 0)
e Achtung: Wir zichen nur Wurzeln aus Zahlen > 0

Bsp: V4 = 2; die Gleichung 22 = 4 hat zwei Losungen 2 und —2; als Wurzel wihlen wir die
Losung > 0 aus.

. Va2 =|a
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1.7. Potenzen mit rationalen Exponenten

1.7. Potenzen mit rationalen Exponenten

Esseia>0und r € Q,r > 0. Also r = 2 mit m,n € N

Wir wollen definieren:
aT‘ = ({L/&)/nl

Problem: Ist r = g eine weitere Darstellung von r, gilt dann

(V)" = (va)" *
Ja! Denn: Setze

vi= (V)" = (Va)"

Analog fiir y9.
d.h. 9 = y?. Nach Hilfssatz also x =y
Also obige Definition in Ordnung.

Es gelten die bekannten Rechenregeln.
1

a=""

Ist a > 0,7 € Q,r <0, so setze a” :=

17



1. Zahlen
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2. Folgen, Konvergenz

2.1. Definition der Folgen

Definition 2.1. Sei X eine beliebige Menge, X # {).
Eine Funktion a : N — X heif}t Folge in X.

Schreibweise:
Yn €N a, :=a(n) n-tes Folgenglied
(an)nen oder (a,)s2, oder (ay) oder (ay,az,as,...) statt a

Ist X =R, so spricht man von reellen Folgen.

Bemerkung 2.2. Istpe Zund a: {p,p+ 1,p+2,...} — X eine Funktion, so spricht man ebenfalls
von einer Folge in X.

oo

n=p oder (@zn Ap+1; - - )

Bezeichnung: (a,,)

Beispiel 2.3.

® a, = % fiir alle n € N, also
(an)nEN = (17 %7 %7 <. )

e VneN Aon ‘= O,Clgn_l =1
also (an)neny = (1,0,1,0,...)

o ¥neN a,:=(-1)"
also (an)nEN = (_17 17 _1a 17 s )

Definition 2.4. Sei X eine beliebige Menge, X # {).
(1) X ist endlich, wenn eine surjektive Abbildung ¢ : {1,...,n} — X existiert.

(2) X heiit abzdhlbar, wenn X endlich ist oder eine surjektive Abbildung ¢ : N — X existiert. (D.h.
wenn X endlich ist oder eine Folge (an)nen in X existiert mit {aq,as,as,...} = X.

oder: die Elemente von X kénnen mit {1,...,n} oder mit N durchnummeriert werden.)

(3) X heilit dberabzihlbar, wenn X nicht abzihlbar ist.

Beispiel 2.5.
e Nist abzéhlbar, denn N = {aq,a2,a3,...} mit Vn € N a, :=n
e 7 ist abzéhlbar.

Definiere etwa: a1 :=0,a2 :=1,a3 := —1,a4 1= 2,...

19



2. Folgen, Konvergenz

e (Q ist abzédhlbar.
= Unendliches Rechteck

1 2 3 4

12 3 4

2 2 2 3
Dann setze b; := 0, bs := a1, by := —ay, ..., um auch die negativen Zahlen durchnummerieren
zu konnen.

o R ist iberabzihlbar. (= es gibt auch viel mehr irrationale Zahlen als rationale)

Ab jetzt seien alle Folgen reelle Folgen.

Definition 2.6. Sei (ay,) eine reelle Folge. (ay,) heifit nach oben bzw. unten beschrinkt, wenn die Menge
M = {a1,az2,a3...} nach oben bzw. nach unten beschrinkt ist. In diesem Fall: sup(a,)nen = sup M.
Analog fiir die andere Seite.

(an) heiBit beschrinkt, wenn (a,) nach oben und nach unten beschrinkt ist.

2.2. Konvergenz

Der Begriff der Konvergenz ist der zentrale Begriff der Analysis. Wir betrachten zunéchst die Konvergenz
reeller Folgen.

Sei (ay,) eine Folge in R und a € R. Was soll ,,a,, — a fiir n — 0o bedeuten?

1. Schritt: , Die Folgenglieder a,, kommen a beliebig nahe oder |a,, — a| wird beliebig klein, wenn n grof§
wird.“

2. Schritt: So sollte doch zum Beispiel gelten:

lan — al

< 1000

Nur: fiir welche n?
Idee: Ab einem gewissen Index ng soll fiir alle n > ng die obige Ungleichung gelten.
Ebenso sollte es ein n; € N geben mit |a,, — a| < 1076 fiir alle n > ny.

3. Schritt: Ist € > 0 (und ¢ beliebig klein), so sollte es stets ein ng = no(e) € N geben, mit

lan, —al < e fiir allen > ng

Diese Uberlegungen fithren uns zu folgender

Definition 2.7.

(1) Die Folge (a,,) heifit konvergent gegen a, wenn gilt:
Ve >03ng e NVn>ng la, —a| <e

In diesem Fall heifit a Grenzwert (Limes) von (a,).

Bezeichnung: ¢ = lim a, oder: a,, — a fir n — co.
n— oo
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2.2. Konvergenz

(2) Eine Folge (a,,) heiit konvergent, wenn es ein a € R gibt derart, dass (a,) gegen a konvergiert.

(3) Eine Folge (a,,) heiit divergent, wenn sie nicht konvergent ist.

Definition 2.8. Fiir o € R,e > 0 definiere:
Uec(zo) :={z €R: |z —mo| <€} = (w0 — €, 9 +¢)

als e-Umgebung von x.

Somit gilt fiir eine Folge (a,) und a € R:
ap, wafirn—00 < Ve>03IngeNVR>ng a, € Ua)

Satz 2.9. (a,) sei eine konvergente Folge. Dann gilt:
(1) Der Grenzwert von (ay,) ist eindeutig bestimmt.

(2) (an) ist beschrinkt.

Beweis:

(1) Annahme: a,, — a und a,, — b, a # b Wiihle € > 0 mit U, (a) N U(b) = 0.

Dann wegen a,, — a : a, € Uc(a) fiir fast alle n € N.

d.h. a,, € U.(a) fiir hochstens endlich viele n € N.

Insbesondere a, € U.(b) fiir hochstens endlich viele n € N. 4
(2) Nach Definition gilt insbesondere fiir & := 1:

Ing eNVn>ng l|a, —al <1

Daher gilt:
Vn>ng lan| = |[(an —a) +a| < lan —al+]a] < 1+ |al
Setze jetzt ¢ := max{|a1|, |az|, ..., |an,|, |a] + 1}

Dann offenbar Vn € N |a,| < c.

Beispiel 2.10.
e Sei c € R,Vn € N a,, := ¢. Dann heifit (a,,) konstante Folge.
VYneN |a,—¢|=0
Daher natiirlich a,, — ¢ fiir n — oco.
e VneN a, = %

Behauptung: (a,) — 0.
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2. Folgen, Konvergenz

Beweis: Sei ¢ > 0 (beliebig). Wihle ng € N mit ng > é Dann ist nio <e.

Also

Vn>ny |a, —0] =

e VaeN a, :=n

(ay) ist nicht konvergent, da sie nicht beschrinkt ist. (vgl. obiger Satz)
e VneN aq,:=(-1)"

Behauptung: (a,) ist divergent.

Beweis: Annahme: (a,) ist konvergent, also exisitert ¢ € R mit a,, — a. Dann gilt: a # 1 oder
a # —1. Etwa a # 1:

Wihle € > 0 mit 1 € U.(a). Dann wegen a,, — a:

ap, € Ue(a) fiir fast alle n € N.

= ap € U:(a) fiir hochstens endlich viele n € N

Insbesondere: a,, = 1 fiir hochstens endlich viele n € N 4 O
eVneN a,:=yvn+1-yn

Dann

(Vn+1—+/n) (Vn+1+/n) 1 1 1

YvneN a,= = < < —

Vit 1+/n CVntl4+yn T 2yn T i

Behauptung: a, — 0

Sei € > 0. Wahle ng € N mit ng > E%
1 2 leq L

Dannn—0<5 ,albof<s

no

Daher Vn > ng |a, — 0| =a, < - < L <«

- Vn = Vno
e VneN an::ng—+1
Dann:
n? n?+1 1 1 1
" o | n?24+1 n?2+1 n24+1"n?2 " n

Sei £ > 0; wie oben: wihle ng € N mit ng > 1 etc. (vgl. oben)
e VneN a,:= ﬁ

Behauptung: a, — 0
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2.2. Konvergenz

Beweis:

Idee: \an—0|:ﬁ<5 & n> 5.

Sei € > 0. Wir finden ein ng € N mit ng > E%

Fiir jedes n > ng gilt dann n > E%, also |a, — 0] = ﬁ < e. O
e Sei x € R.

Zu jedem n € N finden wir ein r, € Q mit r,, € (x — %,x—!— %), d.h. mit |z — 7| < %

Wir erhalten r,, — x fiir n — oco.

Fazit: Jedes x € R ist Grenzwert einer Folge rationaler Zahlen.

Bemerkung 2.11. Sei p € Z fest. Fiir Folgen der Form (a,);2, definieren wir Konvergenz, Be-

schrianktheit, ...analog zu Folgen der Form (a,)nen. Im folgenden formulieren wir Definitionen, Siitze

etc. nur fiir Folgen der Form (an)nen. Sie gelten sinngem$ fiir Folgen der Form (an)p2,,.

Satz 2.12. (ay), (bn), (c,) seien Folgen in R und sei a € R
(1) ap —a < lap—al =0

(2) Ist (o) eine weitere Folge mit o, — 0 fiir n — oo und |a, — a|] < a, fiir fast alle n € N, so gilt
a, — a fir n - oo
(3) Gilt a,, — a, so gilt |a,| — |a]
(Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.)
(4) Es gelte a,, — a, b, — b. Dann gilt:
(i) an+b, > a+bd
(ii) a-a, — a-a (wobei @ € R beliebig)
(iii) an by — a-b
)

(iv) Sei b # 0. Dann existiert ein m € N mit Vn € NVn > m b, # 0 und die Folge (%)

n=m

konvergiert gegen ¢.
(5) Gilt a,, = a und b, — b und gilt a,, < b,, fiir fast alle n € N, so gilt auch a < b.

(6) Gilt a,, — a und ¢, — a und a,, < b, < ¢, fiir fast alle n € N, dann gilt b,, — a.

Beweis:
zu (1): Ergibt sich aus der Definition des Konvergenzbegriffes.
zu (2): Sei e > 0. Da «a,, — 0, existiert ein n; € N mit Vn > ny |a,| <e
Ferner existiert ein ny € N mit Vn > ny |a, — a| < ay,
Wiihle ng := max{ny,no}
Dann Vn > ng |an, —a|] < oy = |ag| <€
Also a, — a
zu (3): Vn €N ||an| — la| < lay — a] =t o,
Wegen a,, — a folgt aus (1): a,, — 0

Nach (2) also |a,| — |a]
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2. Folgen, Konvergenz

zu (4):  zu (i) Seie > 0. Wegen a,, — a existiert ein n; € N mit Vn > n; |a, —al < §
Wegen b, — b existiert no € N mit Vn > ny |b, — b < 5.
Wihle ng := max{n;,no} Dann:
vn>ng |(an+bn) — (a+b)| = |(an —a)+ (b — )| < |an —al+ by —b| < €
zu (ii) Beweis selbst
zu (iii)
VYn e N |apb, —ab] = ’(anbn —apb) + (anb — ab)’ < |anby, — anb| + |ab — ab|
= |an| - [bp — 0] + [b] - |an, — al
Auflerdem ist (a,) beschrénkt, da konvergent. Also 3¢ > 0V¥n € N |a,| <c.
Daher
VneN |apb, —ab| < ¢|by, — b+ |b] - lan, — a| =t ap,
Aus (ii) und (1) folgt
¢|by, —b] = 0 und || - |a, —a] =0
Nach (i) also o, — 0. Nach (2) also apb, — ab
zu (iv) Wegen b # 0 gilt € := @ > 0.
Wegen b, — b gilt [b,| — |b], daher existiert ein m € N mit Vn > m ||b,| — |b]| <e

=vVn>m b > b —e=L >0

Ferner vn Z m ISt ‘i - %‘ = \lll;:ﬁl;“ S \b% : |bn - b| =! OQp
Dann o, — 0, da b, — b (ii)
1 1
Nach (2) also (E) — (1)
Nach (iii): %:an'i%a%:%

zu (5): Annahme: a > b
Setze € := “T*b > 0. Offenbar gilt
VeeUs(b)Vy e Us(a): x<y (2-1)
Wegen a,, — a und b,, — b existiert ein ng € N so dass
YneN, n>ng: a, €Ua) N b, € U(b)
Wegen (2-1) gilt also
VvneN, n>ng: b,<a, 1}

zu (6): Sei € > 0. Dann existiert ein ny € N mit
Yn>ng lan—al<e Alen—al<e A ap <b, <cy
= a,>a—¢ N ¢, <a-+e¢€
= Vn>nyg a—¢e¢<a,<b,<c,<a+e
Das heifit: Vn > ng —e <b, —a<e

also Vn > ng |b, — a| < €. Daher b, — a.
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2.3. Monotonie

Beispiel 2.13.

(1) Sei p e Nund Vn € Na,, := n%
Behauptung: a,, — 0
Beweis:
1. Moglichkeit: Setze b,, 1= %, dann 0 < a,, < b, wegen n? > n.

Daher a,, — 0

2. Méglichkeit: Setze c, := 1 — 0. Mit vollsténdiger Induktion iiber p folgt mit (4) (iii): a,, — 0

(]
(2)
5n2+3n+6 5+2+5% 05
Vn e N an::n—&—n—f— = = "12 -, 2
m2+dn+1 T4+ 2+ 7
2.3. Monotonie
Definition 2.14. Die Folge (a,,) heifit monoton wachsend wenn
o S (e monoton fallend |’
VneN a, <apy1 bzw. ay > ant1
Die Folge (a,,) heifit streng monoton wachsend wenn obiges mit strengem | = | gilt
El streng monoton fallend |’ & & > | 8
. o wachsend oben .
Satz 2.15 (Monotonie-Kriterium). Ist (a,) monoton und nach beschrénkt,
fallend unten

dann ist (a,) konvergent.

Beweis: Setze a := sup a,,. Dies existiert, da (a,) nach oben beschrénkt ist. Sei € > 0. Dann ist a — ¢
keine obere Schranke von (ay,).

Das heifit: 3ng € N a,, >a—c¢

Somit ¥Yn > ng a, > an, > a — € (wegen Monotonie)

an < a < a+ ¢ (wegen Supremum)

AlsoVn >ng |a, —al <e

2. Teil geht analog.

Eine anschauliche Darstellung des Beweises findet man in Abbildung 2.1. O

Beispiel 2.16. Definiere (a,,) rekursiv:

a1:=v6, YneN anpq:=V6+an,

Behauptung: Vn € N a, < 2.
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2. Folgen, Konvergenz

supa, =: a
}e

oa3

<>a2

aj

Abbildung 2.1.: Zum Beweis des Monotonie-Kriteriums

Beweis: a1 = /6 < 2

Gelte a,, < 2 fiir ein n € N.

Dann a, 1 = /6 +a, < /6 +2 =2 (wegen a, < 2).
Behauptung: (a,) monoton wachsend.

Beweis: a1 < ag. Gelte a,, < an41 fiir ein n € N,

ani2 = 36+ ans1 > V6 +an = ans

Also (ay,) konvergent.

Beispiel 2.17. Sei p € N fest, (a,) eine Folge, a,, — a fiir n — oo.

Ferner gelte Vn € N a,, > 0. Also gilt auch: a > 0. (s.0.)
Behauptung: ¢/a,, — ¢/a.

Beweis:
1. Fall: a =0
Zu zeigen: ¢/a, — 0.
Sei € > 0. Wéhle ng € N mit Vn > ng a,, < eP. (geht wegen a,, - 0,Vn € N a,, > 0)
= VYn>ng Va,—-0= a,<e
2. Fall: a >0

VneN |a, —a| = |(¢an)" - (/a)"|

Nach Verallgemeinerung der 3. binom. Formel:

— | (¢/an = ) - Y- (v ()
k=0
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2.3. Monotonie

> [ ¢fan — /a] - (an) O (Ya)
=(¥a)" "=

= VneN: |{an—Va<lla,—a

= Ya, — Va

Beispiel 2.18. Sei z € R fest und Vn € N a,, := z". Dann gilt:
1.Fall: z=0 = a, —0

2.Fall: =1 = a, —1

3.Fall: 2 =-1 = (a,) = ((—1)") divergent.

4. Fall: |z >1 = 0:=|z|]—1 > 0 und fiir jedes n € N gilt:

BERNOULLIsche
Ungleichung

lan| = |z" =]z/"=(1+6)" > 1+n-0>n-¢
Weil § >0 = (ay,) nicht beschrinkt = (a,) divergent.
5.Fall: 0< |z] <1 = y:= |71\ — 1> 0 und fiir jedes n € N gilt:

BERNOULLIsche

1 1 n ngleichung
n

= VneN: |an|<%-% = ap—0

Beispiel 2.19. Seiz € Rund ¥n €N s, := > z*.
k=0

Behauptung: (s,) konvergiert < |z < 1; dann: lim s, = 1.
n—oo

Beweis:
1.Fall: z=1 = s,=n+1 = (s,) divergiert.
2. Fall: x #1

1—a”

Mit vollsténdiger Induktion zeigt man: s, = 5%

= [(sn) konvergiert <« (z"') konvergiert]

= [(sn) konvergiert < |z| <1]

auferdem: [z] <1 = 2" 50 = s, = =

Beispiel 2.20. Behauptung: /n — 1 fiir n — oo.

" fiir jedes n € N.
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2. Folgen, Konvergenz

Beweis: Es gilt: Vn e N ¢/n > 1 (da ¢/n > Y1).
Sei Vn € N a, := ¥/n—12> 0. Zu zeigen: a,, — 0

Es gilt:
VneN n(c/ﬁ)”(uan)nz(”)lnk.agz (”) .agzw.ai

2 2
— Yn>2 0<a,<
n—1 n—1

= VYn>2 aig

= a, — 0 fir n — oo.

Beispiel 2.21. Sei ¢ > 0 fest. Behauptung: /c — 1 fiir n — oo
Beweis:

1. Fall: ¢> 1:

dneN c¢c<m also Vn>m 1<c¢<n

= Vn>m 1< ¥ec< Un
—~

—1
Also {/c — 1. (s.0.)
2. Fall: 0 <e<1:
1 n/1
Damn © >1 = \/g% 1

Durch invertieren folgt: ¢/c — 1

Beispiel 2.22. Fiir jedes n € N sei a,, := (1 + %)n und by, == > %
k=0
Behauptung: (a,) und (b,) konvergieren und lim a, = lim b,.
n— oo n— oo

Beweis:
(i) Fiir jedes n € N gilt:

BERNOULLIsche

1 ™ “Ungleichung 1
anp = (14— > l1+n-—=2
n n
(ii) Fiir jedes n € N gilt:

"1 1 1
bn+1:kzoﬁ+(n+1)! >y 5 =bn

Also: (by,) ist streng monoton wachsend.
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2.3. Monotonie

(iii) Fiir jedes n € N gilt:

b—1+1+1+1+ + ! <1-i-n§1 1y*
" ~~~ 2 2.3 2:3---n 2
_1 N~ =~ —_—— k=0
2 1 <1 <1
oT =32 =on—

Fiir jedes n € N ist

S(3) -2 (1-(3)) =2-

Also: b, <142 =3 fiir alle n € N.

]

(iv) Nach dem Monotonie-Kriterium konvergiert b,, wegen (ii) und (iii).

Setze b := lim b,,.

n—oo

(v) Wir zeigen mit der BERNOULLIschen Ungleichung, dass fiir alle n € N gilt: a,+1 > ay,.

1 n+1 1 n
nt1 > an & (14— > (14—
wzen o (1455) > (1)
)R-‘rl <n+1>n
>
n
n+1

- ()
- (G) > i
(
(

1 n>n—|—1
nJrl n+2

" 1
1— >1—-—
n+1 ) n+2

bleibt zu zeigen

Nach der BERNOULLIschen Ungleichung:

Bleibt noch zu zeigen:

n
- s
(1+n)2> n+2

d.h.

n < 1
(1+n)?2 n+2

& m+1)?>n-(n+2) <

Dies ist aber wahr.

(vi) Wir wollen zeigen: Fiir alle n > 2 gilt: a,, < b,,.

1 n n—1 n—k+1
:1+1+§ — = e < b,
|
oo
<1 <1 <1

n+2-n+1>n>2+2-n
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2. Folgen, Konvergenz

(vii) Aus (vi) folgt: a,, < 3 fiir alle n € N.

Nach dem Monotoniekriterium konvergiert dann (a,,); sezte: a := lim a,,.
n—oo

Wegen (vi) folgt: a < b.

(viii) Sei j €N, j > 2 fest. Fiir n > j gilt:

J
s.0- 1 1 k-1
n > 1+1 E —1-{1=-=)---(1- =:cp
a + +k:2k! ( n) ( - ) c

—1 (n—o00)

A)bj
Also:
Gp 2 Cp, Cp — bj = a2 bj

j beliebigund b; = b = a>b (g) a="b.

Definition 2.23. e := lim (1 + %)n heifit EULERsche Zahl.

n—oo
Nach vorigem Beispiel gilt:
n
<e< i — =
2<e<3 und nl;ngoz e

k!
k=0

2.4. Haufungswert

Definition 2.24. Sei (a,) eine reelle Folge und (n1,n9,ns,...) eine Folge in N mit n; <ns <ns...
Setze Vk € N by, 1= ay,
Die Folge (by) heifit dann Teilfolge von (a.,).

Beispiel 2.25.
(1) (ag,a4,ag,...) ist Teilfolge von (a,)
(Setze ny = 2k)

(2) (a1,a4,a9,a16...) ist Teilfolge von (a,)
(Setze ny, := k?)

3) (

(3) (a4,a2,as, ag,aio,-..) ist keine Teilfolge von (ay,).

2. (k—1) fiir k gerade

ist nicht streng monoton wachsend.
2-(k+1) fir k ungerade

Denn: ny 1= {

30



2.4. Haufungswert

Definition 2.26. Sei (a,,) eine reelle Folge und a € R.
a heift Haufungswert von (a, ), wenn eine Teilfolge (ay, ) von (a,) existiert mit a,, — a fiir k — oco.

HW(a,) := {a € R : a ist Hiufungswert von (a,)}

Beispiel 2.27.
(1) VneN a, :=(-1)"

VneN ay=1—1
(agn) = (apn, ) mit ny := 2k ist Teilfolge von (ay,).

= 1 ist Hiufungswert von (a,)

VneN agyp_1 =-1— —1
(ag2n—1) = (an, ) mit ny := 2k — 1 ist Teilfolge von (ay,).

= —1 ist Hiufungswert von (ay,)

Behauptung: Es gibt keinen weiteren Hiufungswert von (a,).

Beweis: Sei a € R,a # 1,a # —1. Annahme: a ist Hiufungswert.

Also existiert eine Teilfolge (ay, ) mit a,, — a fir k — oco.

Wihle € > 0 so, dass 1 € U.(a), —1 & Uc(a)

Wegen a,, — a fiir k — oo existiert ein kg € N mit Vk > ko an, € Us(a)

Aber: Vk € N a,, =1 oder a,, =—1 4 O
(2) Q ist abzdhlbar. Also existiert eine Folge (a,,) in Q mit Q = {a1,a2,...}

Behauptung: Jede reelle Zahl ist Haufungswert von (ay,).

Beweis: Sei a € R. Es existiert ein ¢; € Q mit a < ¢; < a + 1 (sogar unendlich viele).

Es existiert ein n; € N mit q; = ap,.

Es existiert ein ¢go € Q mit a < g2 < min {a + %, Qn, }
Es existiert ein ng € N mit g2 = ap, und ny > ny.

Es existiert ein g3 € Q mit a < ¢3 < min {a + %, Gy }

Es existiert ein nz € N mit g3 = a,, und nz > ns.

Induktiv fortsetzen: Es existiert eine Teilfolge (an,) mit a < a,, < min{a+ 1,a,,,,} fir alle
kEeNk>2

Also (an, ) — a fiir k — oo
= a ist Haufungswert. O
(3) VneNa, :=n
Fiir jede Teilfolge (a,,) gilt:
(an,) = (n1,n2,ns,...) unbeschrénkt
= Jede Teilfolge ist divergent. = Es existieren keine Haufungswerte.

Erinnerung: a, — a <= Ve >0 a, € U.(a) fiir fast alle n € N.
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2. Folgen, Konvergenz

Satz 2.28. Sei (a,) Folge und a € R. Dann gilt:
a € HW(a,) < Ve >0 a, € U.(a)

fiir unendlich viele n € N.

Beweis:
»=“ Wir finden eine Teilfolge (a,,) von (a,) mit a,, — a (kK — ).
Sei € > 0. Dann existiert ein kg € N mit
an, € Uc(a) fur alle k > ko
d.h.
an, € Ue(a) fiir alle n € {ng,, ngy41,...} =2 M
M ist unendlich.
,=“Zue=1finden wirn; e Nmit o —1<ap, <a+1

Zusz%ﬁndenwirngeNmita—%<an2<oz—|—%.

Wir erhalten eine Teilfolge (ay, ) von (ay) mit
1
|an, —af < 1 firalle k € N

k
= ap, %0 = o € HW(ay,,).

O

Satz 2.29. Ist (a,) konvergente Folge und (a,, ) eine Teilfolge von (a,), so ist auch (a,,) konvergent

und lim a,, = lim a,. Insbesondere ist HW(a,) = 4 lim ay, ;.

k—oco n— oo n— oo
Beweis: Sei a := lima,. Sei ¢ > 0. Wegen a,, — a existiert ein ng € N mit Vn > ng |a, — a| <
€.
Da n; < ng < ... existiert ein ky € N mit ng, > ng. Dann gilt V& > ko : ng > Ng, >
no
= Vk > ko |a, — a] < e, also konvergiert a,, — a. O

Lemma 2.30. Jede Folge (a,) hat eine monotone Teilfolge.

Beweis: m € N heifle ,,niedrig“ < Vn > m a, > ap.

1. Fall Es gibt hochstens endlich viele (moglicherweise gar keine) niedrige Indizes.
Dann finden wir ein m € N mit m,m + 1,... sind alle nicht niedrig.

Setze ny == m.

ni nicht niedrig = es existiert ein ne € N mit ny > n;1 und a,, < an,.
ng nicht niedrig = es existiert ein nz € N mit ng > ny und a,, < ap,.

Wir erhalten eine Teilfolge (ay, ), die monoton fillt.
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2.4. Haufungswert

2. Fall Es gibt unendlich viele niedrige Indizes. n; < ny < n3 < .... Da fiir alle & € N der Index ny
niedrig ist, gilt Vn > ny : an > an,. = (ap,) monoton wachsend.

O

Satz 2.31 (Satz von BOLZANO—WEIERSTRASS). Jede beschrinkte Folge hat mindestens einen Hau-
fungswert.

Beweis: Nach obigem Lemma enthilt (a,) eine monotone Teilfolge (ay, ). Da (a,) beschriankt ist, ist
auch (ap,) (nach oben und unten) beschréinkt. Nach dem Monotonie-Kriterium ist (a,,) konvergent.
Dann ist klim (an, ) Haufungswert von (a,). O

—00
Satz 2.32. (ay) sei beschrinkt (= HW/(a,,) # 0). Dann gilt:
(1) HW(a,) ist beschréankt.

(2) supHW (a,,), inf HW(a,) sind selbst wieder Hiufungswerte. Also existieren max HW(a,) und
min HW (ay, ).

Beweis:
zu (1): Wir finden ein ¢ > 0 mit |a,| < c fiir alle n € N.
= Fiir jede Teilfolge (an,,) gilt |an, | < c fir alle k € N.
= Fir jedes « € HW(a,) gilt |of <ec.
zu (2): Sei s := sup HW(a,,) und € > 0. Wir finden a € HW(a,) mit s — § < a < s.
= Ucp2(a) CUL(s).
In U, 2(c) liegen unendlich viele der Folgenglieder a,.
= in U.(s) liegen unendlich viele a,,.

= se HW(ay).

O
Definition 2.33. (a,,) sei beschrinkte Folge.
limsupa, := lim a, := max HW(a,,) heiBt limes superior oder oberer Limes von (a,).
n—00 n—00
liminf a,, := lim a, := min HW(a,) heifit limes inferior oder unterer Limes von (ay).
=29 n—00

Klar: Wenn (a,) beschréinkt ist, dann gilt:

VYa € HW(a,) liminfa, <a <limsupa,

n—00 n—00

Beachte: Aus obigem Satz folgt: Ist (a,,) konvergent, dann gilt:

limsup a,, = liminf a,, = lim a,.
n—o0o n—00 n—00

Beispiel 2.34. Vn € N a,, = (—1)™. Schon gezeigt: HW (a,,) = {1, —1}. Also:

limsupa, =1, liminfa, = -1
n—oo n—oo
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2. Folgen, Konvergenz

Beispiel 2.35. Vn € Na, = (—1)" (1+ 2)".

Dann gilt Vn € N ag, = (1+ QL”)M (agn) ist Teilfolge von (a,) und lim as, = e. Ferner
n—o0

2n+1
Vn € N ni1=—11
n a2n14-1 ( +2n+1)

(agn+1) ist Teilfolge von (a,) und lim ag,41 = —e. Also (!) ist HW(a,,) = {e, —e}. d.h.

n—oo

limsupa, =e, liminfa, = —e.
n— 00 n—00

Satz 2.36. (a,) sei beschriinkt. Dann gilt:

Voo >0 limsup(a-ay,) = - limsupa,
n— oo n—oo

Voo >0 liminf(a-ay,) = a-liminfa,
n— oo n—00

lim sup(—a,) = — liminf a,,
n—oo n—00

2.5. CaucHy-Kriterium

Definition 2.37. Eine Folge (a,,) heifit eine CAUCHY-Folge, wenn gilt:

Ve>03ng eN Vn,m>ng |ap —am| <e

Satz 2.38 (CaucHY-Kriterium). (a,) konvergent < (a,) CAUCHY-Folge.

Beweis:

,=“ Seie > 0. Sei a := lim a,.
n—oo

Da (a,) konvergent ist, existiert no € N mit Vn > ng |a, —al < §
= Vn,m>ng |an —am| = |[(an —a) + (@ = am)| < |an —a|+|a—am| < €
»<=* Zeige zunichst (a,) (vorgegebene CAUCHY-Folge) ist beschrinkt.
Zu ¢ :=1 existiert ein ng € N mit Vn,m > ng |a, — am| < 1
=Vn>ng |a,| = |(an — Gny) +an0‘ < an = ang| + |ang| < 1+ [an,|
=VneN |a,| < max{|ai],|az|,...,|an,|, 1+ |an,|}

Nach BOLZANO-WEIERSTRASS hat (a,) also einen Haufungswert, d.h. es existiert eine konvergente
Teilfolge (an, ).

Sei a := lim a,,. Zu zeigen: a = lim a,.
n—oo n—oo
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2.5. CAucHY-Kriterium

Sei nun € > 0. Dann existiert ein ng € N mit

€
Yn,m >ng  |an — am| < 3

Da a,, — a existiert kg € N mit ng, > ng

Vk > ko |ank—a|<g

= Vn>ng \anfa|:|(anfank_0)+(ankofa)‘ < |an7

Beispiel 2.39. (a,,) rekursiv definiert durch:
1

ap =1, apy1:= 1
Dann:
YneN a, >0, a,<1

(Beweis per Induktion)
1
1+ay

N =

= Vn €Ny Apy1 =

1
= VneN an2§

Daher:
1 1
IT+apik—1 1+ana

Vn,k € Nyon > 2 |antk — anl :‘

_ |an+k71 - an71|
(1+ angr—1)(1 +an—1)

<

4

9
4\"! 4
< <9> (|ak+1| + |G1D <2 <9

4 n—1
= Vn,keN |appr —an| < 2- (9>
= (ay) ist CAUCHY-Folge: Sei ¢ > 0 wéhle ng € N mit 2 - (%)no_l

Seien n,m > ng. 0.B.d.A. sei m > n. Setze k :=m —n.

<E.

ank0| + |ank0 —al < ¢

n—1
> |an+k:—('n—1) — Gp—(n-1)

g

4 n—1 4 no—1
= |am —an| = |an+k—an’ < 2. (9) < 2. (9) < e

= (ay) ist CAucHY-Folge. = (a,) ist konvergent.

und a,, = a und a,41; — a folgt:

Sei ¢ := lim a,. Wegen apiq = ——
o T g n+ 1+a,

1
T 14a

2 /
= —1=0 = = —— = - 1l = —+—
a”+a a 5 4+ > 5

a

Wegen a,, > 1 (s.0.) gilt auch a > 3. Also +.
1
= a=5(v5-1)
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3. Reihen

n
Definition 3.1. Sei (a,) eine Folge in R und s, := Y ax. Die Folge (s,) heiBt unendliche Reihe und
k=1
wird mit
D
k=1
bezeichnet.

Sy, heilt n-te Teilsumme oder Partialsumme.

> ay heifit konvergent :< (s, ) konvergent. Analog: divergent.
k=1

o0 o0
Ist > ay konvergent, so heiflt lim s, der Reihenwert oder Reihensumme und wird ebenfalls mit > ay

k=1 n—reo k=1
bezeichnet.

(oo}
Das Symbol > aj hat also im Konvergenzfall zwei Bedeutungen.
k=1

Bemerkung 3.2.

(1) Ist p € Z und (an);%,, eine Folge, so definiert man entsprechend
n
Yn>p sp ::ap+ap+1+"'+anzzak
k=p

Die kommenden Sétze und Definitionen werden nur fiir den Fall p = 1 formuliert, gelten aber
entsprechend auch fiir andere p € Z.

o0
Man schreibt fiir p = 1 auch oft > ax statt > ag, wenn keine Verwirrungen zu befiirchten sind.
k=1

(2)
Za’f — Zai — ...
k=1 j=1

Beispiel 3.3.

(1) geometrische Reihe
o0
> =t
k=0

AlsoVneN s, =14+z+ 22+ - -+ 2™
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3. Reihen

Wie bereits gezeigt (2.19): (s,,) konvergiert < |z| < 1. In diesem Fall:

. 1
lim s, =
n— o0 1—=x

(oo}
Also Y 2 ist konvergent < |z| < 1, und in diesem Fall:
k=0

= 1
> =i,

k=0

(2) kzlm,dh. ak:m_% F1-

d.h.

VnEN sy —ajtagt o tay=(1-2) (-t )y
" Sn = 1T a2 n = 2 273 n n+l) T n+1

n—oo
—1
Also ﬁ ist konvergent und k(++1) =1.
k=1 k=1

(3) X fhalsoVn€Ns, =1+1+4 4+ + 4.
k=0

Wie bereits gesehen: s, — e fiir n — oo.
o0 o0

Also: Y . ist konvergent, und Y. £ =e.
k=0 k=0

(4) harmonische Reihe
k=1

AlsoVn €Ns, =143+ 3+ + L.

el

1 1 1 1
=VneN s9, =5, + + bt — > dn— =5, + =
n+1l n+2 2n 2n
—— N~ ~—~
> > 25

n Summanden

Also ist (s;,) keine CAUCHY-Folge, denn sonst gibt es zu e = % ein ng € N mit

Yn,m>ng |s, — sm| <e
3 4

Wiéhle n > ng beliebig und m := 2n, denn |s2, — s, <& = 3

o]
Nach CAUCHY-Kriterium ist (s,) divergent, d.h. 3 ¢ divergent.
k=1

Satz 3.4.
(1) Monotoniekriterium: Es gelte Vk € N aj > 0

o0
Ferner sei (s,) nach oben beschrinkt. Dann ist > aj konvergent.
k=1
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(2) CaucHy-Kriterium fiir Reihen:

<e€

o0
Zak ist konvergent < Ve >0dng e NVn,m >ngm >n
k=1

m
> a
k=n

(3) > ay sei konvergent, dann ist fiir jedes v € N die folgende Reihe > aj konvergent, und fiir

k=1 k=v+1
o0
r, = Y. agglt lim r, =0.
k=p+1 v—00

(4) Ist > ay konvergent, so gilt klim ap = 0.
k=1 — 00
Achtung: Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch. Beispiel: harmonische Reihe.

Beweis:

(1) DaVk € N ay, > 0ist (s,,) monoton wachsend. (S,+1 = $p+an+1) Ferner (s,,) nach oben beschrinkt.
Also nach dem Monotoniekriterium fiir Folgen gilt: (s,,) ist konvergent.

m
(2) Firm >n gilt 8,y —sp, = Y. ak
k=n+1

= Behauptung folgt aus dem CAUCHY-Kriterium fiir Folgen.

(3) Sei v € N fest. Setze Vm > v +1 op = >, ag.
k=v+1

DannVm >v+1 sp,=a1+---+a,+apy1+ -+ am =S, + o
Lasse hier m — oo gehen. Und mit s := lim s, gilt also 0, = s, — s, — s — s, fiir m — co.
m—r00
[ee] o0
D.h. Y ag ist konvergent und > ap =s—s,.
k=v+1 k=v+1

AlsoVveN r, =s—s, — 0 fiir v — oo.

YneN spr1—sp=1(a1+ -+ apt1) — (a1 4+ -+ an) = ans1
o0
Wegen lim s,4; = lim s, = ar =: s. Daher a1 = Spy1 — S = s — s = 0 fiir n - co0. Also
a, — 0 fir n — oo.

Beispiel 3.5.

o0
(1) ag == (=1)* fiir alle n € N. Dann a; 4 0 fiir k — oco. Also Y (—1)* divergent.
k=1

(2) Y ¢ divergent, obwohl + — 0 fiir k — oo,
k=1
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3. Reihen

Satz 3.6. > ag, . bi seien konvergent, und seien «, 8 € R. Dann konvergiert auch

> (car + Bb)

und

Z(aak“‘ﬁbk):azak“‘ﬁzbk

n n
Beweis: Yn € N s, 1= > ag, o, := > by. Da > ag, . by konvergent: (s,),(0,) auch konver-
k=1 k=1
gent.
Und:
as, + o, — a lim s, +4 lim o,
| S — n— 00 n— oo
N —— ——
= 2 (aar+pBby) =>ay =>"bg

k=1

Achtung: Eine Gleichung der Form

Z(aak+6bk) :aZak—i-BZbk

macht nur Sinn (als Gleichung zwischen Grenzwerten), wenn Y ag,» b, konvergie-
ren.

Definition 3.7. Y ay heifit absolut konvergent :< 3 |ay| konvergent.

Satz 3.8. Ist ) a absolut konvergent, so ist Y ay konvergent. (Die Umkehrung ist falsch).

Beweis:
m m
Vm >n Z ag :|an+1—|—-~-—|—am|§\an+1|+-~-+|am|=Z|ak|
k=n+1 k=1

Sei € > 0. Da ) |ag| konvergent nach Voraussetzung, folgt Behauptung aus dem CaucHY—Kriterium.
|

Beispiel 3.9. alternierende harmonische Reihe:

k=1
Zeige (Gl ist konvergent. Aber offenbar: > ()t ist nicht absolut konvergent, denn
k=1 k=1
oo oo
1 k+1 1
Z ( Iz = Z % (ist divergent)
k=1 k=1

S (—1)k+1
Zur Konvergenz von kzl —
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QY LR S SO o

n e S Z A 5 + 3 + + o
k=1
Setze a,, := (_17):“. Dann
1 1

- >
m+l 2y
—_———

>0

Yn € N Sopi0 = Sop + Gopy1 + G2pt2 = Sop +

= (s25,) ist monoton wachsend. Analog zeige: (s25,—1) ist monoton fallend:

Vn €N Soptp1 = Sop—1 +a2p + a2ny1 = ... < Sop—1
(_1)2n+1 1
Som — Sop_1 = Qop = ———— = ——
2n 2n—1 2n 27’L 2n
1
= S2p—1 = Son + —
2n

Induktiv folgt:
89 <84 <86 < - <82 S Sop—1 S Sop—3 < v <83 <85y

Insbesondere ist (s2,,) nach oben beschrinkt (z.B. durch s1) und (s2,—1) ist nach unten beschrinkt (z.B.
durch s).

= Nach Monotoniekriterium sind beide konvergent.

Sei s := lim s9,, §:= lim S9,_1.
n—oo n—roo

Offenbar s < 5. Auerdem gilt (vgl. oben): s = 3.

Daher konvergiert auch (s,) gegen s:
e>0, San— 8= 8o, € U(s) fiir fast allen € N

< sy, € UL(s) fiir fast alle geraden n € N
Analog fiir die ungeraden Indizes, = s,, € U.(s) fiir fast alle n € N. = s, — s.

(spiiter: s = log2)

Satz 3.10 (LeiBN1z—Kriterium). Sei (b,) eine Folge, b, > 0, (b,) monoton fallend; lim b, = 0, und
n—oo

ay, == (—=1)"*t1b,.

(oo}
Dann ist Y a, konvergent.
n=1

Beweis: vgl. obiges Beispiel. O
Beispiel 3.11.

b % firm=2k+1, keN
" g firn =2k keN

Dann ist b, > 0 fiir alle n € N und b,, — 0, aber: > (—1)""!b,, divergiert (Behauptung).

n=1
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3. Reihen

Beweis: a,, := (—=1)"*b,, s,:=a;+ - +a,, n€N
Dann gilt fiir jedes n € N:

32n:(a1+a3+...+a2n_1)+(a2+a4+...+a2n)

IO S

=ian

=:Bn

Es ist §,, konvergent (geometrische Reihe): 3, = 1_% =2.
2

Annahme: (s,,) konvergiert = (s2,,) konvergiert, da 3,, konvergiert = (o)

Also: (s;,) divergiert.

Satz 3.12.

= (sa2n, — Bn) konvergiert 4.

O

(1) Majorantenkriterium: Seien (ay,), (b,) Folgen, mit |a,| < b, fiir fast alle n € N. Ferner sei ) b,

konvergent.

o0
Dann ist Y a, absolut konvergent.
n=1

n=1

(2) Minorantenkriterium: Seien (ay,), (b,) Folgen, mit 0 < b,, < a, fiir fast alle n € N. Ferner sei

> by, divergent.

n=1

[ee]
Dann ist auch . a, divergent.
n=1

Beweis:
(1)
Jko e NV > ko an| < by
Seien m > n > kg:

m m
&m,n = Z |ak| < Z bk =!0m,n

k=n+1 k=n+1
Seie >0
= dngeNVm,n>ng,m>n opmn,<e¢
0.B.d.A. sei ng > k.

= Vm>n>nyg Gmn(Somn) <e

[ee]
= Y |ag| ist konvergent. (Nach 2x CAUcCHY-Kriterium)
k=1

(2) Annahme: ) a, konvergent.

n=1

= > b, konvergent. = Widerspruch.
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Beispiel 3.13.

(1) ngl ﬁ, dh Ap = ﬁ

Dann
1 1
|an| = anp = S = bn
A DT S anT1)
~——

>n

Bekannt > b,, konvergent.

= > a, konvergent.

oo} o0 o0
Also 21 ﬁ = > % konvergent. = Y - konvergent. (Reihenwert: %2)
n=

n=2 n=1
(2) Sei a € (0,1],a0 € Q.
Dann
VneN n>n®

1

e

= VneN >

3
S|

Da > % divergent, folgt nach dem Minorantenkriterium n% divergent.

(3) Seia>2,a€qQ.
VneN n?<n®

1<1
noe = p2

n n

= Vn €N

Da )’ % konvergent, folgt nach dem Majorantenkriterium: » n% ist konvergent.

(4) Ohne Beweis: Sei & > 1, € Q. Dann ist die Reihe ) - konvergent.

Bemerkung: Die Einschrinkung o € Q wird spéter verschwinden, wenn wir Potenzen mit reellen Expo-
nenten eingefiihrt haben. (siehe 7.27)

Satz 3.14 (Wurzelkriterium). Sei (a,) Folge.
(1) Ist ¥/|ay| unbeschrinkt, dann ist die Reihe > a,, divergent.

(2) Sei {/|an| beschrinkt und setze o := limsup {/|ay|.

n—oo

Ist a < 1, so ist > a,, absolut konvergent.

Ist a > 1, so ist > a,, divergent.

Beweis:

(1) %/]an| unbeschrinkt. = %/|a,| > 1 fiir unendlich viele n.
= |ap| > 1= ay 4 0 fir n — oco.
= Y a, divergent.

(2) Seiav < 1. Wihlez e Ria <z <1
Behauptung: m < z fur fast alle n € N.
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3. Reihen

Beweis: Annahme: {/|ay,| > « fiir unendlich viele n. Also existiert eine Teilfolge:

("§/|ank\) mit by := "§/|an,| >« fir alle k € N

Da (by) beschrinkt ist, hat sie nach BOLZANO-WEIERSTRASS mindestens einen Hiufungswert; nenne

an|).

diesen 3. Es sei (by,) eine Teilfolge, die gegen 3 konvergiert. (b, ) ist eine Teilfolge von ( L

= g€ W (3/ladl).

= B <o (wg. a groBter Hiufungswert). Andererseits by, > x fiir alle j € N.

= B >x. Also x < 8 < a < x = Widerspruch. O
Also m < z fiir fast alle n.

= an| < z™

Wegen |z| =z < 1 ist > a™ konvergent. Also folgt aus dem Majorantenkriterium:
= Z an, absolut konvergent
Sei o > 1. Setze Vn € N ¢, 1= /|ay|.
Wiéhle € > 0 mit & — e > 1. Dann gilt ¢,, € U.() fiir unendlich viele n, da o Hiufungswert ist.
= ¢, > 1 fiir unendlich viele n.

= |ap| > 1 fiir unendlich viele n.

Wie in (1) folgt: > a, divergent.

Beachte: Ist die Folge (\"/ \an|) beschrinkt und

o :=limsup V/|a,| =1

n—oo

so liefert obiges Kriterium keine Entscheidung iiber Konvergenz von Y a,,.
Beispiel 3.15.
(1) an =+
1
Van| = n — 1 fiir n = oo
= limsup W: nh_)rrgo m: 1

n—oo

und Y a,, divergent (harmonische Reihe)

(2) an = #

1 1 ;
Vi0ap| = —= = ——= — 1fiirn = o
n?  (3/n)

= limsup {/|a,| = lim {/|a,| =1
n—00 n—00

und > a,, konvergent.
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(3) Sei x € R.

{ (%)n , falls n gerade
Ay 1=
n2

z™, falls n ungerade
% falls n gerade
2
= ]a,| =4 (¥n)” - |z| falls n ungerade
|an|

= HW ({/Jan]) = {3, |2/}
= limsup {/|a,| = max {3, |z|}

n—roo

also: falls |z| < 1, ist D a, absolut konvergent. Falls |z| > 1, ist ) a,, divergent.

Falls |z| = 1, so gilt |a,| = n? fiir alle ungeraden n. = a, 4 0 = Y a, divergent.

2

(4) a =

n = 47L+n3 N

n/o . 4
/2.4
—1 -1
) 1

= Vi = =<1

4
= Zan konvergiert.

(5) an = (1— 5)".
Hier ist {/|an| = (1 - n%)nz fiir alle n € N.

D.h. ( ¥/]a,|) ist Teilfolge von ((1 — ™).
(%/Tan) ge von ((1- 1

Wegen (1 — %)n — 1 gilt somit {/]a,| = L < 1.

= > ay konvergiert.

Satz 3.16 (Quotientenkriterium). Sei (a,) Folge mit a,, # 0 fiir fast alle n € N.

(1) Ist (M) beschréinkt und

An

an+1
Qn

<1

lim sup
n—oo

so ist die Reihe > a,, absolut konvergent.

(2) Ist

An41
Qn

> 1 fiir fast alle n, so ist > a,, divergent.

Qn 41

n

(3) Ist liminf

n—oo

> 1, so ist Y a, divergent.
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3. Reihen

Beweis:

<1

(1) Sei o := limsup

Ant1
a
n—00 "

Wiéhle z € R, < & < 1. Wie im Beweis fiir Wurzelkriterium folgt:

Gntt < g fiir fast alle n
Qp
etwa fiir alle n > n;. =:c
—_——
1
= an| < lan_1] -z < Jan_o|-2% < - < an, |- 2™ = |ap, |- — 2" fir n>ny
x’ﬂ

= |ap| < c-a”
Wegen x < 1ist > 2™ konvergent.

= > a, absolut konvergent.

(2) % > 1 fiir fast allen. = (|a,|) ist mon. wachsend.
= ap, A0
= Y a, divergent.
(3) Sei
[ := liminf Gntl >1
n—oo (o5

Wiihle z € R,1 < = < /3. Ahnlich wie im Beweis zum Wurzelkriterium erhélt man: > ¢ fiir

An+1
An

fast alle n.
O
Korollar 3.17.
(1) Falls a = nll)rr;o V/]an| existiert, so gilt
> ay, ist absolut konvergent, falls & < 1 und divergent, falls o > 1.
(2) Falls 8 = lim

n— oo

> ay, ist absolut konvergent, falls § < 1 und divergent, falls 5 > 1.

existiert, so gilt:

Qn 41
An

Korollar 3.18.

(1) Existiert 8 = lim |*=| und ist 8 = 1, so liefert obiger Satz keine Entscheidung. (analog zum
n—oo i
Wurzelkriterium)
1 Ap+1 n
an = — = — 1
" an n+1
= Y ay, divergent.
1 Ap+1 n?
= — = —1
In =02 an (n+1)2

= Y a, konvergent.
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3.1. Exponentialfunktion

3.1. Exponentialfunktion

Beispiel 3.19. Sei = € R beliebig. Untersuche die Reihe

o0 n

X
D

n=0

Klar: Fiir x = 0 ist die Reihe absolut konvergent mit Reihenwert 1.

Sei x # 0. Setze a, 1= ””n—n, Dann

In+1
Q1 (nr 1) n! |z] .
= | =z - = — 0 filr n — o0
an, = 1 m+1)! n+1
An41

Insbesondere ist lim
n—oo

< 1. Nach dem Quotientenkriterium folgt:

an

Sa, =3 fT‘ absolut konvergent.

Also > % fiir jedes x € R absolut konvergent.

n=0

Dies definiert eine Funktion F := R — R durch

oo

VeeR E(z) ::Z

n=0

xn
nl

(Exponentialfunktion).

118

Esgilt E(0)=1, E(1) = o= e

n=0

Spiiter zeigen wir: Vr € Q E(r) = e”. Spéter definieren wir
Ve eR E(z)=:e"

Weiteres zum Thema Reihenkonvergenz:
Definition 3.20. Es sei (a,,) eine Folge in R und ¢ : N — N eine bijektive Abbildung. Setze
Yn €N by = aym)

Dann heifit (b,) eine Umordnung von (a,). Selbiges gilt auch fiir die Reihe.

Beispiel 3.21. (a1,as3,az2, a4, a5, a7, a6, as, . . .) ist eine Umordnung von (a,). (das ist etwas anderes als
eine Teilfolge)

Satz 3.22 (Umordnungssatz). (b,) sei eine Umordnung von (ay,).
(1) Ist (a,) konvergent, so ist auch (b,) konvergent, und

lim b, = lim a,
n— o0 n— o0

(2) Ist > a, absolut konvergent, so ist auch > b, absolut konvergent, und

an=Zan.
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3. Reihen

Bemerkung 3.23. Ist > a, konvergent, aber nicht absolut konvergent, so existiert zu jedem b € R
eine Umordnung (b,) von (a,) mit

> by=b
Definition 3.24 (CAucHY-Produkt). Gegeben seien Folgen (a,) und (b,). Setze

Vn €N Cp ‘= Zakbn—k = aObn + albn—l + a/2bn—2 oo
k=0

Dann heifit Y ¢, das CAUCHY-Produkt der Reihen » a, und Y b,.

n=0 n=0 n=0

Satz 3.25. Sind ). a, und > b, beide absolut konvergent, dann konvergiert auch ihr CAUCHY—

n=0 n=0
Produkt > ¢, absolut, und
n=0
> = (Yo ) (3o00)
n=0 n=0 n=0

Beispiel 3.26. Sei |z| < 1. Bekannt: > 2" absolut konvergent, und 3 2" = +1-. Dann

1—z°
n=0 n=0

(5) ()%

n
mit ¢, = > 2% - 2" = (n 4 1)a™.
k=0

&)
Also ist > (n+ 1)a™ absolut konvergent, und
n=0
-2

n=0

Bemerkung 3.27 (Weiteres zur Exponentialfunktion).

E(z)=)_ %7:
n=0 '

n=0 =0 n=0
mit
n k n—k n '
x Yy 1 n k_n—k n
Vn e N n = - = . _
nEso o ;Ok' (n—k) Rk Y @+ )
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3.1. Exponentialfunktion

= E(x)-E(y)=Z%=E(w+y)

Mit Induktion zeigt man:
Vey,...,x1€R E(xy+---4a;) =E(xy) - - E(x;)

Weiterhin gilt fiir alle x € R:
1=E(0) =E(z+ (-z)) = E(z) - E(—x)

= E(x)#0, E(-z)=

Ferner:

Weiter fiir alle n € N:

E(n)=E(Q1+1+---+1)=E(1)-EQ1)---E(1) = B(1)" = "

n mal
Ferner:
e=BU)=E(3+3++ ) =B@)-EQ) =B ()’
n mal n mal

= e%:E(%
n

Also fiir alle r = 2 € Q mit m,n € N:

m

E(f)=E(p+m++5)=E() - B(p) =E(;)" =
n mal n mal
SchlieBlich fiir alle r € Q:
Falls r > 0
= E(r)=¢€"
Falls r < 0
= —7r>0 = E(—T):e_’":eir
= E(r)=¢"
Fallsr =0

= E0)=1=¢"
Schlieflich seien z,y € R und = < y, also y — z > 0 und damit

o~ (y—a)" o (y—a)"
n=0 ’ n=1 —— —r
>0

|
s}
B
<
<

Andererseits ist E(y) - E(—z) =
= E(y) > E(x)
Also:Vz,y e R z <y = E(z)< E(y).
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3. Reihen

3.2. Eigenschaften der Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion E(x) = > %,L hat also die folgenden Eigenschaften:
n=0
E(O0)=1, E(1)=c¢
Ve,ye R FE
Ve e R E

Vr e R E

VreQ E(r)y=c¢e"
Ve,y e R z<y= E(z) < E(y)
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4. Potenzreihen

Sei (¢,,) eine Folge mit ¢, > 0 fiir alle n € N.

Dann gilt:
(cn) beschréinkt < (c¢,) nach oben beschrinkt

Es treten die folgenden Félle auf
(i) (cp) ist beschriinkt, dann existiert limsup ¢, € [0, c0).

(ii) (ep) ist nicht beschrénkt.

Lemma 4.1. Sei (¢,) eine Folge mit ¢, > 0 fiir alle n € N.

Ist (¢y,) beschrinkt, so gilt:

limsupe, =0 < ¢, =0

n—r oo

Beweis:

»<=“ klar, da HW(c,) = {0} (dann ist 0 auch gréfiter Hiufungswert).

»=" Sei € > 0. Nach obigem Lemma gilt:
ogcngg fir fast alle n € N

d.h.

cn € U:(0) fiir fast alle n € N

Ist (¢,) eine Folge mit ¢, > 0 fiir alle n € N, so gibt es genau eine der folgenden

Moglichkeiten:
(i) (cy) ist unbeschrinkt
(ii) (ep) ist beschrénkt und limsup ¢, > 0

(iii) (cy) ist beschrankt und limsup e, =0

Definition 4.2. Sei (a,) eine Folge und zy € R.
(1) Eine Reihe der Form

o0

Zan(z —20)" = ag + ar(z — z0) + ag(x — z0)2 + - -

n=0

heiit eine Potenzreihe.

O
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4. Potenzreihen

(2) Sei ¢y, := |an|,m € N.
Setze

0 falls (¢,,) unbeschrénkt

7= ¢ 00 falls ¢, — 0

1

Tmsupes falls ¢,, beschréinkt und limsupc¢, > 0

Dann heifit » Konvergenzradius der Potenzreihe.

Im folgenden betrachten wir Potenzreihen der Form

oo
g anx"
n=0

d.h. solche Potenzreihen, bei denen xg = 0. Der allgemeine Fall zy € R lésst sich durch die Transforma-
tion y = © — x( auf diesen Spezialfall zuriickfithren.

o0
Satz 4.3. > a,x" sei eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius r.
n=0

(1) Ist » = 0, so konvergiert die Potenzreihe nur fiir = 0.
(2) Ist r = oo, so konvergiert die Potenzreihe fiir jedes z € R.
(3) Ist r € (0,00), so konvergiert die Potenzreihe absolut fiir |z| < r und sie divergiert fiir |z| > r.

Fiir |z| = r ist keine allgemeine Aussage méglich.

Beweis: Sei x € R und ¢, := W» bn = a,x™,n € N.
Dann gilt: {/[b,] = (|an| - lz"])w = 0an| |zl = ¢ |z|, neN.
(1) r=0 = (cn) ist unbeschrankt.

= 1/|bn| unbeschrinkt fiir z # 0.

12 > by, divergiert fiir x # 0.

Also: Y b, konvergiert nur fiir x = 0.
(2) r=00 = ¢, =0 = /|by| — 0 fiir jedes z € R.

12 > by, konvergiert absolut fiir jedes x € R.

: R _1
(3) Sei r € (0,00) und 0 := limsup ¢y, also 7 = 5.

Dann gilt:

limsup /|b,| =9 |z| = lal <l & J|z|<r
r
oder

limsup V/|b,| >1 < |z|>7r

Die Behauptung folgt dann aus dem Wurzelkriterium 3.14.
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Beispiel 4.4.

(1)

(oo}
Bekannt: Zo “+ konvergiert absolut fiir jedes x € R.
ne

Also: 7 = oo nach 4.3.
Es ist a,, = %, also {/|a,| = ,,le.

=~ lim (W)_l —0.

n—oo
o]
Bekannt: die geometrische Reihe ) z™ (hier: a,, = 1) konvergiert absolut fir |z| < 1 und divergiert
n=0

fiir |x| > 1.

= Konvergenzradius r = 1, limsup {/|a,| = 1.

&)
Betrachte Y- Z- (hier: ap =0, a, =n""').

n=1

1
\"/ |an| = T\/’E —1

= limsup =1

1
Un
. 1
= Konvergenzradius r = 1= 1

Die Potenzreihe konvergiert also fiir |z| < 1 und divergiert fiir |z| > 1.
Fir |z| = 1:
1. Fall z =1: Z% divergiert = die Potenzreihe divergiert.
2. Fall . =-1: )] (;7?” konvergiert nach dem LEIBNIZ-Kriterium.

= die Potenzreihe konvergiert (aber nicht absolut).

Betrachte fL—Z (hier: ap =0, a, = 5(n > 0)).

n=1

Vlan| =

1
—5 1 also limsup a, =1
(V/n)
) 1
= Konvergenzradius r = 1= 1

Die Potenzreihe konvergiert also absolut fiir |z| < 1 und divergiert fiir |z| > 1.
Fiir |2| = 1:
1. Fall # =1: ) - konvergiert absolut = die Potenzreihe konvergiert absolut.

2. Fall e =—1: )" (;# konvergiert absolut = die Potenzreihe konvergiert absolut.

(o]
Betrachte Y n™z™ (hier: a,, = n™).
n=0

cn = Vl]an] =n = (c,) ist unbeschrénkt

= Konvergenzradius r =0

Die Potenzreihe konvergiert also nur fiir z = 0.
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4. Potenzreihen

e - n gerade
(6) Betrachte > a,z™ mit a, = {21 &

n=0 s N ungerade

47 n gerade
ap| =

Cp = |

sum ungerade

11 1
= HW(C"):{S’Q} , limsupcnzi

= Konvergenzradius r =2

Die Potenzeihe konvergiert also absolut fiir || < 2 und divergiert fir |z| > 2.
Ist |z| = 2, so gilt fiir gerade n:

lanz"| = g=|z|” =n = a,2" ist keine Nullfolge

= > ana™ divergiert fiir |z| = 2.

Die Beispiele (2), (3) und (4) zeigen: fiir |z] = 1 ist keine allgemeine Aussage
moglich.

4.1. Der Cosinus

Betrachte:
e 2n
x
S (1)
= (2n)!

n

d.h. A2n = %; a2n41 = 0.

1
= /|az| = —F—=—0

Y/ (2n)!

(Teilfolge von ”%/F )

28 lagns1] =0 — 0
Also {/]a,| — 0 fiir n — oc.

0=0

r =00
= die Potenzreihe konvergiert absolut fiir alle x € R.
Dies definiert eine Funktion

R —-R

. o0
R P > cosT = 3 (—1)" e

n=0
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4.2. Der Sinus

4.2. Der Sinus

Ahnlich wie beim Cosinus zeigt man:

Die Potenzreihe

e 2n+1
Z(—l)"xi
= (2n+1)!

konvergiert fiir alle z € R absolut.

Dies definiert eine Funktion

R —»R

sin : . S 2n+1
r +—sing = 2:0(—1)"7(;“)I
n=

an

An+41

Satz 4.5. Sind fast alle a,, # 0 und existiert lim =: L, so gilt fiir den Konvergenzradius r der
n—oo

Potenzreihe Y a,(z — xo)™:

r=1L

Beweis: Setze b, := a,,(z — x¢)™; dann gilt fiir © # z:

by, n
b | = |l
1. Fall: L =0.
= ( b};% ) ist unbeschrénkt.

= > b, =D an(r — zp)" ist divergent.
= > an(z — )" konvergiert nur fiir x = xo.
= r=0

2. Fall: L > 0.

an+1
an

bni1 ,
L~ lim
n—o0

= lim

n—oo

1
e — x| = Z\$*IO|

n

= > b, = an(z—x)" ist konvergent, falls |z —zo| < 1, und ist divergent, falls + |z —zo| >
1.

Also konvergent, falls | — xg| < L und divergent, falls |x — x¢| > L.

= r=1L
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4. Potenzreihen

o0 o0

Satz 4.6. > a,(x —xo)"™ und > b,(z — x)" seien zwei Potenzreihen mit Konvergenzradien 1 bzw
n=0 n=0

.

Setze:

R min{ry,ro} falls 71 < 0o oder 5 < 0o
" o falls 1 = oo und 79 = 00

Dann ist der Konvergenzradius der Produktreihe
o0
Z en(x — x0)"
n=0

n
(mit ¢, := Y akbp—x)
k=0

>R

und es gilt:
Z en(x —20)" = (Z an(z — xo)"> . (Z by (z — xo)">
n=0 n=0 n=0

fiir |z — zo| < R.

/k .

CcOS

Abbildung 4.1.: Sinus und Cosinus

4.3. Weiteres zu Sinus und Cosinus

o $271,+1
sin(x) = 71220(—1)”7(271 ey
cos(z) = ngo(—l)" )l

o6



4.3. Weiteres zu Sinus und Cosinus

Offenbar gilt:
sin(—z) = —sin(x)

cos(—x) = cos(x)

Ahnlich wie in der Exponentialreihe (E(z +y) = E(z) - E(y)) zeigt man mit obigem Satz die folgenden
Additionstheoreme:

sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)
Weiterhin gilt offensichtlich:
sin(0) =0, cos(0) =1
Damit folgt:
1 = cos(0) = cos(z + (—x)) = cos(z) cos(—z) — sin(z) sin(—z) = cos®(z) + sin®*(z)
Insbesondere gilt:
Vo €R  cos®(z) < cos®(z) +sin’*(z) =1 = |cos(z)| <1
genauso

Ve e R |sin(x)| <1
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4. Potenzreihen
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5. g-adische Entwicklungen

Sei g € N, g > 2 fest in diesem Abschnitt.

Fiir a € R,a > 0 existiert genau ein k € Ny mit

k<a<k+1

Setze [a] := k (groBte ganze Zahl < a, Ganzteil von a, GAUssklammer).

Setze zg :=[a] = 20 <a <z + 1.

Setze z1 := [(a — z0)g] = 21 < (a—20)g9 < 21+ 1.

21 21 1
= 2o+ — < a < zp+—+-
g g g

Setze zg := Ka—zo—%l>g2} = 29 < (a—zo—%)gz < zo+ 1.

22

Z1 zZ1 V) 1
= Zo+*+*2§a<2()+*+72+*2
g g g

g g

Esgilt 21 <g—1,20<g—1...,denn:
Wire z1 > g — 1, so z1 > g (da beide in N), daher

251 = 4l <m+l<a< o+l
g g

z9 < g — 1 analog.

20,21, %2, . . . seien schon definiert. Setze

i 22 z
Zn+l "= Ka — 2z — A === Z) -g"“}
9 9 g

Dies definiert eine Folge (z,) mit folgenden Eigenschaften:
YneN z,e€Ng,"n>1: 2z, <g—1

z z z z 1
Vn € No Zo+f1+%+-~-+—z§a<zo+---+—z+—n
g g g g g

Satz 5.1. Ist (2,) eine weitere Folge mit obiger Eigenschaft, so gilt:

Vn e Ng 2z, =2z,
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5. g-adische Entwicklungen

Betrachte die Reihe

> 1

1
9"

18

o0
Esgilt vn>1 0 < 22 < gg_l und > gg;nl =(g—1)- ist konvergent (geometrische Reihe). Aus
" n=0

n=0

o0
dem Majorantenkriterium folgt, dass auch 3 znﬁ konvergent ist.
n=0

Setze Vn s, := 2o + é + -4 ;—2. Nach obiger Eigenschaft gilt:

1
VTLEN SnSa<Sn+7

n

—0

= 1
= Z Zn97 =a
n=0
Dalfiir schreiben wir:

a = 20,R12223%4 - - -

Beispiel 5.2. (Setze g = 10)

(Da=12p<a<z+1l,20eNy = 2=1

a=lla-z)g =0 m=[a-z0-2)| =0

= 1=1,00000...
(2) a= %; 29 = [a] = 0.
21=[(3-0)-10]=3 2z2=[(3-0-3-7)-100] =3
= £=0,33333...
Definition 5.3. Sei b € R und b < 0; setze a := —b > 0. Sei also a = zg, 2122 ... die g-adische

Darstellung von a. Dann definiere —zg, 2125 . .. als die g-adische Darstellung von b.

Bemerkung 5.4. Bei Definition des Ganzteiles (z9 € Ny, 20 < a < zp + 1) hétte man genauso gut
20 €7Z, zp < a < zg + 1 verlangen kénnen. Das hétte fiir die o.g. Eigenschaften ergeben:

L4t <a<zpt B4+ L
Dann hitten wir erhalten (fiir g = 10):
1=10,9999...

1 =10,4999999. ..
= Wir bleiben beim Alten.

60



Satz 5.5. Ist a = zg, 2129 ... die g-adische Entwicklung von a geméfl der alten Ungleichung, so ist der

Fall z, = g — 1 fiir fast alle n nicht moglich. (vgl. 9er-Periode)

Beweis: Annahme: z, = g — 1 fiir fast alle n.

ImeNVR>m 2z, =g-1

00 m—1 oo 00

1 1 1 g—1 1 1

= a:Zzn—: Zn— + Z(g—l)—:smfl—ki — = Sm-1t ——3

n=0 g” n=0 g” n=m g” gm n=m g” " gm

wegen

“m T La gk T~ 4

n:mgn " k:Og 1_§ 9 1
Z0+%+' +;:::%+g7n%>a 4
O

Satz 5.6. R ist iiberabzahlbar.

Beweis: Es geniigt zu zeigen: [0, 1) ist iiberabzéihlbar.
Annahme: [0,1) ist abzéhlbar, d.h. es existiert eine Folge (a,) in [0,1) mit

[0, 1) = {al, as, as, .. }
0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass a,, # a., fiir n # m gilt.

Stelle jedes a,, durch seine 3-adische (triadische) Entwicklung dar:

an = z(()n) , z§”>z§")z§")z§”> .

=0
mit zi(n) € {0,1,2}. Definiere Folge (zj) durch:

{1 falls z,(gk) = 0 oder z,ik) =2

2 =
F 0 falls z,(ck):l
Setze a := %
n=1

=1 1 < 1 1 1 1

S 0<Y o= T3y s
n=1 n=1 7=0

= a€l0,1)

IneN a=a,

Ferner ist aber a = 0,212923... Also insbesondere: z,

iiberein).
= Widerspruch zur Definition der zj. O

2 (n-te Ziffer von a und a, stimmen
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6. Grenzwerte bei Funktionen

6.1. Allgemeines

Definition 6.1. Es sei D C R und zy € R.

xo heifit Haufungspunkt von D, wenn eine Folge (x,,) in D existiert mit:

YneN x, #x9 und lim z, = xg
n—oo

Beispiel 6.2.
(1) D=(0,1].

Dann: zg € R ist Hiufungspunkt von D < =z € [0,1] Denn: jeder Punkt in dem Intervall kann
Héufungspunkt sein, aber auch 0.

[ setze x,, = xo * %, n hinreichend grof3 ]
(2) D={t:neN}

D hat genau einen Haufungspunkt, ndmlich 0.
(3) D endlich = D hat keine Hiufungspunkte.
(4) Seia, =(-1)",n e N.

Dann hat die Folge (a,,) die Hiufungswerte 1 und —1; aber D := {a,|n € N} = {1, -1} hat keine
Héufungspunkte.

Bezeichnung:

Ist D CR,z9 € R und € > 0, so sei

De(x0) == Ue(z0) N (D \ {x0})

Lemma 6.3. Sei D C R, zp € R. Dann gilt:

xo ist Haufungspunkt von D < Jede e-Umgebung von z( enthilt einen von xy verschiedenen Punkt
aus D.

& Ve>0 (D\{zo})NU.(xg)#0D

& Ve>0 D.#0
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6. Grenzwerte bei Funktionen

Beweis:
»=: Sei xg Haufungspunkt von D, also existiert Folge (z,) in D mit z,, # x fiir alle n, und z,, — 0.
Sei € > 0. Dann:
Ing eNVR>ng |z, —z0|<e < x, € Uslxg)

Insbesondere fiir n = ng: @, € Uc(x0).

,<" Zu e =1 mit n € N existiert nach Voraussetzung ein @,, € (D \ {zo}) N U.(zo). Dies definiert die
Folge (z,,) in D\ {z¢} mit

VneN x, €Ui(xg)

d.h.
1
VYneN |z, — x| < —
n

Also x,, — xo.
= 1z ist Haufungspunkt von D.
O
Ab jetzt sei in diesem Abschnitt stets D C R, zg € R Haufungspunkt von D.

Definition 6.4. f: D — R sei eine Funktion und a € R. Wir sagen und schreiben:

lim f(z) =a :& Fir jede Folge (x,) in D \ {x0} mit z, — z¢ gilt: lim f(z,) = a.
n— oo

Tr—rT0o

Andere Schreibweise: f(z) — a fiir x — xo.

Bemerkung 6.5. Falls zg € D, so ist der Funktionswert f(z() in obiger Definition irrelevant. Fiir die
Existenz und den Wert von lim f(z) ist nur das Verhalten von f ,in der Nihe“ von xg relevant.
Tr—rT0o

Beispiel 6.6.
(1) D=[0,00), pEN, f(z) i= ¥/7.
Ist (x,,) Folge in D mit x, — x¢, so folgt: ¢/z,, — ¢/ Das heifit:

lim ¢z = ¥xo

T—T0o

(2) D=(0,1]
1.2
2?2 falls0 <z < %
1 fallsi<z<1 !
f(l‘) = 1 £ 2 o 081
7 alls z =1
% falls © = % 06| .
Dann lim f(z) =0, lim f(z) = 1. ]
x—0 r—1 02
Aber lim f(z) existiert nicht.
T—3 0 02 04 06 08 1

64



6.1. Allgemeines

Denn fiir z,, := %—% gilt =, — % und f(z,) — i und fiir Z,, := %—&-% gilt: 7,, — % und f(Z,) — 1.
Aber: lim f(z) existiert und ist . Dafiir schreiben wir

T3
ZE(O,%)

lim f(z) = linksseitiger Grenzwert

Analog:

lim f(z) =1 rechtsseitiger Grenzwert
T+

D=R,E(z)=3 % firzeR, dh. E:R—>R
n=0

Behauptung: Fir alle |z| <1 gilt: |E(z) — E(0)| < |z| - (e — 1).

Beweis:
72 2 3
2! 3!
<l (1Bl L)
< |$|.(1+1+1+..>:||.(1_|_1_|_1_|_ _1)
|z[<1 2! 3! o 12!
1
=le-<2n!—1>=|x| (e—1)
n=0

Sei nun zg € R. Dann gilt fiir jedes z € R:

|E($) - E(ﬂfo)‘ = ’E(f —xo+x0) — E(ffo)|
= ’E(l’ — .’Eo) . E(l'()) — E(.’Eo)’
= E(wo) - |E(z — 20) — 1

Also gilt

‘E(m) - E(xo)‘ < E(xg) - |z —xo| - (e—1) fiir alle z € R mit |z — x| < 1
Ist (z,,) eine Folge mit x,, — x¢, so gilt |z, — z¢| — 0, also |z,, — xg| < 1 fiir fast alle n € N.
Somit:

|E(zn) — E(x0)| < E(xq) - | — 20| - (e — 1) fiir fast allen € N

—0
= E(z,) — E(x0)
Also:

lim E(z) = E(xo)

T—rTo
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6. Grenzwerte bei Funktionen

o0
(4) Sei Y anz™ eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius r > 0.
n=0

Sei f:(—=r,r) > Raw— f(z):= ioj anx"
n=0

oo

und g : (=7, 7) = Rz — g(x) := Z(n + Dapyiz™.
n=0

Konvergenzradius wieder
Sei zp € (—r,r) und § > 0 mit |xo| +d € (0, 7).
Dann gilt fiir | — x| < 6: & € (—r, 7).

o0

= |2 an (@ — %)

n=1

=(z—x0) Z zkal™ k=1

<z —xo|- Z\an\Zle’“ |zo|™™ ot
n=1

< |z — 0] - Z lan] - (Jzo| +6)" "

n=1

|f () -

o0

= |z — 20| - Z(”+ 1) - Jans1] - (Jwol +6)"
n=0

= |z — o] - g (|0l +9)
D.h. fiir zg € (—7,7),d > 0 mit |xo| + 6 € (0,1) und |z — zo| < § gilt:
|f(@) = f(zo0)| < |&— w0l g(|zo| + )

Wie im vorigen Beispiel zeigt man:

lim f(x) = f(wo)

T—rxo

Satz 6.7. Sei f: D — R, a € R. Dann gilt:

lim f(z) =a & Ve>036>0 Vo € Ds(zo) |f(z)—a|<e

Tr—x0
*)

Beweis:
»=“: Sei € > 0. Annahme: Es gibt kein § mit der Eigenschaft (*). D.h.
Vo > 03dx € Ds(xg) |f(z)—a|>c¢
Dann finden wir zu jedem n € N ein @, € D1 (zo) mit [f(2n) —a| > .
Fiir die Folge (z,) gilt:
— (x,) ist Folge in D\ {zo}
— |zn — o] < L fiir jedes n € N

— |f(zn) — al ZsfﬁrjedesnEN
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6.1. Allgemeines

Also: x,, = xg aber f(z,) A a 4 zu lim f(z) =a.

o
»<=“: Sei (x,) eine Folge in D\ {z¢} mit =, — x¢. Zu zeigen: f(z,) — a.
Sei € > 0. Nach Voraussetzung existiert ein ¢ > 0 derart, dass (*) erfiillt ist.
Da x, — xo gilt z, € Ds(x0) fiir fast alle n € N.
Nach (*) gilt also: |f(z,) — a| < ¢ fiir fast alle n € N.

Somit: f(x,) — a.

O
Satz 6.8.
(1) :vh—>nzlo f(z) existiert <  fiir jede Folge (x,) in D \ {zo} mit =, — xo konvergiert die Folge
(f(@n)) en
(in diesem Fall: f(z,) — lim f(z) fir jede dieser Folgen.)

r—rxo

(2) (Caucny-Kriterium) li_>m f(z) existiert <
x o
Ve > 030 >0Vz,y € Ds(zo) |f(x)— fly) <e

(ohne Beweis)

Satz 6.9. Gegeben: Funktionen f,g,h: D — R. Es mogen lim f(z) =:a, lim g(z) =: b existieren.

Tr—xo T—rTo

Dann gilt:
(1) Fiir o, 8 € R:

lim (af(z) + Bg(z)) =a-a+B-b

lim (f(2) - g(@)) = a+b
Jim [£(@) =al

(2) Falls es ein 6 > 0 gibt mit

Vo € Ds(zo)  f(z) < g(x)

so gilt a < b.
(3) Falls es ein § > 0 gibt mit
Vo € D(wo) f(@) < h(z) < g(a)
und auflerdem a = b gilt, so gilt lim h(z) =a =b.

T—>To

b

4) Ist b # 0, so existiert ein § > 0 mit |g(xz)| > Ll 5 0 fiir alle z € Ds(xo) und fiir £ : Ds(z0) — R gilt:
2 g g

- fl@) _a
A @ b
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6. Grenzwerte bei Funktionen

Beweis: (1)—(3) mit dem entsprechenden Satz iiber Folgen.
(4) Nach (1) gilt: li_>m lg(x)] = |b] > 0. Setze nun € := %.
T—xTo

Nach obigem Satz existiert ein § > 0 mit

b
Vi € Dy(ao) |lo(e)| — bl] < = = 12
b
= Ve e Ds(eo) (@) - bl > o
b
= Va € Ds(xo) |g(z)| > %
Rest mit Satz {iber Folgen. |

Definition 6.10.
(1) Sei (x,,) eine Folge in R.

B > €

= VeeRdng € NVn > ng v <

lim x, =

+00
n— oo —0o0

(2) D C R, zp Haufungspunkt von D, f: D — R.

+00
—0

lim f(z)=

+00
T—T0 —00

& Fiir jede Folge (z,) in D\ {2} mit x,, — z¢ gilt: f(z,) — ’
(3) Sei zusitzlich D nicht nach oben bzw. unten beschréankt.

lim f(z) =a & Fir jede Folge (z,,) in D mit x,, — +oo gilt: f(z,) — a

z—+oo

(Dabei a = +00 und a = —oco zugelassen.)

Beispiel 6.11.

(1) L — too fiir @ — 0+

xT
%—>—oofiira:—>0—

10 fiir Jz] = o0

(2) 2P — +oo fiir ¢ — £oo, falls p € N, p ungerade

P — 400 fiir x — +o0, falls p € N, p gerade
Skizze zu Beispiel (1)

6.2. Exponentialfunktion

Sei p € Ny fest. Fiir z > 0 gilt

x? ak
Elz) =1 Lo
(x) +m+2!+ >(p+1)!
E
@ =
TP (p+ 1)
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6.2. Exponentialfunktion

Wegen acgr-ir-loo ﬁ = 400 gilt also

lim E(z)

r—oo P

— +OO
also insbesondere

lim E(x) =400

T—> 00
(= Die E-Funktion ,wiichst fiir z — +oo stéirker als jede Potenz von x*)
Wegen Vo < 0 E(z) = ﬁ gilt:

. . 1 . 1
Jm Bl = tm oy = w5 O
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7. Stetige Funktionen

Definition 7.1. Sei D C R, f : D — R heifit stetig in x9 € D :&  Fiir jede Folge (z,) in D mit
Ty — xo gilt:

f(@n) = f(xo)
f heit stetig auf D, wenn f in jedem zg € D stetig ist.

C(D) :={f:D — R: f stetig auf D} ,Menge der stetigen Funktionen auf D*

Beispiel 7.2.
(1) D=[0,1]U{23}.

2?2 falls0<z <1 12
flx) = % falls z =1 1 °
1 fallsx = % 65
Klar: f ist stetig in jedem z( € [0,1). 0.6
f ist nicht stetig in zg = 1. ¢
f ist stetig in x¢ = %: 04
Sei dazu (z,,) Folge in D mit z,, — % 021
= dng € NVn > ng In:% 0 02 04 06 08 1 12 14 16
X
= Vn>ng f(xn):f(%) =1

= flzp)—1=f (%)
= f stetig in %
(2) f(z):= ¢/x definiert auf D := [0, 00). Schon gezeigt:
lim {/z = {/z fiir alle 7 € [0, 00)

T—rTo

Also f € C([0,00)) =: C[0, 00).

Satz 7.3. Sei DCR, f: D — R, zp € D.
(1) f ist stetig in xg

& Ve>03>0VreD [lo—ml<d = |f(z) - flzo)| <]

,&-0—Definition der Stetigkeit*
(2) Sei zusitzlich zy Haufungspunkt von D. Dann gilt:

fist stetigin zp < lim f(z) = f(zo)-
T—To
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7. Stetige Funktionen

Satz 7.4.
(1) Sind f,g: D — R stetig in g € D und sind «, 8 € R, so sind

af +Bg, f-g, Ifl
stetig in zg.
Gilt ferner g(z) # 0, so setze D := {z € D : g(z) # 0}. Dann ist g : D — R stetig in 2 € D.
(2) C(D) ist ein R-Vektorraum.

Satz 7.5. f: D — R sei stetig in xg, g : £ — R sei eine Funktion auf £ C R mit
E D f(D)={f(z) : z € D} und g sei stetig in f(z¢) =: yo. Dann gilt

gof: D—=R

ist stetig in x.

Beweis: Sei (x,,) eine Folge in D mit x,, = xo; yn 1= f(zn).
Weil f stetig ist in z¢g = y, — yo;

da g stetig ist in yo

= g(yn) — g(vo) -
—— =~

(gof)(n)  (gof)(z0)

7.1. Potenzreihen

Satz 7.6. > a,(z—x0)" sei eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. Ferner sei D := (zo—7r, zo+7)
[D =R, falls r = oo] und f(z) := Y an(z — x0)" fiir x € D.

Dann ist f € C(D) (f stetig auf D).

Bemerkung 7.7.
(1) E(z), sin(z), cos(z) sind also stetig auf R.
Ist zum Beispiel f(x) := E(cos(z)), so ist f = E o cos stetig auf R.

(2) Sind p(x) = . arz®, q(x) = 3 apx® Polynome, so sind p und ¢ stetig auf R und % ist stetig auf
k=0 k=0
R\ {zlq(z) = 0}.
(3) Fiir z9 € D besagt obiger Satz insbesondere:
T— 20 T—20

mli_{rzlo Zan(aﬁ —z9)" = lim f(z) = f(20) = Z an(z0 — )" = Zan . [ lim (x — mo)"}
n=0 n=0 n=0

sin x
=1.

Beispiel 7.8. Behauptung: lim
z—0 X
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7.2. Zwischenwertsatz

Beweis: Fiir « # 0 gilt:

sinx 1 x3+x5+ 1 :U2+:C4+ 1
— — . xr — — JE— N — _ JE— “e
T 3! 5! 3! 5!
KR=o00 = stetig in =0
O
Beispiel 7.9. Behauptung:
E _
i Z@ =1
z—0 x
Beweis:
FElx)—1 1 2 1 2 3
(z) =— l4+z+—+- ) -1)|==|2+—+—+
T T 2! T
2 0 02
=14+—-4+—+ -—>1+§+€+ =1
O

Korollar 7.10. Sei zg € R:

h—0 h h—0 h h—0

7.2. Zwischenwertsatz

Satz 7.11 (Zwischenwertsatz). Sei f € Cla,b] und yo zwischen f(a) und f(b), genauer:

o € [£(a), f(b)] falls f(a) < f(b)
[£(b), f(a)] falls f(a) > £(b)

Behauptung:

Jzp € [a,b] : f(z0) = Yo

Beweis:
1. Fall: f(a) = yo oder f(b) =yo = fertig.
2. Fall: f(a) # yo # f(b). Dann ist f(a) # f(b). O.B.d.A. sei f(a) < yo < f(b).
Setze M i= {x € [a,8] | /(2) < 10}
Es ist M # () (weil z.B. a € M) und M beschrinkt (da M C [a,b]). Also existiert z¢ := sup M.

e Ist n € N, so ist xg — % keine obere Schranke von M und wir finden ein z,, € M mit
Ty — % < zp < xg. Somit gilt z, — z¢ (n — 00).

Wegen z,, € [a,b] fiir alle n € N gilt auch zg € [a,b]. Da f stetig ist, folgt f(x,) —
f(zo) (n — 00).

Wegen f(x,) < yp fiir alle n € Nist f(z9) < yo.

73



7. Stetige Funktionen

e Nun ist zg < b (denn g =b = f(b) = f(zo) < yo < f(b) 4)-
Setze z, ::xo+% , neN.
Dann ist z,, € [a,b] fir fast alle n € N und z, — 2o (n — 00).
Da f stetig ist gilt f(z,) = f(x0) (n = o).
Wegen z,, > x¢ gilt 2z, &€ M, also f(z,) > yo.
Somit f(xo) = lim_f(z4) = 0.

Also folgt f(z0) = yo.
]

Korollar 7.12. Friiher behauptet: Zu a > 0 und n € N existiert genau ein z > 0 mit " = a

Beweis: Eindeutigkeit wurde bereits bewiesen. Beweis der Existenz:
e g =0: x =0 leistet das Verlangte.
e a>0; f(x):=2a" 2 :=a+1
= f(zo)=(a+1)" > 14+na > 14a > a
Also: f(0) =0 < a < f(z9) Aus dem Zwischenwertsatz folgt:
= Jzxel0,a+1]: f(z)=a

also: 2" = a.

Exponential-Funktion

ok
k=0
Behauptung: E(R) = (0, c0)
Beweis: Es gilt: E(z) > 0Vz € R also E(R) C (0, 00).
Sei yo € (0, 00). Bereits gezeigt: E(x) — oo fiir & — oo; E(x) — 0 fiir & — —oc.
= FeR:yy<E(D), JacR: E(a) <yo
FE ist streng wachsend = a < b
Zwischenwertsatz = Jxg € [a,b] : E(zo) = yo = yo € E(R)
= (0,00) C E(R)
= (0,00) = E(R). O

7.3. Nullstellensatz von BOLZANO

Korollar 7.13 (Nullstellensatz von BOLZANO). Sei f € C[a,b] und f(a) - f(b) <0

= dxg € [a,b] : f(zg) =0
Beweis: Setze yy = 0 im Zwischenwertsatz. (]
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7.4. Kompakte Mengen

E(x)

Yo

a Zo b

Abbildung 7.1.: Zum Beweis des Wertebereichs der Exponentialfunktion

f(0)

Abbildung 7.2.: Nullstellensatz von BOLZANO

7.4. Kompakte Mengen

Definition 7.14.
(1) D C R heiit abgeschlossen & fiir jede konvergente Folge (z,) in D gilt:

lim z, € D

n— o0

(2) D C R heifit kompakt :& D ist beschrinkt und abgeschlossen.

Beispiel 7.15.
e Endliche Mengen sind kompakt
e D:= {% in € N} ist nicht abgeschlossen, da % — 0 aber 0 ¢ D.
Dagegen ist D U {0} abgeschlossen (und sogar kompakt).
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7. Stetige Funktionen

e Folgende Mengen sind abgeschlossen:

R, ma [aab]; [a,oo), (70070']

e Nicht abgeschlossen sind:

(a,b), (a,b], (a,00), [a,b), (—o0,a)

e Sei [ ein Intervall. Dann gilt:

I ist kompakt < Fa,beR: a<bund I = [a,b]

Satz 7.16. Sei § = D C R.

(1) D ist kompakt < jede Folge (x,) in D enthélt eine konvergente Teilfolge (2, ) mit klim Zn, € D.
— 00

(2) Ist D kompakt, so existieren min D und max D.

Beweis:
1)
»="“: Sei (x,) eine Folge in D. Da D beschrinkt, ist auch (z,) beschrinkt.
= (x,) enthélt eine konvergente Teilfolge (z,,) (nach BOLZANO-WEIERSTRASS).

D ist abgeschlossen = klim ZTp, € D.
hde el
,<=“: (i) Annahme: D nicht beschréinkt.
= YneN3Ix, €D |z, >n

Nach Voraussetzung enthilt (x,,) eine konvergente Teilfolge (x,, ).
Es gilt |z, | > ng > n fiir jedes n € N und (z,, ) ist unbeschrénkt, also nicht konvergent.
D.h. keine Teilfolge von () konvergiert. 4 zur Vorraussetzung
= D ist beschrénkt.
(ii) Bleibt zu zeigen: D ist abgeschlossen.
Sei (x,,) Folge in D mit xg := limx,. Zu zeigen: xo € D.
Nach Vorraussetzung existiert eine konvergente Teilfolge (z,, ) mit yo := limz,, € D.
= x9g=1yo €D.
(2) Wir zeigen nur die Existenz des Maximums.
Sei v :=sup D (D ist beschréinkt). Zu jedem n € N existiert ein z,, € D mit v — % < zn < 7.

= 7= nl;ngo zy. Da D abgeschlossen, gilt v € D.

Definition 7.17. Sei ) # D C R und f: D — R eine Funktion.
f D — R heiit beschrinkt :< f(D) ist beschrinkt (& 3C >0Vx € D: |f(z)| < C).
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7.4. Kompakte Mengen

Beispiel 7.18.
(1) f(x):=2%, D=R
f ist unbeschrankt.
(2) f(z):=2", D=[-1,1]
Es gilt: [f(x)] <1 fiir allex € D = f ist beschrinkt

Satz 7.19. Sei @ # D C R, D kompakt und f € C(D).
(1) f(D) ist kompakt (insbesondere beschrankt)
(2) 3z1,22 € DV € D: f(z1) < f(2) < f(22)

d.h. ,, f nimmt auf D ein Maximum und ein Minimum an“.

max f(D) = f(x2)

min f(D) = f(x1)

a T To=0b

Abbildung 7.3.: Skizze zu Satz 7.19 (2). Hier: D = [a, b

Beweis:
(1) Sei (yy) eine Folge in f(D).
Dann existiert eine Folge (x,,) in D mit y, = f(z,) fir alle n € N.

Nach Satz 7.16 (D kompakt, (x,) C D) existiert eine konvergente Teilfolge (x,,) von (x,) mit
To = klim Ty, €D.
— o0

Da f stetig ist, folgt yn, = f(zn,) — f(xo) € f(D).
D.h. jede Folge (y,) in f(D) besitzt eine konvergente Teilfolge (y,, ) mit klim Yn, € f(D).
—00

= f(D) ist kompakt nach Satz 7.16.
(2) Sei s:=sup f(D). Zu zeigen: s € f(D).

Ist n € N, so ist s — = keine obere Schranke von f(D).
1
= VneNI,eD: s—— < f(z,) < s
n

= (x,) enthélt konvergente Teilfolge (z,,) mit zq := klim ZTn, € D.
—00
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7. Stetige Funktionen

fist stetig = f(zn,) — f(xo) (k— 0).

57% < flan) <5 = s=f(xo)€ f(D)

Analog: inf f(D) € f(D).

Bemerkung 7.20. Alle Voraussetzungen im obigen Satz sind wesentlich.

(1) D=10,1], f(z) = nicht stetig in 1.

z falls0O<z<1
0 fallsz=1

Hier f(D) = [0, 1) nicht kompakt und sup f(D) = 1 wird nicht angenommen (d.h. max f(D) existiert
nicht).

(2) D = [0,00) abgeschlossen, aber nicht beschrinkt, also nicht kompakt.
f(z) = E(x) stetig. f ist unbeschriankt auf D, denn E(]0,00)) = [1,00) ist nicht beschrankt.
= f(D) ist nicht kompakt und sup f(D) existiert nicht. (in R)

(3) D = (0,1) beschrénkt, aber nicht abgeschlossen. (nicht kompakt)

f(z) = L. f ist unbeschrinkt auf D, denn f(D) = (1,00) ist wieder unbeschrénkt und sup f(D)
existiert nicht in R.

Bemerkung 7.21. Sei M C R, M # (). Dann:

M ist Intervall < Va,b € M mit a <b gilt: [a,b] C M

Satz 7.22. Sei I C R ein Intervall und f € C(I).
(1) f(I) ist ein Intervall
(2) Ist I = [a,b], A :=min f(I), B := max f(I), so ist f(I) = [A4, BJ.

Beweis:
(1) Seien a, B € f(I), 0.B.d.A. sei a < 5.

Nach dem Zwischenwertsatz gilt [«, 8] C f(I). Nach obiger Bemerkung ist dann f(I) ein Intervall.
(2) klar: f(I) C [A, B]

Nach obiger Bemerkung ist f(I) ein Intervall und A, B € f(I).

= [A,B] C f(I) nach (1).

= [f(I)=[A, B

7.5. Monotonie, Umkehrfunktionen

Definition 7.23. Sei § ## D C R und f eine Funktion.
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7.5. Monotonie, Umkehrfunktionen

(1) f heiBt monoton wachsend & Vzy,ap €D [z <xp = f(31) < fw2)]
(2) f heiBt streng monoton wachsend & Vay,z2 € D: [21 <32 = f(21) < f(22)]
(3) f heifit monoton fallend & Vi, x9 €D : [xl <zy = f(x1)> f(:cQ)]
(4) f heifit streng monoton fallend & Vr,z2 €D [z <zp = f(m1) > f(32)]
(5) e

5) f heifit [streng] monoton f ist entweder [streng] monoton wachsend oder fallend
Definition 7.24. Sei I C R ein Intervall (I = R ist zugelassen).
f:I — R sel injektiv (d.h. Vg # x9 0 f(z1) # f(x2)). (Damit ist f: I — f(I) bijektiv.)

Dann existiert eine Funktion f=!: f(I) — I mit f~*(y) := x, wobei zu gegebenem y € f(I) das Element
x € I das eindeutige Element mit f(z) =y ist.

f71: f(I) = I heiBt Umkehrfunktion von f.
Esgilt Ve e I: f~(f(x)) =, (dh. f~to f=id;) baw. Vy € f(I): f(f'(¥)) =v.

Nun sei I C R beliebiges Intervall und f : I — R streng monoton wachsend oder streng monoton
fallend. Dann ist f injektiv (denn fiir x1,29 € I mit 1 # 9 gilt 1 < x2 oder o < 1 und daher

f(z1) < f(a2) f(xo) < f(z1) o _
Fla1) > flas) ‘ oder Flas) > flz1) , also in jedem Fall: f(z1) # f(z2)).

= Es existiert eine Umkehrfunktion f=! : f(I) — I und f~! ist streng monoton wachsend bzw.
fallend.

Satz 7.25. Sei f € Cla,b] und streng monoton. Dann ist auch f~! € C(f([a,b])).

Beweis: Sei etwa f streng monoton wachsend. Nach Satz 7.22 ist f([a,b]) = [f(a), f(b)] =:
J.

Sei yo € J (zu zeigen: f~1 stetig in yo). Sei dazu ¢ > 0. Wir zeigen: Es gibt ein 6, > 0
mit

Vyed [0<y—yo<d& = [f'(y)—f (wo) <e]
Analog existiert § > 0 mit

Vyed [-6a<y—wy <0 = |f'y) —f ()l <e

Mit § := min{dy, d2} gilt dann
ved [ly-wl<o = [fw) -] <el

(damit zeigen wir die Stetigkeit von f~! in yo nach Satz 7.3.)

Zum Nachweis der Existenz eines d; > 0 mit der Eigenschaft der 1. Gleichung sei zg := f~!(yo) € [a, b].
Falls ¢y = b, so gilt yo = f(xo) = f(b) = maxJ, also gilt y € J,0 < y —yo nur fir y = yo =
trivial.

Sei also xg < b. Wihle 21 € [a,b] mit 9 < 1 < 29 + €. Dann sei y; = f(z1) > f(x0), da f streng
monoton wachsend. Setze 01 := y1 — yo.

Nachweis der geforderten Eigenschaft:
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7. Stetige Funktionen

Seiye J,0<y—y <6 =% —% = y < y1. Setze weiter z = f~1(y) < f~ (y1) = 1.
Dann

|f71(y)*f71(yo)| = f'y)—f ) =ar—20 < 21— < ToFE—T9 = €
O

Korollar 7.26. I sei beliebiges Intervall, f € C(I) und streng monoton. Dann ist auch f=1 € C(f(I)).

Beweis: leichte Ubung. ]

7.6. Exponentialfunktion und Logarithmus

E(z)= > % Wir wissen: E : R — R ist streng monoton wachsend und stetig, E(R) = (0,00). Also
n=0
existiert £~1: (0,00) = R

logz :=1Inxz:= E~'(x) Vo € (0,00) ,natiirlicher Logarithmus von z*

Aus den schon bekannten Eigenschaften von E ergibt sich:
(1) log ist auf (0,00) streng monoton wachsend und nach obigem Korollar stetig.
(2) Va,y > 0: log(z - y) = log(z) +log(y), log(%) = log(z) —log(y).
Beweis: Wir beweisen nur die erste Eigenschaft. Setze dazu a := log(z) + log(y) und b := log(z - y).

E(a) = E(log(z) +log(y)) = E(log(x)) - E(log(y)) =z -y
= E(log(z - y)) = E(b)

= a =0b, da E injektiv ist. O

(3) log(1) =0, log(e) =1
(4) logz — +oo fir £ — +o0; logx — —oo fiir x — 0+.

(5) Va > 0,r€Q: a" = E(rloga) (offenbar dquivalent zu Va > 0,7 € Q : loga” = r - loga)
Ferner: log(a™") = log () =log1 —loga™ = —nloga.

1 n
Weiter: log (a%> = % -n - log (a%) = % - log [(aﬁ> ] = %loga.
Seinun m € Zund n € N

= log (a™) = log {(a%)m} =m-log (a%) = % -loga

Definition 7.27 (Die allgemeine Potenz). Fiir a > 0 und = € R definiere

’a“ = E(zloga) ‘

(konsistent mit obigem Sachverhalt fiir z = r € Q)

Insbesondere gilt im Spezialfall a = e:

e’ = E(zloge) = E(x)
~—~—
=1

80



7.7. Verschérfter Stetigkeitsbegriff

Abbildung 7.4.: Der natiirliche Logarithmus

Eigenschaften:

1) z +— a” ist stetig auf R.

(

(2) a®* >0

(3) a®Y = E((x +vy) -loga) = E(zloga + yloga) = E(xloga) - E(yloga) = a® - a¥
(4) a™® = E(~2loga) = pisza) = o

(5) loga® = log[E(z - loga)] = zloga

(6) (a®)" = E(y-log(a”)) = E(xy - loga) = a™

7.7. Verscharfter Stetigkeitsbegriff

Erinnerung: Sei f € C(D) und z € D. Stetigkeit von f in z bedeutet:
Ve>036>0Vze D [|x—z| <6 = |f(@) - f(2)] <s}

(0 héngt ab von e und von z)

Beispiel 7.28. D = [0,00), f(x) = 2%,z > 0. Sei ¢ > 0 und sei § > 0 so gewihlt, dass
VzeD [|x—z\ <6 = |f(@) - f(2)] <s]

Wihle dann z := 2+ 3, dann |z — 2| = ¢ = § < §, daher |f(z) — f(z)| < e d.h. |22 — 2%| < ¢, also wegen
22— 2% = (x —2)(x + 2):

e —z- |z + 2] <e
—_————

=§(22+35)
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7. Stetige Funktionen

1) 1) 52

€
= dz<e = 0< —
z

= J héngt von € und von z ab.

f(z2+¢)
f($2)
flzz —¢)

f(z1+e€)
J(zq)
f(xl - f)

ol
no|S

Abbildung 7.5.: Wihrend e konstant bleibt werden verschiedene Werte fiir « (x1, z2) gewéhlt; deutlich
sichtbar: §; muss wesentlich gréfler gewéhlt werden als do.

7.8. GleichmaBige Stetigkeit

Definition 7.29. f: D — R heifit gleichmdf$ig stetig auf D, wenn gilt:

Ve>030 >0Vz,z€ D: [|x—z|<(5 = ‘f(x)—f(z)’<€}

(6 nur von ¢ abhiingig)

Klar: f gleichméBig stetig auf D = f stetig auf D. Die Umkehrung ist i.a.
falsch.

Satz 7.30. Sei D kompakt und f stetig auf D. Dann ist f auch gleichmdfsig stetig auf D.

Beweis: Annahme: f sei nicht gleichméflig stetig. Dann existiert ein € > 0 derart, dass fiir alle § > 0
folgendes nicht gilt:

Vz,x € D [|x—z| <6 = |f(x) - f(2)] <5}
Insbesondere fiir § := £ mit n € N: Es gibt 2,2, € D mit |z, — z,| < %, aber |f(z,) — f(z,)| >

)
E.

82



7.9. LipscHITZ-Stetigkeit

Da D kompakt, existiert eine Teilfolge (x,,) von (z,) mit z,,

Q.

1 ..
Wegen |2y, — zn,| < i 0 fiir £ — oo geht also auch z,, — .

Da f stetig in xo: f(an,) = f(zo), f(zn,) = f(zo) fir k — oo.
Beispiel 7.31. f =22 D =10,1].

[f(2) = f(2)] = [2* = 2%| = |2 + 2] - |2 — 2| < 2z — 2]

Also: Zu € > 0 wihle § := 5.

7.9. LipscHITZ-Stetigkeit

— 29 € D fir £k —

Definition 7.32. f: D — R heifit LIPSCHITZ-stetig auf D, wenn ein L > 0 existiert mit

Ve, z€ D: |f(z) — f(z)| < Lz — 2|

(d.h. ,,Sekantensteigung von f ist immer < L)

Klar: f LipscHITz-stetig auf D = f gleichméfig stetig auf D (zu € > 0 wihle ¢ := 7). Die Umkehrung

ist i.a. falsch.

Beispiel 7.33. D =[0,1], f(z) := V.

f ist stetig und D kompakt, also ist f nach obigem Satz auch gleichméBig stetig. f ist aber nicht

LipscHITZstetig:

Annahme: Es existiert ein L > 0 mit
Vr,z€ D: |\/§—\/§| < L|x — #|

Speziell fiir z := 0:
Vz e (0,1]: Ve <Lz & <z

4 da y/x — 0 fir x — 0.

7.10. Zusammenfassung

f LipscHITZ-stetig = f gleichmiBig stetig = f stetig.

Die Umkehrungen sind i.a. falsch; Ausnahme vgl. obiger Satz.
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8. Funktionenfolgen und —reihen

Stets in diesem Abschnitt: D C R und (fn)neny eine Folge von Funktionen f, : D —
R.

Spi=fi+ -+ fn:D =R (s,) = fn heiBt Funktionenreihe.

8.1. Punktweise Konvergenz

Definition 8.1. Die Funktionenfolge (f,,) bzw. -reihe > f,, heiflt punktweise konvergent auf D, wenn
Ve € D (fn(x))neN konvergent bzw. Vz € D > f,,(z) konvergent.

In diesem Fall heifit f : D — R oder s : D — R definiert durch
VeeD f(z):= lim f,(z)
n—oo
bzw.

VeeD s(x):= Z fn(x)

die Grenzfunktion bzw. Summenfunktion.

Beispiel 8.2.

(1) D =10,1], fn(z) := 2™. Dann

ORI S

Also: f,, konvergiert punktweise gegen f. o
1z )

o0
(2) Sei Y an(x — x0)™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. D = (xg — 7,29 + 7).
n=0

fo(@) == an(x —xo)", s(x):= Z an(x — x0)"

n=0

Dann konvergiert > f,, auf D punktweise gegen s.
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8. Funktionenfolgen und -reihen

(3) D= [0700)7

n-x

1+ n2z2 #

fn(x) 2 —0

+ s

fiir n — oo fiir alle x € D.

Also: (f,) konvergiert auf D punktweise gegen
f=0. !
Beachte: f,(1) = 1. ° 1 2

Punktweise Konvergenz von f,, gegen f bedeutet:
Ve €D fu(z) = f(x), n— o

& VeeD: Ve>0dny e NVn > ng |fn(x)—f(ac)‘<e

(ng hiingt ab von € und von x)

8.2. GleichmiaBige Konvergenz

Definition 8.3. (f,,) bzw. > f,, heifit gleichmdiflig konvergent gegen f bzw. s auf D, wenn

Ve >03dng e NVn>ngVe € D : |fn(x)—f(:1:)|<s

(no héngt nur noch von ¢ ab.)

Anschaulich bedeutet gleichméfliige Konvergenz von (f,) gegen f:

Ve > 0 Ing € N Vn > ng: Der Graph von f,, bleibt im e—Schlauch um den Graphen von f (vergleiche
auch Abbildung 8.1).

Klar: Gleichmiflige Konvergenz = Punktweise Konvergenz. Die Umkehrung ist i.a.
falsch

Abbildung 8.1.: Anschauliche Darstellung der gleichméBigen Konvergenz
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8.2. GleichméfBige Konvergenz

Beispiel 8.4.
(1) D=10,1], fo(x) = 2™

0 fallsz€(0,1)

frn konvergiert punktweise gegen f(x) :=
1 fallsz=1

Aber: (f,) konvergiert nicht gleichmiiig gegen f, denn

n(w) ()=

d.h. es gibt kein ng mit

Yn > ng Vo € D |fn(x)ff(x)|<€::%

Beachte: Alle f,, € C[0,1], aber f & C[0,1].
Aber:
(2) Sei a € (0,1), Dy, :=1[0,0a] und f,,(z) := 2™
Klar nach (1): (f,) konvergiert auf D, punktweise gegen f : x +— 0.
Fiir alle n € N, z € D, gilt:

Sei € > 0. Dann existiert ein ng € N mit Vn > ng: o™ < e.
= Vn>noVe € Do : |fu(z) — f(z)| =2 <a" <e

Also: (f,) konvergiert auf D, gleichmiflig gegen f.

(3) D =10,00), fu(®) = 137252 (fn) konvergiert nicht gleichmifig gegen 0, da fa(2) = f(2) =3 fir
alle n € N.

= Es gibt kein ng mit

Vn > ng Vo € D |fn(x)—f(x)‘<g::%

Satz 8.5.
(1) Sei (f,) Funktionenfolge auf D und f: D — R.
Es gebe eine Folge (o, )nen in R mit 1i_{n an, = 0 und es gebe ein m € N mit:
Vn>mVe €D: |fulz) — f(@)| < o

Dann konvergiert (f,) gleichmiBig auf D gegen f.
(2) Majorantenkriterium von WEIERSTRASS:

Es gebe eine Folge (¢,) in R und ein m € N mit

Vn>mVzr €D : {fn(x)‘gcn

und es sei Y ¢, konvergent. Dann konvergiert auch Y f, gleichméBig auf D.
n=1 n=1
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8. Funktionenfolgen und -reihen

Beweis:

(1) Seie > 0, withle ng € N mit ng > m und Vn > ng «, < €.

=Vn>n Ve €D |fulz)— flx)|<on<e

(2) sni=fi+ -+ fa
Vee DVn>m |fn(x)| <ep,
Aus dem Majorantenkriterium fiir reelle Zahlen folgt:
Z fn konvergiert punktweise gegen s(x) := Z fn(x)

Fiir n > m gilt nun:

Ve €D |sy(z)—s(x)| = Z fr(x)| < Z | fr(2)| < Z cr = Qn
k=n+1 k=n+1 k=n-+1

Da " ¢ konvergiert, folgt: a,, — 0 fiir n — oo.

= s, konvergiert gleichmifig auf D gegen s, d.h. > f,, konvergiert gleichmé&Big auf D gegen s.

]
Satz 8.6. (f,) konvergiere auf D gleichméBig gegen f: D — R.
(1) Sind alle f,, in &g € D stetig, so ist auch f in z( stetig.
(2) Gilt f,, € C(D) fiir alle n € N, so ist f € C(D).
Beweis:
(1) Fir x € D,n € N gilt:
|f(2) = fzo)| = |(f(2) = fa(2)) + (falz) = ful@0)) + (fulwo) — f(z0))]

|
<|f(z) - f )+ | fn(@) = ful@o)| + | falzo) — flz0)]
Sei € > 0. Dann:

ImeNVyeD: |fuly) — fly)| <

Also ist | f(z) — f(z0)| < 2 + |fm(z) — fm(w0)].

[m ist stetig in x¢ also existiert ein § > 0 mit |f,, () — fm(w0)| < § fiir alle x € D mit |z —z0| < 4.
Also: |f(z) — f(zo)| < € fiir alle z € D mit |z — zg| < .
= f stetig in xp.
(2) Folgt direkt aus (1).
]

Bemerkung 8.7. Konvergiert (f,) auf D punktweise gegen f : D — R und sind alle f,, stetig auf D,
f aber nicht, so kann die Konvergenz (nach 8.6) nicht gleichmiflig sein.

Vergleiche Beispiel (1) [f,(z) := 2™ auf D =[0,1] |:
fneC(D)firalleneN, f & C(D) = (f,) konvergiert nicht gleichmiifiig (wie gezeigt).
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8.3. Potenzreihen

Bemerkung 8.8. Die Vorraussetzungen und Bezeichnungen seien wie in vorigem Satz. Aulerdem sei
o Haufungspunkt von D.

Dann:
xli_)rgo f(x) = f(zo) und wlggo fn(x) = fu(xo) fiir alle n € N
Also:
i (Jim, fole)) = Jim 1) = F(r0) = Jim_f(x0)
= Jim (i 1u0)

Die Vertauschung von Grenzwertbildung ist i.a. nicht moglich! Denn (vergleiche Beispiel (1)):

lim (hm x") = lim 0=0

rz—1— \n—oo r—1—

lim (lim x") =lim 1=1
n—oo \r—1— n— 00

Hier unter der Vorrausetzung gleichméfiger Konvergenz jedoch schon.

8.3. Potenzreihen

(o]
Sei > apz™ = f(x) eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. D =
n=0

C—TaT)
Dann lim f(x) = f(xo) fiir jedes zy € D (vergl. Beispiel 6.6 (4)).

rT—T0o

Also

n n
lim <lim E ak:vk> = lim <E awcé)
r—xo \ n—o0 n—oo

k=0 k=0

=f(z) =f(zo)
IERT . k
=, (hm 2 ax )

Frage: Konvergiert die Potenzreihe auf D gleichméBig? (da sich ja die Grenzwerte vertauschen las-
sen)

Antwort: Im allgemeinen nein, denn:

1—z 1—z

(o)
Beispiel 8.9. > 2", D= (-1,1), s,(z) =142+ -+ 2" = 1=2 o, L (n — 00).
n=0

Sei f:D =R,z

1_,.'
Setze € = 1. Sei m € N. Dann gilt fiir jedes z € D

1—gmt! 1
[sm(@) = £(2)] = | =

|xrn+1

r——1
1—=x

= Fzo € D mit |sp(z0) — f(zo)| > 1=¢.

Aber:
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8. Funktionenfolgen und -reihen

o0
Satz 8.10. > a,z" sei eine Potenzreihe mit Konvergenzradius » > 0 und D = (—r, 7).
n=0

Ist [a,b] C D ein kompaktes Intervall, so konvergiert die Potenzreihe auf [a, b] gleichmifSig.
Beweis: Setze o := max{|al,[b|}. Dann ist [a,b] C [-0, 0] C D.

Sei f(x) := apz™, x € D. Fiir jedes x € [—p, 0],n € N gilt:

|fn(x)‘ < Hanl - 2" < an| - 0" =t ¢

oo} oo}
Dann konvergiert . a, o™ absolut, d.h. 3 ¢, konvergiert.

n=0 n=0

Die Behauptung folgt dann mit Satz 8.5. ]

Bemerkung 8.11. Wir erhalten so einen Beweis fiir Satz 7.6.

118

Mit den Bezeichnungen von Satz 8.10 sei f(z) = anx™, x € D.

n=0

Behauptung: f € C(D)

Beweis: Sei 29 € D. Wihle a < b mit [a,b] C D und a < z9 < b.

Nach Satz 8.10 konvergiert > a,z™ gleichméBig auf [a, b].

n=0

Nach Satz 8.6 ist f € Cla, b], insbesondere ist f stetig in .

Da wir x( beliebig gewéhlt haben, folgt, dass f stetig auf ganz D ist. O

Satz 8.12 (Identitétssatz fiir Potenzreihen).

o0 (oo}
> ana™ und Y byz™ seien Potenzreihen mit den Konvergenzradien r1 > 0,79 > 0.
n=0 n=0

Setze r := min{ry, 7o} und D := (—r, 7).

Definiere die Funktionen f,g: D — R durch

flz) = i anz” und g(x) = i bz
n=0 n=0

Ist (zx)ken eine Nullfolge in D \ {0} und f(zy) = g(z) fiir alle k € N, so gilt: a,, = by, fiir alle n € N.

Beweis: Annahme: Es gibt unter den genannten Vorraussetzungen ein n € N mit a, #
b,

Setze ng = min{n € N |a, Zb,} und h: D = R,z — f(z) — g(x).
Weiter sei ¢, :=a, — by, fiirallen € N. Esist cg =--- =¢p,—1 =0.

Dann gilt fiir jedes « € D:

h(z) = i(an —bp)z" = icnx" = i cna”
n=0 n=0 n=ng
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8.3. Potenzreihen

also

o _ - _ k _
p(z) = = E cpx" T = E ChtnoT" = E Crntng®"
xno k=n—ng
k=0 n=0

n=no

@ ist eine Potenzreihe, die fiir jedes * € D konvergiert = ¢ hat den Konvergenzradius r, >
T.

= 0 stetig in 0, d.h. p(xg) = ¢(0) = cpy = any — bny # 0.

Andererseits: ¢(zy) = haw) — S o@e) — g0 4 O
Ty T
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8. Funktionenfolgen und -reihen
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9. Differentialrechnung

Stets in diesem Abschnit: I C R sei ein (nicht—einpunktiges) Intervall (I = R zugelassen), f : I — R
eine Funktion.

Idee: ,,Approximiere® f ,in der Niahe von* zy € N durch eine Gerade.

f(zo)

f(z)

Steigung der Geraden durch die Punkte (mo, f(xg)) und (x, f(x)): %ﬁffo)
f(x) — f(xo)

pra— (z — o) ~ f(wo) + a(z — z9) [z nahe zo]

f(@) = flxo) +

Definition 9.1. f: I — R heifit in 2y € R differenzierbar (diff’bar)
o 1 £@) = F@0)

T—xQ r — X

existiert und ist # +oo

(Beachte: z ist Hiaufungspunkt von I)

<¢> lim F(zo + 1) = f(zo) existiert und ist € ]R)
h—0 h

Anschaulich ist der lim %f:gmo), falls er existiert, die ,,Steigung der Tangenten an dem Graphen von

Tr—To Z
f im Punkt zq“.
Falls f in zq differenzierbar ist, so heifit

i @) = f(@0)

T—To T — 2o

= f'(z)

die (erste) Ableitung von f im Punkt .

Falls f in jedem xy € I differenzierbar ist, so heiflt f differenzierbar auf I. In diesem Fall wird durch
I - R, 29— f/(zg) eine Funktion f’ : I — R definiert, die (erste) Ableitung von f auf I.
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9. Differentialrechnung

Beispiel 9.2.
(1) I sei beliebig, Vo € I f(x) := ¢, wobei ¢ € R fest.
Dann:

J@) = fao) _ e—c _
T — X9 _{L‘—LU()_

= [ differenzierbar auf I und Va € I f'(x) = 0.
(2) I=R,Vz eR f(z) = x|
Wahle zg = 0, dann fiir x # xg

f(x)—f(xo)_x|:{1 fir z >0

T — T T -1 firz<0
Also
o J@) = )
z—0+ xr — X
i L@ = Fflwo)
z—0— r — X
= lim M existiert nicht

z—0 T — X0

= f ist in O nicht differenzierbar.
Beachte: f ist in 0 stetig.
(3) I =R, f(z) =2a" fir alle z € R, n € N fest.

f(m) _ f(l’o) - " — 338 B (:L‘ _ 930) (xnfl + x”fzio + -+ xg—l)

T — X0 Tr — X Tr — X
:xn_1+$7l_2$0+"'+$871

T—T0o n- 517871
Also: f ist auf R differenzierbar und Vo € R: f/(z) = na" L.
(4) I =R, f(z) = E(x) = €”; sei g € R. Wie bereits gezeigt:
E(zo+h) — E(x0) h—o
h
= F ist auf R differenzierbar und E' = E.

E(xg) = e®

Satz 9.3. Ist f: I — R in zy € [ differenzierbar, so ist f in x( stetig.

Beweis:
F@) = flao) = LI ) s ) 0= 0
Tr — X ——
—0
mnu(x)

= f(z) =% f(zo)

= f ist in zq stetig.
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9.1. Differentiationsregeln

9.1. Differentiationsregeln

Satz 9.4 (Differentiationsregeln). f,g: I — R seien differenzierbar in z( € I.

(1) Fiir o, B € Rist af + g in z¢ differenzierbar, und

[(af + Bg) (w0) = af (o) + By (wo)

(2) f-gistin xg differenzierbar, und

((f - 9)'(w0) = F'(w0) - 9(w0) + F(xo) - g'(x0)]

(3) Ist g(xg) # 0, so existiert ein (nicht einpunktiges) Intervall J C I mit Vo € J g(z) # 0 und
5 : J — R ist differenzierbar in xy mit

£\ ~ f(x0)g(wo) — f(w0)g'(w0)
(7) o=

g(wo)?

Beweis:
(1) selbst
(2)
B0 = Gaen) _ )= 0) ), 9=
—_———
—f"(zo) —g’(z0)

= Behauptung.
(3) Nach 9.3 ist g stetig in xg. Daraus folgt die ie Aussage iiber J.

g(f) - 5(1'0) _ 1 f(@) = f(zo) o(z0) — f(o) 9(x) — g(zo)
& — 2 9(x)g(xo) | =0 T~ To
= (zo0) —g'(wo)
= Behauptung.
0

Beispiel 9.5. Sei I = (0,00), h(z) = % = % mit f(x) =e” und g(z) = .

Dann ist h differenzierbar auf I und

efx—e® 1 e

()= ——— = — —

Satz 9.6 (Kettenregel). Seien I, J nicht einpunktige Intervalle. g : I — R sei differenzierbar in zg € I,
es gelte g(I) C J.

f ' J — R sei differenzierbar in yg := g(xg) € J.
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9. Differentialrechnung

Dann ist f og: I — R differenzierbar in xg, und

(f ©9) (o) = f'(9(z0)) - ¢ (w0)

Beweis:

~(y) _ f(y;:zﬁyo) fiir y # yo
) fry=u

Da f differenzierbar in yo ist, gilt f(y) = f(y) = f(yo) fir y — yo. (dh. f stetig in
Yo)

Nach 9.3 ist ferner g stetig in xg, also

9(x) 5 9(z0) = ¥o
f stetig in yq

= fl9(@)) == F(yo) = f'(w0)
Ferner Vy € J f(y) — f(y0) = (y —y0) - (y)-

_ Fog)@) ~ (Fog)(xo) _ flo@) = flg(@0) _ (9(2) —0)f(9(x) _ gx) — g(zo) ;

T — X9 Tr — X Tr — X B T — X9 f(g(x))
" — [ (x0)
—g'(w0)
O

f und g sind auf R differenzierbar, f'(x) = e*, ¢'(x) = loga. Nach 9.6 ist h auf R differenzierbar und

W(x) = f'(9(x)) - ¢'(x) = "5 -loga = a” - loga

0.2. Umkehrfunktion

Frage: f differenzierbar, f~! existiert: Ist dann auch f~! differenzierbar?
Antwort: I.a. nein.

Beispiel 9.8. I = [0,00), f(x) = 22 (also f'(z) = 2z, f(0) = 0). f~1(z) = /T; in 79 = 0 gilt:

fH @) = fHwo) _ vV _

r — X

r—xo=0
— 0

Sl

= f~!in xo nicht differenzierbar.

(Das liegt an f’(0) = 0 und natiirlich £(0) =0, f~1(0) = 0)
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9.2. Umkehrfunktion

Satz 9.9. Sei I ein Intervall (nicht einpunktig), f € C(I) und f streng monoton. (= f~1 existiert).

Ist f differenzierbar in zg € I und f'(xq) # 0, so ist auch f=1: f(I) — I differenzierbar in yo := f(x¢)
und

1

—1\/ _ = L
(F7) (wo) = F/ (o) [_ f’(f_l(yo))l

(Beachte: f(I) ist Intervall, da Bilder von stetigen Funktionen Intervalle sind. Und I ist nicht einpunktig,
da f streng monoton.)

Beweis: Sei (y,,) eine Folge in f(I) mit y,, — yo und y, # yo fiir alle n € N.
Setze Vn € N z,, := f~1(y,).
= f~! stetig (in yo).

Also: 2y = fHyn) > f~H(yo) = 0.
= f_l(yn) - f_l(yO) _ Tp — L0 _ 1 n—oo 1
Yn — Yo f(zy) — f(xg)  LEn)=f(z0) J' (o)

Tn —T0

g
Beispiel 9.10.
(1) Vz € R f(x) = e®. Bekannt: f~! =log: (0,00) = R, Vz € R f/(z) = €”.
Dann Vy € (0,00) : (f71)(y) = 5y mit y = f(x).
d.h. (log)'(y) = L mit y = e*, d.h.
Wy e (0.00) (og) () =

(2) Sei a € Rund Vo >0 f(z) := 2% = e¥loez,
= Vo >0 f(z)=g(h(z)) mit g(z) =e", h(zx)=alogz = h'(z) = ¢
= f differenzierbar auf (0, c0) und
V>0 f'(z)=f(h(z)) h(z) =e*'8" 2 =q.g!

z.B.

1
.x§_1 _ —_—

f@)=vz = fl(z)=

DN =
]
D

Beispiel 9.11.
(1) f(t):==log(1+1t), t>—1
f ist auf (—1, 00) differenzierbar und f'(t) =

1+t
Es ist
IOg(l + t) f(t) - f(O) t—0
; — f(0)
Also: lim w =1.
t—0

(2) Behauptung: lim (1+ %)73 = e fiir jedes a € R.
T—r 00
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9. Differentialrechnung

Beweis: Klar fiir a = 0.
Sei a # 0. Nach (1) gilt —F—4 ——
Tr—r0o0

Also z - log (1—|— %) —a.

L () o een(itE) 2, e e

9.3. Extrempunkte

Definition 9.12. Sei M C R.
xo € M heifit innerer Punkt von M, falls ein § > 0 existiert mit Us(zg) C M.
D.h.: Ist M = [a, b] oder M = [a,b) oder M = (a,b] oder M = (a,b), so gilt:

xo ist innerer Punkt von M < g € (a,b).

Beispiel 9.13. M = Q: M hat keine inneren Punkte, denn fiir jedes zg € Q und jedes § > 0 enthélt
Us(xo) irrationale Punkte, also Us(z) ¢ M.

Definition 9.14. Sei D C R. f: D — R hat in 29 € D ein relatives Maximum
& 30>0Ve e DNUs(xo) f(x) < flxo)

bzw. hat ein relatives Minimum
& 30 >0Ve € DNUs(xo) f(z) > f(xo)

xq ist ein relatives Extremum, wenn f in zg ein relatives Maximum oder ein relatives Minimum hat.

o Extrema

Abbildung 9.1.: Funktion mit eingezeichneten relativen Extrema
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9.4. Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Satz 9.15. I Intervall, nicht einpunktig, f : I — R habe in zy € I ein relatives Extremum. Ferner sei
f differenzierbar in xg, und z( sei innerer Punkt von 7. Dann gilt:

f'(x0) =0

Beweis: f habe in z( ein relatives Mazimum. (Minimum analog)
Da z( innerer Punkt von I gibt es ein §; > 0 mit Us, (zg) C 1.

Da f in o relatives Maximum hat,

3o Vo € INUs, (xo)  f(z) < f(x0)
Also fiir 6 := min{dy, d2}:

Va € Us(zo) f(z) < f(xo)

Also fiir x € Us(zo), x # xo:

f(@) = f(=o) {<O fir x > xg

T — Xg >0 firz<uxg

Da f differenzierbar in zg, existiert lim W und ist gleich lim M (linksseitiger Limes)
T—T0o Y T—T0— T—To

: i L@ =f(zo) ceit] mes
und gleich x£g+ g (rechtsseitiger Limes).
o )= i T =10
T—rTo Tr — X

Warnungen:

(1) Die Umkehrung des Satzes ist falsch!
Beispiel 9.16. Vz € R f(z) = 23; f'(z) = 322, f(0) = 0, aber f hat in 0 weder relatives Maximum
noch relatives Minimum.

(2) Die Voraussetzung ,,zy innerer Punkt von I ist wesentlich.
Beispiel 9.17. [ =[0,1],Vz € I f(z) := «. f hat in 2y = 1 relatives Maximum, aber f'(1) =1 # 0.
Allerdings ist xg auch kein innerer Punkt von I.

Vergleiche hierzu auch die beiden ,,Randextrema® in Abbildung 9.1.

9.4. Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Satz 9.18 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung).
f i [a,b] = R sei stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b).

Dann existiert ein £ € (a,b) mit
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9. Differentialrechnung

Abbildung 9.2.: Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Beweis:

f(b) = f(a)

Va € [a,b] : g(x) == f(z) — f(a) - b—a

(@ —a)

Dann: g stetig auf [a, b], differenzierbar auf (a, b).

Ferner ist g(a) = 0, g(b) = 0. Da stetige Funktionen auf einem kompakten Intervall immer Minimum
und Maximum annehmen, existieren s,t € [a, b] mit

Va € [a,b] : g(s) < g(x) < g(?)

Falls s € {a,b} und auBerdem ¢ € {a, b} ist, so folgt (wegen g(a) = g(b) = 0): g(s) = g(t) = 0 und damit
g=0

= ¢'(§) =0 fiir jedes £ € (a,b).

Falls s € (a,b) oder t € (a,b), so ist wenigstens einer von beiden innerer Punkt von (a,b) und daher, da
g in ¢ ein relatives Maximum und in s ein relatives Minimum hat:

= ¢'(t) =0 oder ¢'(s) = 0.
Also in jedem Fall:

3 € (a,b): g'(§) =0

Es gilt ferner

= Behauptung. (]

Anwendung:

|f(0) = f(@)| = [F(&] b—al <c-|b—al falls [f(§)<c

100



9.5. Anwendungen:

Korollar 9.19. I Intervall, f : I — R sei differenzierbar auf I. Dann gilt:
f ist konstant auf I < f' =0 auf I.

Beweis:
, =" ist klar.

»<=* Seien a,b € I und a < b. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein £ € (a,b) mit

f(0) = f(a)

b—a

=f'(§) =0

= f(a) = f(b) = f ist konstant

9.5. Anwendungen:

Korollar 9.20. Es existiert genau eine Funktion f : R — R mit
(1) f ist auf R differenzierbar.

(2) Ve eR f(z) = f(2).

3) f(0) =1.

ndmlich f(x) = e®.

Beweis: Klar: f(x) = e” hat die Eingeschaften (1), (2), (3).
Zur Eindeutigkeit:

Sei f Funktion mit obigen Eigenschaften. Setze

/(=)

eZL’

VeeR &(x):=

Dann

VreR &'(z)=

Nach 9.19 ist ® konstant, d.h.

deeRVZzeR P(z)=c

Ferner ®(0) = fe(g) = f(0) = 1.

= VzeR P(z)=1 = VreR flx)=¢€"
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9. Differentialrechnung

Korollar 9.21.

Va e R lim (1—}-7)1:6&

T—00

(Erinnerung: lim (1+ )" =e.)

n—0o0

Beweis: Setze Vt € (—1,00) f(t) :=1log(1l +t). Dann f/(t) = = - 1.

1+t
g PEED o FO O

t—0 t t—0 t—0

=

Dabher gilt fiir alle a € R,a # 0

log(1 + @
= lim L(a Dy

r—r 00 —
x
————
= log(1+%)=

a x
= lim log(l—i—f) =a
x

Tr—r 00

Da FE stetig (in a):

= lim elog(H'%)m =e”
Tr—r 00

= Behauptung fiir a # 0. (¢ = 0 Behauptung trivial.) O

Korollar 9.22 (Folgerung aus dem Mittelwertsatz).
(1) Sind f, g : I — R differenzierbar und gilt f’ = ¢’ auf I, so existiert ein ¢ € R mit

Veel f(z)=g(z)+c

(2) Sei f: I — R differenzierbar. Dann gilt:
e Falls f/ > 0 auf I, so ist f streng monoton wachsend.
e Falls f/ < 0 auf I, so ist f streng monoton fallend.
e Falls f' > 0 auf I, so ist f monoton wachsend.

e Falls f' < 0 auf I, so ist f monoton fallend.

Beweis:
(1) Setze h:=f —g,dannist b’ = f' — ¢ =0 auf T

= JceRVzel hx)=f(z)—glx)=c

(2) Sei f >0 auf I. Seien a,b € I mit a < b. Dann

f(b) — f(a) = f(¢) (b — a) > 0 nach Mittelwertsatz
"~ ——
>0 >0
(es existiert ein &, derart dass ...)

= f(a) < f(b) = f streng monoton wachsend. (Rest analog).
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9.6. Die Regeln von DE L’HOSPITAL

Bemerkung 9.23. Ist f auf I differenzierbar und f monoton wachsend [fallend], so ist f/ > 0 [f’ < 0]
auf I.

Aber: Ist f auf I differenzierbar und f streng monoton wachsend, so folgt nicht f' > 0 (betrachte
fla) =a%).

Satz 9.24 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz).

f,g: [a,b] = R seien beide stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b).

Ferner gelte Vz € (a,b) ¢'(z) # 0. Dann gilt:

(1) g(a) # g(b)

. fO)=f(@) _ £
(2) F€(a,b): Sm=ga = 58

Beweis:
(1) Wére g(a) = g(b), dann gilt nach dem Mittelwertsatz:

g(b) — g(a)

Elne(O’?b) b_a

=g'(n)#0

(2) Setze:
Va € [a,b]  h(z) = [f(b) = f(a)]g(z) = [9(b) — g(a)] f(2)
Dann h € Cla, b], h differenzierbar auf (a,b), und
h(a) = h(b) = (f(b)g(a) — g(b)f(a))
Nach dem Mittelwertsatz existiert also ein & € (a, b) mit

h(b) — h(a)

b—a =0

W (€)=
Es ist aber

0= "h'(&) = [f(b) = f(a)]g'(€) — [9(b) — g(a)] f'(€)
= Behauptung.

9.6. Die Regeln von DE L’HOSPITAL

Satz 9.25 (Regeln von DE L’HOSPITAL).
Seia € RU{—o0}, b€ RU {0} und L € RU {—00, c0}.
f,g: (a,b) — R seien differenzierbar auf (a,b) und sei ¢'(z) # 0 fiir alle « € (a,b).

Weiterhin sei lim £ = .
r—a

g'(x)
(1) Ist lim f(z) = lim g(x) = 0, so gilt L& “=% L.
(2) Ist lim f(z) = lim g(z) = +o0, so gilt % =5 L.

Entsprechendes gilt fiir die Bewegung « — b.
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9. Differentialrechnung

Beweis: Wir zeigen nur (1) fiir den Fall a € R.

Setze f(a) :=0, g(a) := 0. Dann sind f, g stetig auf [a, b).

Sei nun z € (a,b). Dann g(z) = g(x) — g(a) = ¢'(&)(z —a) #0
flz) _ flx) = fla) _ f(E)

g(x)  g(x)—gla) g'(§)

mit einem & = &(z) € (a,x).

Nach Voraussetzung gilt:

f'(E())

lim —/——= =1L

v=a g/ (§(x))
da ilgzﬁ(a:) =a.

Also nach Obigem:

lim —f(x) =
z—a g(x)
|
Beispiel 9.26.
(1) Seien a,b > 0. Wir bestimmen lin%) “m;bm
T—r
Es gilt lim (a® = b®")=lim xz =0.
T30 0 =
=:f(x) ::g(z)
! 1 * — (logb)b* 5
f'(z) = (loga)a® — (logh) —0 loga — logb
g'(x) 1
Nach 'HOSPITAL:
= lim—— = loga — logb
x—0 €T
ip logr _ i E o
?) A %=l r =0
. T logz _ 1 % . _ —
(%) Jplrtog) = iy 75 = oy =7 = im0 =0
(4) lim 2% = lim e*'°8% = % =1
x—0+ x—0+ (3)
Bemerkung 9.27. Es kann passieren, dass auch g—: wieder vom Typ % bzw. 2= ist. Setze dann f = f

und § := ¢’ und versuche, den Satz von DE L'HOSPITAL fiir f,§ (statt f,g) anzuwenden.

~» sukzessiv forsetzen.

Beispiel:
. 1l—cosx . sinx . Ccosx 1
lim 5 = lim = lim = -
z—0 T z—0 21 z—=0 2 2

Es kann auch passieren, dass immer wieder obige Typen auftreten. Dann ist diese Regel nicht anwendbar
und der Limes muss auf andere Art bestimmt werden.
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9.7. Cosinus und Sinus, die Zahl 7

Satz 9.28. Es sei

f(z) = Z "
n=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius » > 0 und I = (—7r, 7).

(1) Die ,gliedweise differenzierte“ Potenzreihe

[eS) (9] [eS)
> (0™ = e = 30+ s 27
n=0 n=1 n=0

hat auch den selben Konvergenzradius 7.

(2) f ist differenzierbar auf I und

Veel f'(z)= Z an -nz" "t = Z(n + Dayqq - 2"
n=1 n=0

(,,gliedweises Differenzieren ist bei Potenzreihen im Intervall (—r, ) erlaubt.*)

Beweis:

(1) Wende Wurzelkriterium an.

14+
Vit Dol = Va1 (“VJor])

-1
= limsup v/ (n+ 1)|ans1| = limsup "/|an+1]| = limsup V/|ay|
n—oo n—oo n—oo

= Derselbe Konvergenzradius.

(2) siehe Seite 145.

9.7. Cosinus und Sinus, die Zahl 7

i x2n+1
sine =) (-1)"—
!
— (2n +1)!
e p2n
cosx = Z(fl)" o)
n=0 ’

Der Konvergenzradius ist bei beiden Funktionen oo.
Nach Satz 9.28 sind sin und cos auf R differenzierbar, und

)
$2n

(sin’)(x) = Z(—l)”(Qn +1)- D cos T

n=0
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9. Differentialrechnung

Analog cos z:

(cos’)(x) = —sinz

Lemma 9.29.

(1) sinx > x — ’g—? > 0 fiir alle z € (0,2)

(2) sin1> 2

(3) Es gibt genau ein &y € (0,2) mit cos&y = 0. Wir definieren 7 := 2&.

cos hat also in [0, 5] genau eine Nullstelle, ndmlich 7.

Beweis:

. x3 27
(1) sinz = <x3')+ <5'7') +ee

=37(2:3-22) 25 (6.7—22)>0

(2) Verwende (1):sinl >1— 4 =

(3) Mit (2) erhélt man

cos(2) = cos(1+1) = cos®(1) —sin?(1) = (1 —sin*(1)) —sin*(1) = 1 —2sin*(1) < 1—2- % <0

Ferner: cos(0) =1 > 0.
Da cos stetig, folgt aus dem Zwischenwertsatz:
3¢ € (0,2) : cos(&) =0
Ferner gilt (cos’)(x) = —sinz < 0 fiir z € (0,2) .
Aus 9.22 folgt: cos ist auf (0,2) streng monoton fallend.

= & ist einzige Nullstelle von cos in (0, 2)

O
Satz 9.30 (Eigenschaften).
(1) cos§T =0,sin§ =1
(2) Fiir alle z € R gilt:
. ™ 7T .
sin (x+§) = Ccosx cos(m+§) = —sinx
sin(z + ) = —sinz cos(x + m) = —cosx
sin(z + 27) = sinz cos(z + 27) = cosx

(3) Fiir 29 € [0,7] gilt: coszg =0 & 29=7F
(4) cosz =0 < es existiert ein k € Z mit x = (2k + 1) 7

sinz =0 < es existiert ein kK € Z mit z = kn
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9.7. Cosinus und Sinus, die Zahl 7

ol

Sl

Abbildung 9.3.: Tangens Abbildung 9.4.: Arcustangens

Beweis:
(1) 1 ZCOSQg—i—sian = |sinZ|=1 o sing =1
——
=0

(2) folgt aus (1) und den Additions-Theoremen
(3)

,<=“ Kklar

»=" Seicoszg=0,20 >0 = x02> 7

Yo:=7m—x9 = Yo < 5 und cosyy = cos(—xg+ ) (:) —cos(—xzg) = —coszp =0
2

=  Yo=5F = To=
o €[0, %] 2

(4) folgt aus (2) und (3)

Definition 9.31 (Tangens).

tanx := (s::)r;z xGR\{(2k+1)g: kGZ}
Es ist
2 .2
. . 1
(tanz)" = cosTrEsm T =1+tan’z >0
cos? cos?

Sei f:(-3%,%2) >R, f(z):=tana.
Dann ist f auf (—%, %) streng monoton wachsend und f ((—%,%)) = R.

Also existiert f~': R — (=%, %):

arctanz := f'(z), x € R ,Arcustangens®
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9. Differentialrechnung

9.8. Sonstiges

9.8.1. ABELscher Grenzwertsatz

Satz 9.32 (ABELscher Grenzwertsatz). Die Potenzreihe > a,(xz — xp)™ habe den Konvergenzradius
n=0
r > 0; es gelte r < co. Die Reihe konvergiere in xg + r bzw. g — 7.
Es sei f(z) := > an(z — xo)" fiir ¢ € (kg — 7,20 + ] bzaw. z € [xg — 7,20 + 7).
n=0

Dann ist f stetig in xg + r bzw. xg — r.
(hier ohne Beweis)

9.8.2. Anwendungen

Behauptung:

log(1 = e S -1,1
og(l+ ) Z( ) - iir alle x € (—1,1]

n=1
oo}
Insbesondere (fiir # =1): log2 = Y (—1)""'1,
n=1
> n
Beweis: Die Potenzreihe ) (—1)""!2- konvergiert genau fiir z € (-1, 1].
n=1

Sei g(z) == io: (—=1)"*12 und f(x) = log(l + ), z € (—1,1].

n=1

Nach 9.28 ist g differenzierbar auf (—1,1) und

g)=>Y (1)t = (—a)" = - 1_93) =1 i — = f'(z) fiir alle z € (—1,1)
n=1 n=0

Also existiert nach 9.22 ¢ € R mit g(z) = f(z) + ¢, z € (-1,1).
Da f(0) = g(0) ist ¢ = 0 also f(z) = g(z) auf (—1,1).

Also: log(1+ ) = 3 (-1)"*H12 2 e (-1,1).
n=1
Die Behauptung folgt dann aus dem ABELschen Grenzwertsatz mit x — 1. O

Mit einem dhnlichen Beweis zeigt man:

ot I2n+1
tanz = § (=1)" fiir alle z € [~1,1
arctan x 7;( )2n+1 iir alle « € | ]
. o (="
Fiir = 1: arctanl = ) ST
n=0

T _gip T i T _x
Wegen cos 7 = sin 7 ist tan 7 = 1, also arctan1 = 7

Somit%:l—%—f—%—%—i—%—-u.
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9.9. Hoéhere Ableitungen

Definition 9.33. Fiir z € R definieren wir:

sinhx := 5(61 —e 7)) ,sinus hyperbolicus®

1
coshz 1= i(em + e~ ") ,cosinus hyperbolicus®

Satz 9.34 (Eigenschaften).

(1) sinh0 =0, cosh0 =1

(2) sinh(—z) = —sinh(z), cosh(—z) = coshx
(3) sinh” = cosh, cosh’ = sinh auf R

(4) sinhz = nijo %, coshz = nijo %

(5) cosh?z —sinh?>z =1, z € R

Abbildung 9.5.: Sinus hyperbolicus Abbildung 9.6.: Cosinus hyperbolicus

9.9. Hoéhere Ableitungen

Definition 9.35.
(1) (a) I C R sei ein (nicht einpunktiges) Intervall, und f : I — R sei differenzierbar auf I.

f heiBt in zg € I zweimal differenzierbar, wenn f’ in zq differenzierbar ist.

In diesem Fall heif3t

f(wo) = (1) (2)
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9. Differentialrechnung

die zweite Ableitung von f in xg.
(b) Ist f in jedem 1z € I zweimal differenzierbar, so heifit f zweimal differenzierbar auf I und
=) I-R

heifit die zweite Ableitung von f auf I.
(¢) Per Induktion erhilt man die n-te Ableitung etc.

f///(x0)7 f(4) (170)’ f(S) (xO)v L f(n) ($0)
bzw.

FrFO W TSR

(2) Fiir n € N heiBt f auf I n-mal stetig differenzierbar, wenn f, f', f",..., f auf I existieren (d.h.
wenn f auf I n-mal differenzierbar ist) und stetig sind.

Bezeichnung in diesem Fall:
fec™l)

(C™ ist die Menge der auf I n-mal stetig differenzierbaren Funktionen)

n=1:fe€CYI) & f ist stetig differenzierbar auf I.

c'():=C(), C>=(I):=[)Cc"()

neN

Weitere Bezeichnung:

f(o) = f, f(l) o f/7 f(2) o f//, f(3) — f///

Beispiel 9.36.
(1)

(cos”) (x) = —(sin’)(z) = — cos(x)
(cos”) (x) = sin(x)

(cos(4) (z) = cos(z)

(sin”) (z) = —sin()

(sin”) (z) = — cos(z)

22 firz >0

f(fc)fr'le{ 2

-z firz <0

Fiir x > 0: f'(x) = 2z, fiir © < 0: f'(x) = —2z.
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9.10. Hohere Ableitungen bei Potenzreihen

Firz =0
f(x)—f(O):{x f§rx>o}ﬁoo
z—0 —r firz <0

= f ist in 0 differenzierbar und f’(0) = 0.

= f ist auf R differenzierbar und

f/(x)Z{ 2x firx >0 }:le

—2z firxz <0
Insbesondere ist f’ stetig auf R, also ist f stetig differenzierbar, f € C1(R).
Da f’ in 0 nicht differenzierbar ist, ist f in 0 nicht zweimal differenzierbar.

Beispiel 9.37 (Nichtiges Beispiel).

3 . 1 .
z2sin(=) firxz >0
I=D0.00), o) = {0 = fiir & = 0

f ist auf (0, 00) differenzierbar, und

Vz € (0,00) f'(z) = 2% sin (1) + 2% cos (2)-(=2%) =3Vasin () — —=cos (2)

x

N

Ferner ist f in 0 differenzierbar, denn:

f(@) = f0) _%-sin(g) Vsin (1) 229
z—0 x —
€[-1,1]

Also ist f differenzierbar auf I = [0,00), aber f ist nicht stetig differenzierbar, da f’ offenbar unstetig
im Punkt 0.

sogar: [’ ist auf keinem Intervall [0,¢] (mit € > 0) beschriinkt.

9.10. Hohere Ableitungen bei Potenzreihen

118

Sei f(z) =
r)
Aus 9.28 folgt: f ist auf I differenzierbar und

an(z — )" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius » > 0. I = (xg — 7,20 +

n=0

@)=Y n-an(e—z)"" Vael
n=1

Konvergenzradius wieder r

9.28 = [’ ist auf I differenzierbar, und

oo

f'(z) = Z nn—1)-ap(x —x0)" 2 Voel

n=2

induktiv fortsetzen:
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9. Differentialrechnung

= f ist beliebig oft differenzierbar (f € C°°(I)), und
VEeN f0)(z)= Zn(n—l)(n72)~~(nf (k—1)) an (x—20)" % Vzel
n=~k
Insbesondere fiir x = xq:

VeeN fM(zg)=k(k—1)(k—2)-- (k- (k—1)) ar =k ax

_ S8 (x0)

= VkeN: a x

Definition 9.38. Sei ¢ > 0 und f € C*°(U.(z()) mit einem x € R. Dann heift die Potenzreihe

© (n) (g
Zf ( 0)(x_1,0)n

n!

n=0

die zu f und z¢ gehoérende TAYLOR—Reihe.

Frage: xg, ¢, f wie oben. Gilt dann
() (g
f(z) = Z fT(,O)(l" —x0)" Vx € U(zg) ?
n=0 :

Antwort: Nicht immer!

Beispiel 9.39.

(1) Ist f eine Potenzreihe und e < r, so lautet die Antwort: Ja.

e s" firx #0
0 firx=0

In der Saaliibung wurde gezeigt: f € C*°(R), und
vneN fM0)=0

Also

i f(’;;(O) (x—0)"=04# f(z) fir z £ 0
n=0 :

Also lautet hier die Antwort: Nein.

0.11. Satz von TAYLOR
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9.11. Satz von TAYLOR

Satz 9.40 (Satz von TAYLOR). Sei I C R Intervall, n € Ny, f € C"(I) und f("*+1) existiere auf I.

Sind z, 29 € I, so existiert ein £ = £(z, zo) (£ hingt von z und ¢ ab) zwischen x und z¢ mit £ # x,§ # o,
und

F@) = flao) + L0 o gy ¢ LD o g L)ooy

f(n) (130) (33 _ n + f(n+l)(€) (33 _ xo)n+l

n! (n+1)!
— ¥ (o) Fo(E) n
:kZ:O p @ o) T (@ — o)
Spezialfall n = 0:
f(@) = f(@o) + /(&) - (x — o)
(Mittelwertsatz (9.18))
Beweis: Nur fiir den Fall z < xy. Wihle o € R mit
L F0 (ay) (2 — 2"+t
f(:v)*];) klo(x—mo)k:Q'TOl)!
Zu zeigen: 3¢ € (x,10) 0= f"(€)
Definiere fiir ¢ € [z, z]:
_ ~ M) k (x —t)"*
h(t) ~—f($)—];) A (x—1) —Q'm

Dann: h € Clz, zg], h differenzierbar auf [z, zo],

n peD " pk) n (e — )"
Wit = -3 fT(% T k'(t)"“@ gy “QW
k=0 ) k=1 . :

(k)
=f=igt (@ =)k

nol pet1)
=5 f o *) (z—t)F
k=

(n+1)
= —fT'(t)(x -t)"+p

(x—t)"
n!

Ferner h(z) = 0, h(zg) = 0 nach Wahl von p. (s.0.)

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein £ € (z, o) mit

W) = M) — i) _,
i) x
(n+1) T — &
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9. Differentialrechnung

Satz 9.41. e € Q

Beweis: Annahme: e = 7* mit m,n € N,
Wegen 2 < e < 3 gilt e ¢ N und daher n > 2.
Setze f(z) :==e*, xo:=0, x:= 1.

Nach TAYLORschem Satz 9.40 existiert £ € (0,1) mit

§oh(g)
(n+1)!

it et
R CESY]

k)
=3 20

o (1-0)F+
"_m k=0 ——— —————

—e=

(1 -0yt

n

Multipliziere mit n!

Definition 9.42. I C R Intervall, n € Ny, f € C"(I), zg € I.

Dann heif3t

n-tes TAYLOR—Polynom von f in xg

Eigenschaften:
Sei p(z) := Ty (z; o).

(1) p ist Polynom vom Grad < n, p*)(z¢) = f*)(2)

(2) Ist ¢ ein Polynom vom Grad < n und gilt ¢*)(zo) = f*) () (k= 0,...,n), so gilt ¢ = p.

Das heifit: Das TAYLOR-Polynom ist das einzige Polynom vom Grad < n mit obiger Approximati-

onseigenschaft.
(3) Der TAyLORsche Satz 9.40 lautet also:

Ve, xo € I (x # x0) 3¢ zwischen z und xo:

FrD(E)

f(x) =T (z;20) + GRS

)n+1

(x — xg

Die oben gestellte Frage ,Ist f(z) = Y %(w —xo)* +
k=0

FlntD)

dquivalent zu der Frage: , Gilt nh—>120 NCES
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9.12. Extrema

Satz 9.43. Sei I = (a,b) (a < b, a = —oo und/oder b = +oo zugelassen). Ferner sei f € C°°(I) und
xg € I. Es existiere ein > 0 und ein ng € N mit

VYn > ng Vo € 1 |f(")(x)} <nl.c"

Dann existiert ein 6 > 0 mit Us(zo) C I und

(@)= kf: %(QJ — x0)" fiir alle = € Us(zo)
=0

Beweis: Wihle 6 > 0 mit Us(zo) € I und § < % Sei © € Us(xg), also |z — zo| < § < %,
d.h.

cle —xo| <1

Nach TAYLORschem Satz 9.40 existiert ein £ zwischen x und xg mit

n (k) (g (n+1)
f(a?) — Z f kk(' O) . (.’E _ xO)k + f + (5) . (.’L‘ _ Jlo)n+1
k=0 '

(n+1)!
Es gilt fiir alle n > nyg:
f(nJrl)(g) ' (n + 1)!Cn+1 e n+l n—oo
v = |<n+1>v‘ o ao [ < e ol = (e o — )T S0

= j@ =3 T g
k=0 ’

0.12. Extrema

Erinnerung: I C R Intervall, f : I — R sei in x¢ € I differenzierbar, xy innerer Punkt von I, f habe
in z( ein lokales Extremum. Dann ist f'(zg) = 0.

(Umkehrung ist falsch: f(z) = 23 hat in 7y = 0 kein lokales Extremum, obwohl f’(0) =
0).

Satz 9.44. I C R Intervall, n € N, f € C™(I) und ¢ sei innerer Punkt von I. Es gelte
f'(wo) = f"(wo) = ... = f"V(wo) = 0

aber
£ (o) # 0

Dann gilt:

(1) Ist n gerade, so hat f in z( ein lokales Extremum, und zwar ein lokales Maximum bzw. Minimum,
falls f(")(z9) < 0 bzw. f(™(z9) > 0.

(2) Ist n ungerade, so hat f in z( kein lokales Extremum.
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9. Differentialrechnung

Beweis: Da (") stetig und f(")(z¢) # 0, existiert ein 6 > 0 mit Us(zo) C I und f(™(z) hat fiir
x € Us(xo) dasselbe Vorzeichen wie f( ().

Sei z € Us(xp). Nach 9.40 (TAYLOR) existiert ein £ zwischen z und o mit

- (n)
)= ¥ a0 + L@ o = e + G0

=0 fiir k>1

zu (1): Sei n gerade:

Ist (") (x0) > 0 bzw. < 0, so ist auch £ (&) > 0 bzw. < 0. Ferner (x — x0)™ > 0 (da n gerade).

0 > f(zg) = lokales Minimum
= f(=) .
0 < f(zg) = lokales Maximum

zu (2): Sei n ungerade: Wie vorher f(™(£) > 0 bzw. < 0.

Jetzt aber

n ) >0 fiirz >z
(z = 20) .
<0 firz<x

<0 X > X
= R(x) “0
r < X
>0
> f(zo)
S ) < f(zo) v
> f(z0) ’

= kein lokales Extremum.

O
Beispiel 9.45.
(1) f(x) =2z f(0) = f/(0)=---= f=D(0) = 0; f™(0)=n!>0
= Falls n gerade, hat f in 0 ein lokales Minimum. Falls n ungerade, hat f in 0 kein lokales
Extremum.
(2) a)

B e e fir x #0
f@) = {O firx =0

Bekannt: f € C°(R) und Vn € Ng : (™ (0) =0

f hat in 0 ein lokales Minimum.
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9.12. Extrema

e~ 2 fiirx >0
fl@)y=40 firx=0

1
—e =22 firx <0

Wieder f € C®(R), Yn € Ny f™(0) = 0.
Aber f hat in 0 kein lokales Extremum.
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10. Das RIEMANN-Integral

Stets in diesem Abschnitt: a,b € R,a < b, f : [a,b] — R beschrinkt. m := inff([a7 b])7M = supf([a, b])

Definition 10.1. Z = {zg, 21,2, ..., 2T, } heiBt eine Zerlegung von [a,b], wenn
a=rg <1 <Ty<---<xp=">

Z heifit die Menge der Zerlegungen von [a, b].

Ferner:
L= lzjn,a5] G=1,...n)
|I;| :=x; —x;—1 (,Lénge von I;)

mj = lIlff(I])7 Mj ‘= sup f(Ij>

sp(Z) = ij -|I;|  (Untersumme von f beziiglich Z)
Jj=1

S¢(Z) = ZMj -|I;|  (Obersumme von f beziiglich Z)
j=1

[ Untersumme
[1+[J Obersumme

Zo 1 T2 Tn—1 Tn

Abbildung 10.1.: Ober- und Untersummen
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10. Das RIEMANN-Integral

Klar: m < mj < M; < M, also wegen |I;| > 0:

n n n n
S omiL <Y mylL] <ML <Y M|
j=1 j=1 j=1 j=1

= VZeZ mb—-a) <sp(Z) < S¢(Z) < Mb—a)

Definition 10.2. Sind Z3, Z; Zerlegungen von [a, b, so heiit Zy Verfeinerung von Z, wenn Zs D Zj.

Satz 10.3. Z;, Z, seien Zerlegungen von [a, b].
(1) Ist Zy Verfeinerung von Z, so gilt

sf(Z1) < s§(Z2) und  Sy(Z2) < Sf(Z1)

(2) s7(Z1) < 5¢(22)

Beweis:

(1) (nur die erste Ungleichung)
Sei Zy = {xo,...,2n}. Es geniigt, der Fall Zy = Z1 U{{}, £ € Z1 zu betrachten; Rest folgt induktiv.
Sei etwa z;_1 < § < xj.

j—1

5y(Z2) = ka|fk| +inf f([zj-1,€]) (€ —x;1) +inf f([& 25]) (x5 — &) + kalfk\
-1 | n
>N Tl +my (6 —wj1) +myx — )+ Y mu| I
k=1 N k=j+1
= 57(Z1)

(2) Z := Z1 U Zy ist Verfeinerung sowohl von Z; also auch von Z;. Nach obigem folgt:

= sp(Z1) < s5(Z) < Sp(Z) < S§(Z2)

d
Definition 10.4. Ist Z5 beliebige, fest gewihlte Zerlegung von [a, b], so gilt nach 10.3:
sp(Z) < Sy(Zy) fur jede Zerlegung Z von [a, b]
= Es existiert
sy =sup{sf(Z): Z Zerlegung von [a,b]}
und es gilt:

sy < Sp(Zy) fur jede Zerlegung Z, von [a, b]
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= Es existiert

Sy =inf{S¢(Z2) : Z, Zerlegung von [a,b]}
und es gilt:

sp <S¢

Man nennt
xr

sp = 7[das untere Integral von f

a

x

Sy = f das obere Integral von f

a

Definition 10.5. f heifit (RIEMANN-) integrierbar iiber [a,b], wenn sy = S§.
In diesem Fall heifit

/bf(fv)dfv /bfdw = 5f =55

das (RIEMANN-) Integral von f iiber [a, b].

Rla,b] :=={ f : [a,b] — R : f ist integrierbar iiber [a,b] }

Beispiel 10.6.
(1) Sei ¢ € Rund Vz € [a,b] f(x):=c
> m=c=M
= m(b—a) <sp(2) < Sy(Z2) < M(b— a) fir jede Zerlegung Z.
=VZecZ s;(Z)=5;(Z)=c(b—a)
= sy=8r=clb—a)
= f ist integrierbar iiber [a, b], und ff f(z) dz = c(b— a).
(2) Sei [a,b] =[0,1] und f(z) := =.
Sein € N und Z,, = {zg,...,z,} mit xj:%ﬁirj:(),...,n.

Also |IJ| = %’ mj = f(xj—l) = i7 Mj = f(]j]) = %
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10. Das RIEMANN-Integral

i1 1. 1 onn+l) n+l
7(Zn) Zn n nQZ] n? 2 2n
j=1 Jj=1
Also
n—1 n+1
m —Sf(Zn)<Sf<Sf<Sf(Zn): om
S—— S~——
ooy ooy
1 1 1
— < <S < — = :S = —
T 5 SSfSRrs G Sf F=3

= f ist iiber [a, b] integrierbar, und

1
d = -
T axr 2

O\H
g
&
SN~—
QU
&
Il
O\H

1 firzeQnlo,1]
f@) = .
0 firzel0,1]\Q
f ist beschrinkt.
Sei Z = {x1,...,x,} beliebige Zerlegung von [0, 1].
=Vje {1, c. ,n} mj; = inff([acj_l,xj]) =0
=Vje{l,....,n} M;=supf(zj_1,z;]) =1

= 57(2)=>_myl|I;| =0
j=1

= 8p(2) =Y M| =) || =1-0=1
j=1 =1
= Sf =0, Sf =1

= f ist nicht iiber [0, 1] integrierbar.

Satz 10.7.
(1) Sind f,g € RJa,b] und gilt Vz € [a,b] f(z) < g(x), so gilt:

b b

/f(m) dx < /g(m) dx

a a

(2) Sind f,g € R[a,b] und «, 8 € R, so ist auch
af + Bg € Rla,b]

und

b

/(af+6g)($) dm:a/bf(x) d:c+,8/b9(l‘) dx

a

(d.h. RJa,b] ist ein R-Vektorraum, und das Integral ist ein R-Vektorraum-Homomorphismus von
RJa,b] nach R.)
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Beweis:
(1) Sei Z = {xo,..

.y} Zerlegung von [a, b], I;, m;, M; wie immer und /m; := inf g(I;), M; := sup g(I;).
Wegen

m;

M

J

(da f,g € R[a,b])

(2) i) f € Rla,b] = —f € Rla,b] (selbst) und

= /b(—f)(x) dz = —/bf(@ dx

ii) « € R, f € Rla,b] = af € Rla,b] und

b b

Jen@dr=a [ f) da

iii) f,g € Rla,b] = f+ g€ Rla,b] und

b b

[+ 9)ta) do = / f@) do+ [ g(o)da

a a

Seien dann Z1, Z, beliebige Zerlegungen von [a,b], Z := Z; U Z5 (gemeinsame Verfeinerung)
Dann

si+9(4) = Zinf(f g1, x5] 1] = s7(Z) + 54(2) > s5(Z1) + 54(%2)

j=1 >inf f([zj—1,2;])
+inf g([z;—1,2;])

Andererseits s¢44(2) < 5544
Sft+g 2 $§(Z1) + 54(Z2)

(fiir beliebige Zerlegungen 7, Z5 von [a, b]).
= Sfrg 2 87+ 59(22)

b

b
:sjurgzsf—&—sg:/f(m) dm+/g(m) dx

a
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10. Das RIEMANN-Integral

(da f,g € R[a,b]) Genauso

b b
Spia < [ 1) dot [ g(a) do

Da spig < Syqg, folgt

b b
Spo = Spes = [ f@) dot [ (o) da

10.1. Integrabilitatskriterium

Satz 10.8 (RIEMANNsches Integrabilitdtskriterium).

f€Rab] & Ve>03ZecZ Sy2Z)-s¢(Z)<e

Beweis:

,=“: Sei

b
S::/fdz (ZSfZSf)

Sei € > 0. Es existieren Zerlegungen Z;, Z5 von [a,b] mit
Sf(Zl)>Sf—%=S—%

Sf(Z2)<Sf+%=S+%
Z = Z1 U Zy, dann:

si(4) 2 51(Z1) > 5 =3
Si(2) <55(Z3) < S+ 35
= Si(Z)-s;(Z)<e¢
»<=“: Sei ¢ > 0. Nach Voraussetzung existiert Zerlegung Z von [a, b] mit
§1(2) - 54(2) <<

= S5;<S;2)<sp(Z)+e<sp+e<Si+e
Dies gilt fiir alle ¢ > 0. Fiir € — 0 folgt:

= Sy=s; = f€Rla,b
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10.1. Integrabilitdtskriterium

Definition 10.9. Sei Z = {zq,...,2,} eine Zerlegung, m;, M;, I wie oben.
(1) |Z| := max{|[],..., |I,|} heiBt Feinheit von Z
(2) Ist £ ={&, ..., & mit & €I (j=1,...,n), so heifit £ ein zu Z passender Zwischenvektor und

of(Z,§) = Zf(é“j)l—’ﬂ

eine RIEMANNsche-Summe.

To & x1 & X2 Tn—16n En

Abbildung 10.2.: RIEMANNsche Summe

Satz 10.10. (Z,) sei eine Folge in Z mit |Z,| — 0 und fiir jedes n € N sei £&(™) ein zu Z,, passender
Zwischenvektor.

Dann gilt:
(1) sp(Zy) = sy, Sf(Z,) = Sy fiir n — o0
(2) Ist f € Rla,b], so gilt

of (Zn,g(”)> — /bf dx fir n — oo

Satz 10.11. Ist f : [a,b] — R monoton, so gilt f € R|a, b.
b—a

Beweis: Sei n € N und Z = {zo,...,2,} die dquidistante Zerlegung von [a,b], also z; = a +j - =2
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10. Das RIEMANN-Integral

(j=0,...,n). Wir fithren den Beweis nur fiir monoton wachsendes f.
Dann ist
b—a

m; = 1nff(I]) = f(l‘j_l) ) Mj = Supf(lj) = f(xj) ’ |IJ| = n

= 84(2) ~ 50(2) = 3 flag) Y Flap) = ()~ flao) =i

j=1 j=1
Sei e > 0. Wahle ng € N, Vn > ng «a, <.

= Vn>ng Sp(Z)—s(f)<e
Nach 10.8 folgt: f € R[a, ] O

Satz 10.12. Ist f € C[a,b], so ist f € R[a,b] (stetige Funktionen sind integrierbar).

Beweis: Sei f € C[a,b]. Dann ist f beschrénkt. Sei ¢ > 0.

Da f nach 7.30 auf dem kompakten Intervall [a,b] gleichmdflig stetig ist, existiert ein 6 > 0
mit

|f(t) = f(s)] < ﬁ fiir alle ¢, s € [a,b] mit |t —s| <&

Sei Z = {xg,...,x,} eine Zerlegung von [a, b] mit:
|I;|]<é furj=1,...,n

Es gilt:
mj = inf f(I;) = f(§;),  Mj=sup f(I;) = f(n;)

mit Punkten &;,n; € I;.

€
b—a

= M; —mj; = f(n;) — f(&) =1f(n;) — (&) <

da &,m; € I; und |I;] < 6, also |n; — &;] < 4.

n € n
Z)—sp(2) =S (M; —my) || < —— S |1, =
= 51(Z) = s5(Z) ;( J m])|j|<b—a;|]| €

£
<t—a

Nach 10.8 gilt: f € RJa,b]. |

10.2. Hauptsatze der Differential- und
Integralrechnung

Definition 10.13. I C R sei ein Intervall; G,g : I — R.
G heifit Stammfunktion von g auf I, wenn G differenzierbar ist auf I und G’ = g auf I.

Beachte: Sind G, H Stammfunktionen von g auf I, so existiert ein ¢ € R mit

Veel G(z)=H(z)+c (nach 9.22)
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10.2. Hauptsétze der Differential- und Integralrechnung

Satz 10.14 (1. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f € Rla,b] und f besitze auf
[a, b] eine Stammfunktion F : [a,b] — R.

Dann gilt:

Beweis: Sei Z = {xg,...,x,} Zerlegung von [a, b].
= F(J?j)*F(IEj_l) = F/(fj)‘(l'jfl'j_l) mit einem 6]‘ € ($j_1,IIZ’j)
MWS ~— —
=f(&)
wobei gilt
>my
£(6) { o

= myll;| < F(xj) = F(rj—1) < M|l

n

> (F(z) = F(z;1)) < Sp(2)

Jj=1

IN

= s¢(Z)

(F(w'rz)_F($7L—1))
+F(zn—1)—F(zn—2)+

= s; < F(b)—F(a) < Sy =s; (wegen f € R[a,b])

b
= F(b)—F(a)sz:sf:/f(w)dx

a

Warnungen:

(1) Es gibt Funktionen, die Stammfunktionen besitzen, aber nicht integrierbar sind.
Beispiel 10.15.

F() z3 sin(1)  fiir z € (0,1]
) =
0 firx=0

= F ist differenzierbar auf [0, 1]

= f:= F’ auf [0, 1] unbeschréinkt.

= f ist (da unbeschrinkt) nicht integrierbar.
Aber f hat eine Stammfunktion, ndmlich F'.

(2) Es gibt Funktionen, die integrierbar sind, aber keine Stammfunktion besitzen.
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10. Das RIEMANN-Integral

inm|

Abbildung 10.3.: Graph von f(x) aus Beispiel 10.16

Beispiel 10.16.

_J0 firze[-1,0)
f@) = {1 fiir z € [0, 1]

(vgl. Abbildung 10.3)

f ist monoton = f € RJa,b)].

Annahme: Es existiert eine Stammfunktion F zu f auf [-1,1].
= F'=0auf [-1,0) = F =c¢; auf [-1,0) bzw.
F'=1auf [0,1] = Vzel0,1] F(z)=z+c

F differenzierbar = F stetig (in 0) = ¢; = ca.

F differenzierbar in 0

F(z)-F F(zx) - F
L F@FO) L F@) - F(O)
z—0— z—0 z—0+ z—0

= F(0)= 0 =1

=0 4

Beispiel 10.17.
(1) Seien 0 < a < b,a € R, v # 1.
f(@) = z®

f monoton auf [a,b] = f € R[a,]

Setze F(x) := %; dann ist F' differenzierbar und F’ = f. Nach 10.14 folgt:
b
ba+1 aa+1
= /xo‘ dr = -
a+1l a+1

a

(2) Seien 0 < a <b, f(z) =1
f monoton auf [a,b] = f € R[a,]

F(z) :=logz; F differenzierbar auf [a,b] und F’ = f. Nach 10.14 folgt:

b
1
= /f dx =logb —loga = log (g)
x
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10.2. Hauptsétze der Differential- und Integralrechnung

5, f(x) =cosz
= f € Ra,b

f ist monoton auf [a, b]
F(z) := sinz; F differenzierbar auf [a,b], F' = f. Nach 10.14 folgt:

b
= /cos(a:) dz = sin (3) —sin(0) = 1
Beispiel 10.18 (Anwendung von 10.10). a, := - - > /j fiir alle n € N.
n2 j=1
Wir wollen zeigen, dass (a,,) konvergiert und den Limes lim a,, berechnen.
n—oo

n -
:Z\/%-%,neN.
Jj=1

Es gilt a,,
Setze f(x):= /z fiir alle x € [0,1] und Z, := {xo,..., 2y} mit z; = % firj=0,...,n

1 _

=Tj—Tj-1

Esist f(x;) = \/% und |Z,| =
ceeyTy)

Also
Ay = Sf(Zn) =0y (anf(n)> fiir f(n) _ (1’1,

Nach 10.12 gilt f € R[0,1]
Nach 10.10 gilt a,, — [, f(x) dz

Nach 10.14 gilt
2 3}1 2
— .2 [

0 3

jﬁdz_{g

Also a,, — %

Satz 10.19. Sei ¢ € [a,b]. Dann gilt
f € Rla,b] & f}[a q€ Rla, c] und f|[c n € Rlc,b] (kurz: f € R[a,c] und f € R[c,b])

In diesem Fall:

/bfdx:/cfdx—i—/bfdx

Beweis:

,="“: selbst.
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,<=“ Seie >0

Da f € RJa,c|, existiert Zerlegung Z; von [a, ¢] mit
s¢(Zy) >sf—8:/fdm—5
Analog: existiert Zy Zerlegung von [c, b] mit
b
s§(Zs) > /fdxfs
Setze Z := Zy U Zy. Z ist Zerlegung von [a,b], und

c b
sp(Z) = si(Z1) + s;(Z2) > /f dx + /f dx —2¢

=5
= S—2e<s4(7) < sy
Fiir e = 0+ ergibt sich:
S <sy
Analog: S > Sy. Wegen sy < Sy folgt somit:
Sg=5p=085

([l
Beispiel 10.20. Sei (f,) Funktionenfolge, f, : [0,1] — R, definiert wie in Abbildung 10.4 dargestellt.

Y

SAINE
—
)

3 -

Abbildung 10.4.: Funktionenfolge f, (Beispiel 10.20)

Aus 10.19 folgt:
1

Wn f, € R0, 1], /fn o =1

0
Ferner: (f,,) konvergiert punktweise gegen 0. (Beweis selbst)

Also:
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10.2. Hauptsétze der Differential- und Integralrechnung

aber
1

/ lim_f, (@) dz =0

0

D.h.: Der Limes darf i.a. nicht mit dem Integral vertauscht werden!

Beachte: f, konvergiert nicht gleichméBig gegen 0.

Satz 10.21. Sei (f,) eine Funktionenfolge auf [a,b] mit f,, € R[a, b] fiir alle n € N.

I konvergiere auf [a, b] gleichmdf$ig gegen / : [a,b] = R.
> fn s
Dann gilt:
‘ / € Rla, b
s
und
lim fbfn dx:fbfda::fb lim f, dx
n—oo v @ & @ n—oo
S b b b=
> fafndm:fasdm:fa ST fodx
n=0 n=0
Beispiel 10.22 (Anwendung auf Potenzreihen). Sei f(z) = Y. an(z — x0)"™ eine Potenzreihe mit
n=0

Konvergenzradius r > 0.
Sei [a,b] C (zg —r, o + 7).
Nach 8.10 folgt, dass die Potenzreihe auf [a, b] gleichmiflig gegen f konvergiert.

= f € Rla,b] und
b

/ dm—Zan/:U—xo dx—z

n=0

b _ n+1 _ n+1
- Z ) (104)
n

n+1

[

a

Setze

_ n+1
Z 0, T T (10-ii)
n=0 n+l

Nach 9.28 folgt, dass die Potenzreihe in (10-ii) denselben Konvergenzradius hat wie die gliedweise diffe-
renzierte Potenzreihe

Z an(x —x0)",

n=0
also r, und es gilt F'(z) = f(x) Vz € (xo — 1,20 + 7).
Fazit: (aus 9.28 und 10.22)

Potenzreihe diirfen auf Ihrem (offenen) Konvergenzintervall (xzg — 7,z + r) gliedweise diffe-
renziert und integriert werden (wobel gliedweise Integration im Sinne von (10-i) zu verstehen
ist).
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&)
Beispiel 10.23. Bestimme > n-z", z € (—1,1).

n=0

Setze

f(z) = Z na"
n=0

(Konvergenzradius ist 1)

Ferner:

=(ant+1)/
_ xooxn _ T )_1—J:—a:~(—1)_ 1
( T;) ) (1—;10 (1-2) (1—2)?
1 1
BEEA R s i pe (12)2
Erinnerung:

Sei) #D CR, L>0und h:D — R LIPSCHITZ-stetig, d.h.
}h(t) —h(s)| <L-|t—s| firalles,teD
Dann ist h stetig auf D.

Satz 10.24. Seien f, g € R[a,b].

(1) Sei D := f([a,b]) (beschrénkt, da f beschréinkt) und h : D — R LIPSCHITZ-stetig.
Dann gilt ho f € RJa,b].

(2) |f| € Rla,b] und

b b
/ f(z) dz| < / | f(x)| dz (Dreiecksungleichung fiir Integrale)
a a

(3) f-g € Rla,b]
(4) Es existiere ein § > 0 mit Va € [a,b] |g(z)| >0

Dann gilt % € Rla,b]

Beweis:

(1) hier weggelassen.

132
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(2) Setze h(t) := [t].
Dann: h L1PSCHITZ-stetig auf R (mit L = 1)

(:1>) hof:|f|€R[aab]

Ferner
fF<Ifl, =f<IfA
b b
/f@ﬁmgfwmnm
1?7 ’ b ’ b
[ei@ars [1rw)] a

= /bf(x) dz S/b‘f(:c)|dx

(3) Sei v € R[a,b] = 1 beschriinkt.
= D :=1([a,b]) beschréinkt
= Ja>0vVteD [|t|<a
Setze h(t) = t2.

= Vt,s€ D |n(t)—h(s)| = |t —s|-|t+s] < 2alt —s|
——

<2«

= h LIPSCHITZ-stetig.

(?) ho =% € Rla, b

Aus f, g € R[a,b] folgt mit 10.7
f+9.f—g€ Rla,b]

= (f+9)?*(f - 9)? € Rla,0]
= [ +97 ~(f 9 € Rlab

=fg

(4) nur angedeutet:
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Satz 10.25 (2. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
Es sei f € Rla,b] und F : [a,b] — R definiert durch

Fz) = / () dt

(nach 10.19 existiert das rechtsstehende Integral)
Dann gilt:

(1) Va,y € [a,b] F(y) — F(z) = [, f(t) dt
(2) F ist stetig

(3) Ist f stetig, so ist F' eine Stammfunktion von f auf [a, b], also

Va € [a,b] F'(x) = f(z)

Als Vorbemerkung noch ,triviale* Definitionen:

Fiir f € R[a,b] setze

/af(f) dx 1=—/bf(x) dxr und Ve € [a,b] /Cf(ac) dx =0
b a e

Beweis:

(1) Die Behauptung folgt aus 10.19

(2) Setze  :=sup {|f(t)| : t € [a,b]}. Seien z,y € [a, b].
1. Fall: z <y

Pw - F@)| = |[s0 @] < [lrola <y -0 =yl

D.h. F ist LipscHITZ-stetig und damit stetig auf [a, b].

2. Fall: z >y

|F(y)—F(w)|=|F(x)—F(y)!Fﬁlwlx—yI:v-\y—xI

D.h. F' ist L1PSCHITZ-stetig und damit stetig auf [a, ].
(3) Sei xg € [a,b)

F(IoJrh})L*F(zo) = f(

Wir zeigen: lim xo)

h—0+
Sei h >0 mit zg+h <b
Setze w — f(xo)| =: L(h)

Bleibt zu zeigen: L(h) — 0 fiir h — 0+
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10.2. Hauptsétze der Differential- und Integralrechnung

Es ist
Floo+h)— Flzo) 1 [ p
xo + —txo) 1 _ 1
) =5 [ @ wnd g =g [ e de
also:
zo+h zo+h

o) =5 [ 0= st = | [ 1= ae

Zo

xo+h
1

i [ 1O )] d

Zo

IN

f ist stetig in xp. Ist € > 0, so gibt es ein § > 0 mit
|f(t) = f(zo)| < e fiir alle t € Us(xo) N [a, b]
Fiir 0 < h < 6 gilt: [wo, zo + h] C Us(zo) N [a, b], also

1 xo+h
L) < 5 / e dt =

Zo

rE=£&

S| =

O

Korollar 10.26. Sei I C R beliebiges Intervall und f € C(I). Es sei zp € I fest und F' : I — R definiert
durch

Fz) = / (1) dt

Dann ist F € CY(I) und F’ = f auf I.

Beweis: Sei x € [a,b] C I. Es reicht zu zeigen, dass F’ = f auf [a, b].

Setze
G(z) = /f(t) dt, x € la,b]

Nach 10.25 (3) ist G’ = f auf [a, b]
Nach 10.19 gilt:

7f(t) dt+jf(t) dt:jf(t) dt, z € [a,b]
a S J

=G (z0) =F(z) =G(z)

Also F(x) = G(z) — G(x0) , x € [a,D]

= F'=G = f auf [a,b] O
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Definition 10.27 (Schreibweise). I C R beliebiges Intervall und f : I — R eine Funktion.

Besitzt f auf I eine Stammfunktion, so schreibt man fiir eine (und jede) solche Stammfunktion auch
/ f(z) dx (unbestimmtes Integral)
Vorsicht: Besitzen f, g Stammfunktionen, so ist die Schreibweise

/f(m) dzx = /g(m) dx

nicht als Gleichung zwischen Funktionen zu verstehen, da das unbestimmte Integral eine ganze Klasse
von Funktionen bezeichnet.

Beispiel 10.28. (¢ € R)
/ez dr=¢€"+c
/sinx dr = —cosx + ¢

/cosa: dr =sinz +c¢

J,‘"+1
/x" dr = +c
n+1

10.3. Partielle Integration

Satz 10.29. Sei I C R ein Intervall und seien f,g € C1(I)
(1) [fgde=fg— [fg dx aufI

[ nach 10.26 besitzen f’-g und f - ¢’ Stammfunktionen auf I |
(2) Ist I = [a,b], so ist

/b g dz = [f(@)g(2)]) — /b fg du

[ nach 10.12 gilt f'g, f¢' € R[a,b] |

Beweis: Nach der Produktregel gilt: (fg)' = f'g + f¢'
(1) f'g+ fg¢' hat auf I die Stammfunktion fg = Behauptung

(2)

b b b
[rados [1gde= [(#9+ 1) de = [f@g@)] = Behauptug
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Beispiel 10.30. (c € R)
(1)

/sin2 (x) de = /sin(:c) sin(x) dr = — cos(z) sin(z) — /(— cos(z)) cos(z) dx (10-iii)
= —cos(z) sin(z) + /cos(x) - cos(x) dx
= —cos(z) sin(z) + sin(z) cos(x) — /sin(m)(— sin(z)) da = /sing(x) dz

= hat nichts gebracht.

Mache bei (10-iii) anders weiter:

— cos(z) sin(x) +/ cos?(x) dx = x — cos(x)sin(z) — /Sinz(z) dx

1—sin?(z)

=2 / sin?(x) de = x — cos(x) sin(z) + ¢

1
= /sinQ(;v) dex = g(x — sin(z) cos(z)) + ¢
(2)
/lo (x)d:v*/ 1 -log(z) de ==zlo (x)f/x ld:L’*aclo r—zx+c
g = , 108 = g - = g
=@ =g(x)
(3)
2 2
x e’ d:r:x—e””—/x—eg”dx
(@) g(z)

~» wird komplizierter.

X &
~
g(z) f'(x)

T odr = x-ex—/l-erdx =zxz-e"—€e"+ec

Definition 10.31. Seien «, 8 € R, a # 5.

)8l fuira< p
(o B) -{[B,a] fir o > 8

10.4. Integration durch Substitution

Satz 10.32 (Substitutionsregel). Seien I,.J C R Intervalle, f € C(I) und g € C*(J)
(1) [ f(g(t) - ¢'(t) dt = [ f(2) da|,_,,,, auf J
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(2) Ist ¢'(t) # 0 fur alle ¢t € J, so

[t@yde= [ 1(60) o0 dl,_, 1,

(3) Sei I = (a,b) und J = (o, B) mit g(a) = a und g(B) = b

Beweis: Nach 10.26 hat f auf I eine Stammfunktion F.
Setze h(t) := f(g(t)) - ¢'(t) und G(t) := F(g(t)). Dann ist G differenzierbar auf J und
G'(t)=F'(9(t)) - g'(t) =h(t), teJ (10-iv)
(1)
(10-iv)
/h(t) dt " ="G(t)=F(g(t)) :F(x)‘ng(t) :/f(x) dx]ng(t)

(2)

J 10y 1y = 6o @) = Flalg™ @) = Fo) = [ f0) ds
(3)

B _ b

[ 1@y dt " 6(8) - Gla) = F(9(9) - Flgle) = FO) ~ Fla) = [ f(a) de

|

1;/Ierkregel: Sei y = y(z) eine differenzierbare Funktion von z. Dann schreibt man fiir ¢ auch
.

Zu 10.32: Substituiere x = g(t), fasse also x als Funktion von ¢ auf.

dx ,
ISt t
= =9

L= dr = g'(t) dt

Beispiel 10.33.
(1)

22
T4+1
/e 2+ e
eﬂC
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10.4. Integration durch Substitution

g so wahlen, dass f o g eine ,einfache” Form bekommt.

(z =) g(t) = logt, <Z>d@1,aLb2>a&ﬂ¥

2

2 e
62$ _"_1 e210gt+1 1
= / e dr = / e2 logt ’ ? dt

1 e
2 62 2
241 1 1 117°
= dt = 42 dt= |logt — —
/ = /<t+t3) {Og 2t2L
e e

t45 1 [ 4() . )
Ty == dt mit g(t) = 2 + 10t + 4
/t2+10t+4 2/ mit g(t) = £° + 10t +

Ne)

—~
~

N

Fg(t)g’(t)
fiir f(z) = 1. Nach 10.32 gilt:

/ t+5 /f
t2+10t+4

1
=5 log(t* + 10t + 4)

1 /1
—_[-4
T:g(t) 2 / x o

w=g(t)

x
/ﬁ dx auf (O, 1)
—_———
=:f(z)
Substituiere x = g(t) = sint (¢t € (0,%)).

éﬁ:ﬂme, ﬁfﬁ:ﬁj§6:ﬁ@@4mm

L n(?) )| t
= — cos(t) - cos(t o = — cos( )|t:g_1(w) +c
= —cos(arcsin(z)) 4+ ¢ = —\/1 — sin? (arcsin(z)) +c=—V1 -2+ ¢
(4)
1
/\/1 — 22 dx
0
(vgl. auch Abb. 10.5).
Substituiere x = sin(t), , dr = cos(t) dt“, v =0 = t=0, v =1 = t = 7.
1
:>/\/1—m2dar=/ 1 — sin?(t) - cos(t / 2(t)
|
0 0 —cos(t) 0 —1—sin2
3 ) z
g / — {2 (t —sin(¢) cos(t))}0 = g — g = Z
0
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10. Das RIEMANN-Integral

Abbildung 10.5.: Funktion zu 10.33 (4)

Satz 10.34.
(1) Sei f: [a,b] — R beschrankt, f habe hochstens endlich viele Unstetigkeitsstellen in [a, b].
Dann gilt f € RJa, b].

(2) Sei f € Rla,b] und g : [a,b] — R beschrinkt. Es gelte f(z) # g(x) fiir hochstens endlich viele
x € [a,b)].

Dann gilt g € R|a,b] und

b b
/f(x) dxz/g(x) dx

a

(3) Ist f(z) = g(x) fiir alle x € (a,b) und f € Ra,b], so ist g € R[a, b, und

Beweis:

zu (1): Es existiert v > 0 mit
voelod |f()] <

a) f sei unstetig in genau einem & € [a, b] (vgl. Abb. 10.6)

c d
[
[T
a f b

Abbildung 10.6.: Skizze zum Beweis von 10.34

e Sei { € (a,b), und sei ¢ > 0. Wihle c € (a,§), d € (£,b) mit 2v(d —¢) < 5.
f stetig auf [a, c] und auf [d,b] = f € Rla,c|, f € R[d,b]. = Es existieren Zerlegungen

Zy von [a, |, Zy von [d,b] mit

Sp(Z1) —sp(Z1) < 5, Sp(Z2) —sp(Z2) <

Wl M
W ™
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10.4. Integration durch Substitution

7 = 74 U Zy Zerlegung von [a, b], und
S1(2) = 55(Z) = Sp(Z2) = (20 + (sup f (e, d]) = inf f (e, ]} ) - (d = )

+ Sp(Z2) — 54(Z2)
< Sf(Z1) —Sf(Z1)+2’7(d—C)+Sf(Zg) —Sf(Zz) <e€
—_—  — T —

£ £
3 3

@l

= f € Ra,b)

e ¢ = qa oder £ = b: analog
b) f habe endlich viele Unstetigkeitspunkte &1, ...,§, € [a,b].
Wihle 71, ...,mp—1 € [a,b] mit
M =a<&§ < <§E<np<- <1 <ESni=b

Fiir jedes Intervall [n;_1,n;] gilt: f hat in [n;_1,7n] genau einen Unstetigkeitspunkt, nédmlich
&j-

:)> f€Rnj_1,n;] firalle j=1,...,p
a
= f € R[a, D]

10.19

zu (2): Setze h := f — g. M sei die Menge der Punkte, in denen f # g gilt. (hochstens endlich viele)
= h =0 auf [a,b] \ M
= h stetig auf [a,b] \ M, da M endlich.
= h € Rla,b]
(1)

= g=f—he Rlab

Noch zu zeigen:

/bh(m)dm:O é/bgdx:/bfdx

Nach 10.24 geniigt es wegen

b b
/hdm S/\h|dx

Zu zeigen:

|h(&)] > 0 fiir £ € M

|h| = 0 auf [a,b] \ M
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10. Das RIEMANN-Integral

== Z) =0 fiir jede Zerl A b
T 510 (Z) iir jede Zerlegung Z von [a, b]

b
S‘h|=0 - /|h|dac:0
|h|€R]a,b]

zu (3): Spezialfall von 2.

]
Beispiel 10.35. Die CANTOR-Menge C := { > 5kt €{0,2} fiir alle k}
k=1

Im Beweis zu Satz 5.6 haben wir gesehen, dass die Menge M := { > 5t oax €10, 1}} iiberabzéhlbar
k=1
ist.

Also ist auch C iiberabzihlbar.

Eine andere Konstruktion von C:

Iy ¢ i
° 0 1
nLo—— ) Man erhélt 1,41 indem man aus jedem Intervall
¢ 3 3 ' von I,, das mittlere Drittel , herausschneidet*.
I 1\ 2\ 3\ 6\ 74 8» |
05 5 9 g 5 o !

Dann ist C' = [ I
keN

ist beschrankt

1 fall
Die Funktion f:[0,1] — R, f(x) { alls z € C

0 fallsx g C

1 fall I
ebenso wie fi : [0,1] = R, fr(x) = { Al e e
0 sonst
Nach 10.34 ist fi € R|0,1]
Da f < f ist, gilt auch S;(Z) < Sy, (Z) fiir eine Zerlegung Z.

51(2) < 87.(2) = O/fk(‘”) = §1_in B @k

Linge mal Anzahl

der Intervalle in Ig

= Sf(Z) <0

Da f > 0 folgt sy > 0, also S§ = s¢

Damit ist f € R[a,b] und fol f(z)dx =0
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10.5. Mittelwertsatz der Integralrechnung

10.5. Mittelwertsatz der Integralrechnung

Satz 10.36 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). f,g € R[a,b], g > 0 auf [a, b]
Sei m := inf f([a,b]), M := sup f([a, b]). Dann existiert ein y € [m, M] mit

b b
/fgdx:/t/gdx

Zusatz: Ist f € Cla, b], so existiert £ € [a,b] mit p = f(&)

Spezialfall: g = 1

b

[t@de=p-¢-a)

a

a b
Beweis: m < f(z) < M fiir alle = € [a, b]
= m-g<f-g<M-gaufa,b]
920
b b b
= m/gdxg/fgda:SM/gdx
a a a

=:A =:B
Alsoo mA< B< MA

1. Fall: A=0 ~» wihle y € [m, M] beliebig

2. Fall: A0 da A>0folgt A >0, alsom < % <M
=~

=

Satz 10.37. (f,)nen sei Funktionenfolge mit
(i) (fn(a)) konvergiert
(i) (f),) konvergiere auf [a, b] gleichm&Big gegen g : [a,b] — R
Dann konvergiert (f,,) auf [a, b] gleichméflig und fir f(z) := nh%rrgo fu(x), x € [a,b] gilt:
fecCa,b] und f' =g
Also:

(1im fu(@)) = 7'(x) = g(x) = lim fi(x)

n— oo
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10. Das RIEMANN-Integral

[ Vertauschen von Limes und Ableitung unter der Vorraussetzung gleichméfiger Konvergenz der Ablei-
tungen |

Beweis: Nach 8.10 ist g € C|a, b s G(z) := [[g(t)dt, x € [a,b] definiert eine Stammfunktion
von g auf [a,b] und G € C'a, b]

Fiir jedes x € [a, b] gilt:

10.21

(@) = fula) =, / fh(t) dt === / g(t) dt = G(z)

also

fulz) 2= G(2) + lim fo(a) fiir jedes z € [a, b]
n— o0
=:c
also

f(z) = lim fu(x) =G(z)+c firjedes z € [a,b]

n—oo

CYa,b =@ = fla,b
G?lee la,0] , f g auf [a,b]

Bleibt zu zeigen: (f,,) konvergiert auf [a,b] gleichmiBig gegen f.
Fiir jedes x € [a, b] gilt:

|fn(@) = f(a)] = | fn(@) = fnla) +fn(a) — (a)*/g(t) dt|
—_— —~~
=JZ 1) dt = ¢
—
—f(z

x

= | [ (2~ 9@) dt + fufa)
< /\fw) —g(t)] dt + | fula) — ]

b
< fio-sotas g
a —

(| = g|) konvergiert auf [a,b) gleichméBig gegen 0.
b

= an—>/dt:0fﬁrn—>oo
10.21
a

Auflerdem: 3, — 0 fiir n — 0o nach Definition von ¢

= v, = 0fiirn— oo

Somit
|fa(z) = f(z)] <7y fiir alle z € [a,b],n € Nund 7, — 00
= (fn) konvergiert auf [a, b] gleichméBig gegen f O
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10.5. Mittelwertsatz der Integralrechnung

Beispiel 10.38. f, :[0,1] = R fir n >4

-1 sonst

fnlz) = {Cos(nx) falls € [0, Z]

Dann

£ (2) = {n -sin(nz) falls z € [0, Z]
0 sonst
Es gilt f/(x) — 0 fiir alle z € [0, 1]
Also: (f}) konvergiert punktweise aber f in 0 nicht differenzierbar.

D.h.: In 10.37 ist die Vorraussetzung der gleichméBig Konvergenz von (f) wesentlich!

Nachtrag:
Beweis: zu Satz 9.28 (2)
Wihle kompaktes Intervall [a, b] C I beliebig.

Setze

n

sp(x) == Zak(x —x0)®  (fiir z € [a,D])

k=0

Dann
Vo € [a,b)Vn e N s (x) = Zkak(x — xg)F 1 228, Z kayp(z — z0)* 1 =: g(x)
k=1 k=1

Ferner (s,(a)) offenbar konvergent, da a € I.

Nach 8.10 gilt s/, = g gleichméBig auf [a, b].

. . !
e f differenzierbar auf [a,b], f'=g¢g

Da [a,b] C I beliebig, ist f differenzierbar auf I, und f’ = g auf I.
= Behauptung. O
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11. Partialbruchzerlegung

Erinnerung:
2€C, z=ax+1wy z,yeR

Beachte: i* = —1

Zi=x—1y wHz=w+ZzZ, W-z2=wW-Z2

11.1. Fundamentalsatz der Algebra

Satz 11.1 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei p(z) = ay +a12+ -+ anz™ (n €N, a, #0) ein
Polynom mit komplexen Koeffizienten (ag,...,a, € C), so existiert ein m < n und 21, ..., 2, € C und
Vi,...,Vm € Nmit z; # 2, fir j # k und v4 + -+ + 4, = n und

p(z) = an(z —21)" - (2 — 2™ (11-1)

[ Jedes Polynom vom Grad n hat (mit Vielfachheiten) genau n Nullstellen |
v; ist Vielfachheit der Nullstelle z;.

Beispiel 11.2.

(1) p(z) =22+ 1= (2 —i)(z+1)

(2) p(z) =iz —(1+i)22 + 24 =22(i — 2 —iz + 2%) = 22(z = 1) (2 — i)
alsoon=4, m=3, 21=0, 290=1, z3=4, 11 =2, 1ro=1, r3=1

Satz 11.3. Sei p wie in 11.1 aber aq,...,a, € R. Ist zy eine Nullstelle von p mit der Vielfacheit v, so
ist auch Zg eine Nullstelle von p mit der Vielfachheit v.

Beweis:

0=0=gq(20) =ao+aizo+- -+ anzy
=Gy +ar-zZ+- -+ %"
=ap+a1zo+ -+ anz,"
= q(a@3)

O

Sei p wie in 11.3 und zp = xo + Yo , Zo0,% € R eine Nullstelle von p mit yo # 0 (d.h.
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11. Partialbruchzerlegung

Dann gilt:

22— 2(20+%0) + 20 %o

(2 —20)(z = %0)
= 2% — 2woz + 28 + Y2

=22+ 2bz+c
mit b:= —xzo und ¢ := 23 + yg wobei c —b* =2 + v} — 2 =9y >0
Also hat das Polynom 2 + 2bz + ¢ in R keine Nullstelle.

Es ist (z — 20)"(2 — Z0)" = (22 + 2bz + ¢)¥

Vereinbarung

Im folgenden seien alle vorkommenden Polynome (p, g, h) reelle Polynome mit reellen Koeffizienten.
Dabei sei stets:

q(x) :==ag+ -+ apz" , an #0

Satz 11.4. Sei ¢ wie oben. z1, ...,z seien die verschiedenen Nullstellen von ¢ in R (M = 0, falls ¢
keine reellen Nullstellen hat). Dann hat ¢ eine Darstellung der Form

M L
q(z) = a, H(x — i I H (3:2 + 20z + cj)“j ,
=1 j=1
wobei v, u; € N, bj,c; €R, cjfb?>0und v+t vy +2u1 + 2up =n.
0
Dabei gelte H(x — ;) =1
j=1

Satz 11.5 (Division mit Rest).

Seien P, q Polynome mit Grad P > Grad g. Dann existieren Polynome p, h mit:

P
= h/*_ E
q q

und Grad p < Grad q

Beispiel 11.6. Sei P(z) := 223 — 22 — 10z + 19 und ¢(z) := 22 + z — 6. Division mit Rest:

p(x)
—
P(xr) 223 —2%—-10x+19 5z + 1
= =2r—3+—F——
q(z) 2+2—6 ~—— 224+2-6
h(x)

Definition 11.7.

L:={p:R—R:3a,be R mit p(z) = ax + b}
={p:R — R : p Polynom, Grad p < 1}
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11.1. Fundamentalsatz der Algebra

Satz 11.8 (Partialbruchzerlegung). Es seien p, ¢ Polynome, Grad p < Grad ¢, und ¢ habe die Darstellung
wie in 11.4. Dann:

T a a aly
IQ — u + ;22 4L oo AL 1—7111
q(x) T — T (x — 1) (x — )

a as
+ 2 + + _ 2va
T — T (x — mg)¥2
a an .
+ aint + -+ _ “Muym
T —TMm (x — xpp)v™
n fi1 n n fim

22 4+ 2b1z + 1 (22 + 2b1z + c1 )1

+ 5 le + + - fL,p,L
x? +2brx + e (22 +2bpx + cp ke

wobei aji € R, fjk eL.

Beispiel 11.9.

1

x4+ 2 a b c ax +
=+ =+ +
2(x—-1)(22+1) 2z 22 z-1 22+1

= z+2=ar(x—1)(2®+ 1) +b(x — 1)(2® + 1) + ca®(2® + 1) + (ax + B)2*(z — 1)

Indem man zunéchst fiir x ,geschickt“ gewéhlte Werte annimt, lassen sich einige Unbekannte direkt
ablesen:

r=0 = b=-2

3
r=1 = 3=2c & c:§

Die verbliebenen Unbekannten lassen sich durch Koeffizientenvergleich ermitteln:

3
4, _ 92
xr a+a= 5
3
z°: —a+fB—a= 2 3 1
b = a=-3, a==, ==
22 a—f= _z 2 2
' 2
x —a = 3
also:
T+ 2 302 3 Sx+1

22(x — 1) (22 +1) _E_x2+ac—1 x2+1
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12. Integration rationaler Funktionen

Wegen obigem Abschnitt kann die Integration rationaler Funktionen

P(z)
q(z)

(P, q reelle Polynome mit reellen Koeffizienten)

auf folgende Ausdriicke zuriickgefiihrt werden:

1 Ax+ B
k
/ac dx , /(x—a)kﬂ da:und/(‘%2_‘_%%_’_6)]“rl dx,

wobei

keN, a,b,c,A,BeRund ¢c—b*>>0.

Im folgenden sei p(z) = 22 + 2bx + c.
Dann: p/(z) = 2z 4 2b

Die Integration der ersten beiden  Ausdriicke ldsst sich mit bekannten
durchfiihren:

12.1.

/ 1 _ Jloglz —a| falls k=0
(r —a)ktl —%ﬁ falls k > 1

Fiir den dritten Ausdruck nehmen wir zunéchst einige Umformungen vor:

A
Aw-f—B:A.’L’-FAb-FB—Ab:5-(2$+2b)+B—Ab
:§~p'(x)—|—B—Ab

also

Az + B x:é P (z) . B 1 .
/p(x)k+1 d 9 /p(x)k-i-l dx + (B Ab)/p(m>k+1 d

12.3.

/ P'(2) o — {log |p(z)] fallsk =0

p(z)kt1 —%- p(;)k falls k > 1

Mitteln
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12. Integration rationaler Funktionen

12.4.

p(z) = 2% 4+ 2bx + ¢ = 2% 4 2bx + b? + ¢ — b2
~——r
=:v>0

=(z+b)*+7

= ((x\;/b>2+1> und v > 0

1 Nal 1 x+b
—— dx = . dt t=
| s =36 | e A

Setze

1
12.5.
Klar: I;(t) = arctant

Sei k > 1. Dann:

1 t t-2t(—k)
L= | 1 dt = — | ey dt
* /v (2 + 1)k (12 + 1)k /(t2+1)k+1
I N~——
g

1 t?+1-1
:7(152—}—1)’“ +2k/7(t2+1)k’+1 dt

1 1 1
= —— + 2k — dt
LA /(t2+1)k CEEEE

_ % + 2k (I (t) + 1 (1))

(t2+1)
Also
1 t 1
Iiy1=————+ (1- = ) I(t) k>1
M 9k (t2+1)k+( Zk) w(t) k=2

Beispiel 12.6. p(z) =2? +4r+5=(z+2)? +1

Substituiere t =z +2 (y =1, b=2)

1 1 ¢ 1
——— dx = I3(t) = - 5—— + - arctant
/ e = Ir(t) 57711 2arc an

1 T+ 2
=5 [M + arctan(z + 2)
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Beispiel 12.7.

dzx

/3z52x4+4x3+4x27x+6
(e 1P 117

=:R(z)

Zunéchst formen wir R durch Partialbruchzerlegung um:

1 2 +2x+1+ 4
z—1 (z—-1)2 2241 (22+1)?

2 2z +1 1
= /R(z)dzlog|z1x_1+/x2+1d1:+4~/(962+1)2d9:

2 1 2 1
(i) /% dr = /F—T—l dx + / poa dz = log(z* 4+ 1) + arctan(z) + ¢

1 2
(ii) 4- / e dx 5 :ﬂi—:ic—l + 2arctan(x) + ¢ (Vorgehen analog zu vorigem Beispiel)

Insgesamt erhalten wir

2 2
/R(:r) dx =loglx — 1| — p—] +log (z* +1) + 2796 + 3arctan(x) + ¢

e+ 1
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13. Explizite Integration weiterer
Funktionenklassen

13.1. Sei R eine rationale Funktion, a € R\ {0}. Dann 148t sich

/ R(e*®) dx

durch die Substitution ¢ = ¢ (also x = 1 logt, also dx = 2 dt) zuriickfiihren auf

1
/ R(t) - o dt ~» gebrochen rationale Funktion zu integrieren
a

Beispiel 13.2.

1 1 1
S = 4
2 / cosh(z) o / et "

1 1 1
t=e® t"‘? t t+1

= arctan(e”) + ¢

m2y+2:1:y7y3

13.3. Sei R(x,y) eine rationale Funktion in = und y, etwa: R(z,y) = “ =50

Dann 143t sich

/R(m, { am+b> dx
cr+d

durch die Substitution ¢ = {/ gjis zuriickfithren auf die Integration einer rationalen Funktion.

Beispiel 13.4.

1-— 1-—
/ergdx (R(x,y):m_'_‘z, also:a=d=1, b:c:O>

Substituiere: t=+2z = z=t> = dzr=2tdt

1- 1—t 1—t
/ ﬁdm:/i.%dt:z/idt
z+x 24+t 1+t

2
=2 [ [-14+—— ) dt = —2t+4log|l+¢
/( +1+t) +4log|l+t|+c

= -2z + 4log(1 + V) + ¢
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13. Explizite Integration weiterer Funktionenklassen

13.5. R wie in 13.3. Das Integral
/R(sinm, cosx) dx

2

kann durch die Substition = 2 arctan(t) (= dz = 17

zuriickgefithrt werden; dazu benutze:

dt) auf die Integration einer rationalen Funktion

sin(z) = 2sin (%) cos (%) = 2“”1 (%)
o (3)
_ 2tan (%) 2
1+ tan? (%) 14+ ¢2

. 2t 1—1¢2 2
= /R(smx, cosx)dxz/R<1+t2, 1+t2> 1+ ¢2 dt

Beispiel 13.6.

(1)
1 1 2
— de= [ —
/cos(:z:) de /i 1+ ¢2

1+¢2
1 1 1
=2 [ —pdt= [ (-] dt
/1—t2 /(t+1 t—l)
t+1 tan (Z) + 1
:10g|1+t|—10g|t—1|—|—c:10gi +C:10g (2) +e
- (5) -1

1 1+ 2 x
- : dt = log|t| =1 ’t 2|
/ sin(z) / 2% 1412 0g |t] = log |tan 5

Fiir die folgenden Substitutionen beachte:
cosh?z —sinh®z =1, cos®z +sin?z =1 fiirallex € R

13.7. Das Integral
/R (x, Va2 + a2) dx
kann durch die Substitution x = a - sinh ¢ auf den in 13.1 behandelten Fall zuriickgefiihrt werden.

Beispiel 13.8.

/\/m2+1
de

Substituiere: z =sinht = dz =coshtdt, 2%+ 1=sinh®¢t+ 1 = cosh?®¢

2 1 ht t —t\2
N /7de:/csht-coshtdt:/(e+7€)dt ~ 131
X n

si 2(et —et)
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13.9. Das Integral

/R(x, x2—a2) dx

kann durch die Substitution x = a - cosht auf den in 13.1 behandelten Fall zuriickgefiihrt werden.

13.10. Das Integral

/R(m, Va2 a2 de

kann durch die Substitution x = a - sint auf den in 13.5 behandelten Fall zuriickgefiihrt werden.

13.11. Seien a,b,c € R, a#0, b*> # 4ac = ax? + bz + c hat keine doppelte Nullstelle [ d.h. ist

nicht von der Form a(x — a)? ].
Dann

b b
ax2+bx+c:a(x2+x+c> :a<x2+fx+
a a a

b 2
<$+2a> +n

Ferner sei R wie in 13.3. Dann 148t sich das Integral

/R(JU, Va2 +br+c)dx

durch die Substitution

=a

t:\/1|?|<x+2[;)

uberfithren in

(1)
/R(t, t2+1) dt  (fallsa >0, n>0)
oder
(2)
/R(t, t271) dt  (fallsa >0, n<0)
oder
(3)

/R(t, \/1—t2) dt  (fallsa <0, n<0)

b2

4a?

laSed

la%ed

a4

c

a_ 4da?
——

=:#0

(quadratische Ergiinzung)

13.7

13.9

13.10

(Der Fall a < 0, n > 0 liefert az? + bxr + ¢ < 0 fiir alle x € R. = +V/ax? + bz + ¢ nirgends definiert.)
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13. Explizite Integration weiterer Funktionenklassen

Beispiel 13.12.

/\/mczx:/\/mdx

Substitution t = x + 2
= /\/x2+4x+5da?:/\/t2+1dt

Substitution ¢ = sinh(s) = dt = cosh(s) ds

= /\/x2+4x+ dﬂc—/\/smh2 +1-cosh(s /
_l’_

_ = 2s —2s _
—4/( +2427%) dy = 8

[t =sinh(s) = s = arsinh(t) = log (t + V2 + 1)}

oo\»—*oo\»—t

1
2
2

( +2+\/x2+4x+)
1
3 x+2+\/m2+4x+)
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14. Uneigentliche Integrale

Motivation:

f integrierbar iiber [a,b] = f beschrénkt, [a,b] kompakt
Erweiterung fiir

e Intervalle (a,b], [a,b), (a,b) oder auch unbeschrénkt

e f  unbeschrinkt am Rand“

Bemerkung;:

Ist f integrierbar iiber [a,b], so gilt nach Kapitel 10:
r b
lim /fdx:/fdx
r—b—

Vereinbarung:

(1) Ist I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion, so sei stets f integrierbar iiber jedem
Teilintervall von I.

(2) Es seit stets a,b e R, a € RU{-0}, S€RU{oco} mit a < fund a<b

Definition 14.1. Sei f : [a,) — R [f : (a, b] = R] eine Funktion. Dann definieren wir:

Das uneigentliche Integral ff f(z) dz [f(i) f(z) dx} heifit konvergent

r—B— r—o+

T b
& lim /f(x) dx lim /f(m) dx| existiert und ist aus R

In diesem Fall setze:

r—p3 r—a+

/Bf(x) dz = lim_jf(m) dz /bf(;@ dz = lim /bf(x) dz

Ein nicht konvergentes uneigentliches Integral heifit divergent.

Beispiel 14.2.
(1) Seia>0,¢t> 1.

t
1 logt fira=1
—dx = Lo -

e —— (7 —-1) fira#l

1 l—o
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14. Uneigentliche Integrale

(oo}
1
= / — dz konvergiert < a>1
x
1

1
1
/— dx konvergiert & a <1 (falls a > 0)
xa
0

[V

t
1 oo
/ T2 dz = arctan(t) 222
0

o0

1

= / T2 dx ist konvergent und = g
0

(4) Analog zu 4.

0

/ L st k tund = =
S EE—— 1S onvergen 1 = —
T+a2 ™ gent u 2

— 00

Definition 14.3. Sei f : (o, 8) — R eine Funktion.

Das uneigentliche Integral | f f(z) dx heifit konvergent

c B
& Je€ (o, ) /f dx und /f dz konvergent.

In diesem Fall setze:

B c B
/fdx::/fder/fdx.

Diese Definition hingt nicht von der Wahl von ¢ ab.

Beispiel 14.4 (zur Warnung).

oo oo
/ x dx divergiert, da / x dx divergiert
—o0 0
Aber:
”
lim [ zdx=0
T—00

-7
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14.1. Konvergenzkriterien

Beispiel 14.5 (weitere Beispiele).
(1) Sei a > 0. Nach Beispiel (1) und (2) weiter oben ist

(o)
1 .
/ o divergent
0

(2) Nach Beispiel (3) und (4) weiter oben konvergiert

T 1
/ 1722 dx und ist gleich 7

Die folgenden Satze und Definitionen werden nur fiir Funktionen f :

[a,3) — R formuliert. (5 ist

ysingulirer Punkt.) Sie gelten sinngemif auch fiir die anderen beiden Typen uneigentlicher Integrale.

Setze stets voraus:

vVt € (a,8) f € Rla,t]

14.1. Konvergenzkriterien

Satz 14.6 (CaucHY—Kriterium).

B

a

Beweis: Folgt aus 6.7, angewendet auf

o(t) = / f() do

Beispiel 14.7. Behauptung:

o0
sin(x
/ (z) dx ist konvergent
x
0

(Beachte limO % = 1; also ist nur oo ,singulir®.)
T— :

Beweis: Fiir alle 0 < u < v gilt:

. 1 v v 1
/&(m) dz| = / — -sin(z) dz| = [—cos(m)] —/—2cos:r dx
u * u \If/ =:f/ v “ u v

=g

v

1

IN

w <1

1 1
+ —Q‘cos(x)| de < — 4+ —+
X —— v u

/f(ac) dx konvergent < Ve > 03c=c(e) € (a,8) Yu,v € (¢, B) /f(m) dr| <e

1 1y _2
v _U
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14. Uneigentliche Integrale

Sei nun € > 0; wihle ¢ := % Dann gilt fiir 0 < w < v mit u > ¢

v

i 2 2
/sm(m) del < 222
T u o c

u

Nach 14.6 folgt die Behauptung.

Definition 14.8. f: f(x) dz heifit absolut konvergent

B

& /’f(ac)‘ dxz  konvergiert.

a

Beispiel 14.9. [° 922 dz konvergiert nicht absolut, denn [ |“”| dx konvergiert nicht.

27

Abbildung 14.1.: Skizze zur Abschéitzung im Beispiel 14.9

kT
|sinaj| / |smm|
/= z
0 j 17
Abschitzung mit Dreiecksfliche (vgl. 14.1): A = 7 fiir jedes k € N (fiir die Funktion |sin(x)|). Wegen
Faktor = in der urspriinglichen Funktion Abschitzung der Dreiecksfliche nach unten mit Faktor —,
dem Wert von l jeweils am rechten Rand eines Intervalls

’ \blnx\ 1 oox 1<
- Z /= D R PY

52
Y=

g

Satz 14.10. Ist [ f ﬁ ) dz absolut konvergent, so ist es auch konvergent, und
B

JECLEE /B (o) do

a a

Beweis: Mit 14.6, analog zum entsprechenden Beweis bei Reihen

Fiir das folgende wird benotigt:

B
/f(x) dx konvergent = 3Jc € (a, ) /f(m) dx konvergent

C
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14.1. Konvergenzkriterien

In diesem Fall

/Bf(x) dx:/cf(x) dx+/6f(x dx

B) g € Rla,t] und es gelte

(Beweis selbst)
Satz 14.11.
(1) Majorantenkriterium: Es sei g : [a, 8) — R mit V¢ € (
Vz € la, ) [f(z)| < g(z).
Ferner sei f e (2) dz konvergent
Dann ist f B ) dz absolut konvergent, und

B B
Jir@lds < [ o) as

(2) Minorantenkriterium: g wie oben, jetzt aber

Vo € la,B) f(z) > g(z) 20
Ferner sei [” g(x) dx divergent.
) dz divergent.
]

Dann ist auch [ f by
Beweis: Mit 14.6, analog zum entsprechenden Satz bei Reihen

Beispiel 14.12

(1)
dx konvergent?

o0
/\/1—1-335
1 N——

=:f(z)
Es gilt
T 1
Vo € [1,00) ’f(x)| < \/? = = =: g(x)
Da 3 > 1, ist [ g(z) dz konvergent.
7 dx k t und /OO d </OO L d 2
x konvergent un x — dx =
e V14 a® & V1+ad _1 x3
1 1
(2)
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14. Uneigentliche Integrale

Es gilt

2
X T—00

= Jce (0,00)Vx >c: z-f(x)>

N |

1
= Vr>c: > — =
rrel f@)> - =gl)
Da [;* g(z) dz divergent, ist nach 14.11 [ f(z) dz divergent.
Bemerkung 14.13.

(1) Sei nun b € R (also nicht b = +00) und f € Rla,b], d.h. ff f(z) dr existiert im RIEMANNschen
Sinne (als ,eigentliches* Integral)

Setze
F(z):= /f(t) dt fir x € [a, b]
Nach dem 2. Hauptsatz ist F' LIPSCHITZ-stetig, also stetig, insbesondere stetig in b.

¢ b
= /f(x) dx = F(t) tobo, F(b) = /f(ac) dz (im RIEMANNschen Sinne)

= fab f(z) dx konvergiert als uneigentliches Integral, und der Wert ist gleich dem (eigentlichen)
RiEMANNschen Integral.

(2) Sei V die Menge aller f : [a,8) — R, derart dass ff f(z) dz konvergiert. Dann ist V ein R-
Vektorraum, und die Abbildung

B
V —-R, fr—>/f(x)dx

ist linear.
(3) Sei V wie in (2); i.a. gilt fir f,g €V nicht f-g€ V.

Beispiel:

f(x) = g(x) = ﬁv [CL, b] = [07 1]

1
NG

1
dx konvergent, da 3 <1l,dh f=geV

o—__

aber:

1 1
1
/(fg)(a?) dzr = /; dz divergent
0 0
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14.1. Konvergenzkriterien

Satz 14.14 (Integralkriterium). Sei f : [1,00) — R mit Vz € [1,00) f(z) > 0 und f monoton fallend.

(= f € Rt fir alle t > 1)
Dann gilt:

/ f(z) dx konvergent <« Z f(k) konvergent
4 k=1

Beweis:

VkeNVz ek k+1] f(k) > f(z) > f(k+1)

k41 k1 k+1
= VkeN /f(x) dx > /f(x) dx > /f(k+1) dz
3 3 3
—_—— —_—
(k) (kD)

3
3
+
=
3
+
[

sumgion f(k) > / f(z) dr > Z f(k)

k=

H
—
T
[ V)

Ist nun [ f(z) do konvergent, so ist

n+1
/ f(x) dx
1 neN

beschrénkt; nach (14-i) ist also

n+1
(Z f(k)>
k=2 neN

beschrankt.

= Z f(k) konvergent
k=1

Sei umgekehrt > f(k) konvergent.
k=1

n+1
f(z) dzx beschréinkt

1 neN

—
(14-i)

Ferner ist diese Folge monoton wachsend (da f > 0), also konvergent.

n

= Esexistiert lim [ f(x) dz

n—00
1

(14-i)
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14. Uneigentliche Integrale

Ferner ist flf f(z) dz monoton wachsend als Funktion von ¢.

t—o0

t
= lim /f(x) dz existiert
1
= / f(z) dx konvergent
1

Beispiel 14.15.

(vgl. Abbildung rechts)
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15. Komplexe Exponential-, Sinus— und
Cosinusfunktion

Definition 15.1. Die komplexe Exponentialfunktion E(z) = e? ist fiir z = 2 + iy € C (mit z,y € R)
definiert durch

e?i=¢e% . (cos(y) -+ sin(y))

Bemerkung 15.2.

Lk

. ..

ef = E o fir z e C
k=0

Die  Additionstheoreme  fiir die reellen  Sinus—, Cosinus—, Exponentialfunktion lie-
fern

Vz,w € C etV =¢* . eV
Beweis: Mit w = v+ v und z = x + iy ist
ertw — e(a:+u)+i(y+v) — eTTu . (cos(y + ’U) + Zbln(y + 1}))

= e”¢"(cos(y) cos(v) — sin(y) sin(v) + i(sin(y) cos(v) + cos(y) sin(v)))
= e”(cos(y) + isin(y)) - e"(cos(v) + isin(v))

=e*-ev
Ist zeRCC,dh. z=241-0, so gilt
e” =¢" - (cos(0) +i-sin(0)) = e”

Die komplexe e-Funktion liefert also eine Fortsetzung der reellen e-Funktion ins Komple-
xe.

Ist z rein imagindr, d.h. 2z =04 ¢ -y mit y € R, so gilt

e* = e = e (cos(y) +i-sin(y))

d.h.

’Vy €R €% = cos(y) + isin(y) ‘
Erinnerung: Fir z = z +iy € C (mit =z, y € R) ist der Betrag von z definiert
durch
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15. Komplexe Exponential—-, Sinus— und Cosinusfunktion

Abbildung 15.1.: Betrag von z

(Siehe auch Abb. 15.1)
Fiir ¢ € R gilt

|e"?| = |cos @ + ising| = V/(cos )2 + (sinp)? =1

Speziell ¢ :=

e'm =cosm+isinm = —1

(vgl. Abb. 15.2)

. €' = cos ¢ + isin
it ) : P +ising

cos

Abbildung 15.2.: Polarkoordinaten—Darstellung

Korollar 15.3.

(1) ei* = e~ fiir alle o € R

(2) cosp=1(e¥+e7%) (peR)
(3) sinp = (¢"? —e ) (p €R)
(4)

e*T2mk — ¢ fiir alle k € Z (d.h. die komplexe e-Funktion ist 27-periodisch).

Beweis:

€% = cosp + isin @ = cosp — ising = cos(—p) + isin(—p) = e
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15.1. Polarkoordinaten

e + e = (cos g +isin ) + (cos p — isin ) = 2cos p

e — e = (cos g +isin @) — (cos g — isin @) = 2isinp

Ptk — o7 12k — o2 . (cos(2mk) +i sin(27k)) = e
———

=1 =0

Definition 15.4. Fiir z € C definiere
1 1z —1iz
COS 2 := 5 (e + e )

sin z 1= % (e

iz _ —iz
A

(Dies ist nach 15.3 die Fortsetzung der reellen Cosinus— bzw. Sinus-Funktion ins Komplexe.)

Eigenschaften:

(1) Seien z,w € C:
sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w)
cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)
(2) Fiir z = z + iy gilt:
cos(z) = cos(x) cosh(y) — isin(z) sinh(y)
sin(z) = cos(x) sinh(y) + i sin(z) cosh(y)

(3) Sei y € R. Dann gilt:

1, .. i 1
cos(iy) = 3 (el(’y) + e_l(“’)) =3 (e_y + ey) = cosh(y)
(i) = () _ i)y = L (g _ g e i
sin(iy) = Z(e —e ) = %(e —e¥) = — sinh(y) = ¢ sinh(y)

15.1. Polarkoordinaten

Firz=z+iyeC, z#0:

2| = Va2 +y2=r

Die Strecke durch 0 und 2z schlieit mit der z-Achse einen Winkel ¢ ein (im Bogen-
maf).

Durch das Paar (r, ¢) ist z eindeutig bestimmt. Umgekehrt ist durch z auch r = |z| eindeutig bestimmt.
LaBt man nur ¢ € (—m, m) zu, so ist durch z auch ¢ eindeutig bestimmt, ¢ = argz (Argument von
Es ist cosp = £ und sinp = £, also

r=r-cosp, Yy=r-sinp

= z=x+iy=r(cosp+ising)=r-e'®
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15. Komplexe Exponential—-, Sinus— und Cosinusfunktion

D.h.

z =re¥, wobei r = |z| und ¢ = argz Polarkoordinaten—Darstellung von z

(z = x + iy heiBt kartesische Koordinatendarstellung)
Ist speziell r = 1, also z = €%, so gilt fiir alle n € Ny:
(cos ¢ + isin <p)n = (ei“")n = "% = cos(ny) + isin(nep)

Also

(cos ¢ + isin p) " = cos(nyp) + i sin(ny) Formel von DE MOIVRE

15.2. Geometrische Darstellung der Multiplikation

Seien 21,20 € C mit 21 # 0,22 # 0. Setze r; = |z;| und ¢; = argz; fir j = 1,2 (also: z; =
Tie¥i).
Dann gilt:
2129 = 111 e’ = T1r2€i(¢1+¢2)
zZ1 22
Y1+ P2
Z2
P2 21
¥1

Abbildung 15.3.: Multiplikation in C

Bemerkung:
|21 - 22| = [21] - |22] = 71 - 72

aber: arg(z122) = argz; + argzo st i.a. falsch!
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15.3. n-te Wurzeln

Beispiel 15.5.
(1) Sei 21 = —1 und 25 = —1. Dann ist arg z; = argze = arg(—1) =7 und 2y - 25 = 1.

Also:

argz +argzy = 21 # 0 =argl = arg(—1)? = arg(z; - 22)
————

Differenz: 27
3 — J— y . N — s
(2) Sei 21 = 29 = —i. Dann: argz; = argzy = — 3.
Z1 k2 = (—i)2 =-1

arg(zy - z2) = arg(—1) = 7 # —m =argz; +argzo
———

Differenz: 27

vergleiche 2r—Periodizitit der komplexen e—Funktion.

15.3. n-te Wurzeln

Sei a € C\ {0} und n € N. Das Polynom
p(z)=2z"—a

hat nach 11.1 genau n Nullstellen (mit Vielfachheit) in C. Jede dieser Nullstellen (d.h. jedes z € C mit
2" = a) heifit n-te Wurzel aus a.

Sei r = |a|, ¢ = arg(a), also a = re'¥. Setze

o+2km

wp = e (FRT) firk=0,1,2,....n—1

Satz 15.6. Fiir alle z € C gilt:

z ist eine n-te Wurzel aus a < 2z € {wp, wi,...,wn—1}

Beweis:

s Sel z = wy, fiirein k€ {0,...,n—1}

([ pt2km . . )
= z”:w,’;:%el( e i e
~—~—
=1
»="“ wo,...,wn_1 sind n verschiedene n-te Wurzeln aus a.

Da nach dem Fundamentalsatz der Algebra genau n n-te Wurzeln existieren, folgt die Behauptung.
O
Ist speziell a = 1, so heiflen wy, ...,w,_1 die n-ten Einheitswurzeln.
Beispiel 15.7.
(1) Im Reellen: V4 = 2. Im Komplexen sind die Wurzeln aus 4: —2, 2.

9 1414

Die Wurzeln aus 4 sind: 7 und f% (Vergleiche Abbildung 15.4).

(2)
(3) Die 4-ten Einheitswurzeln sind: 1, —1,4, —i.
(4) Im Reellen: v/16 = 2. Die komplexen 4-ten Wurzeln aus 16 sind: 2, —2, 27, —2i.
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15. Komplexe Exponential—-, Sinus— und Cosinusfunktion

Abbildung 15.4.: n-te Wurzel: Skizze fiir n =2 und a =i (r

15.4. Analysis in C

Konvergenz von Folgen

Definition 15.8. Sei (z,) eine Folge in C und w € C.

(zn) konvergiert gegen w
S |z —w| =0 (n— o00)
Schreibweise:

lim z, =w oder z,— w(n— c0)
n—oo

(z,,) konvergiert

& JweC z, = w((n— )

Bemerkung 15.9. |z| = /22 4+ ¢? fiir z =z + iy mit z,y € R

= |Rez|[ =[x <z[, |[Imz|=[y| <|z], [2] < 2] + [yl

Loy

Satz 15.10. Sei (z,) eine Folge in C. z,, = x;,, + iy, mit 2,,y, € R und w = u + iv.

Dann gilt:

Zn = w & T, —>u und y, v (0 — 00)

Beweis: Nach obiger Bemerkung gilt:

max{|mn7u|,|ynfv|} < zn—w| < |xp —ul+ |y, —v| fir jedesn € N

= Behauptung.
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15.4. Analysis in C

Definition 15.11. Sei (z,) eine Folge in C. (z,) heift CAucHY-Folge

& Ve >03ng(e) eNVn,m >ng |z, — 2m| <e.

Satz 15.12. Sei (z,) eine Folge in C. Dann gilt:

(2n) konvergiert < (z,) ist CAUCHY—Folge

Beweis:
»= geht wie im Reellen (vgl. 2.38).

»<=* Sei (z,) eine CAUCHY—Folge in C. Wegen obiger Bemerkung gilt:

max{\ReznfRez,,L|,|Imzanmzm|} < |zn — 2zm| < |Rez, —Rezp| + |[Imz, — Im z,,|

Also sind (Re z,,) und (Im z,) CAUCHY—Folgen in R.
Somit existieren u,v € R mit Re z,, — » und Im z,, — v.

Nach 15.10 gilt dann: z, — u + iv.

Konvergenz von Reihen

n

Sei (zp,) eine Folge in C. s, := > 2z, n€N.

k=1
Definition 15.13.
o0
Z konvergiert < es existiert ein w € C mit s, — w (n — 00)
n=1

0 (9]
= zzl Re z,, konvergiert und Z Im z,, konvergiert
n—

n=1

In diesem Fall:

w = i Zn = i Rez, + i Im z,, Reihenwert
n=1

n=1 n=1

Wie im Reellen zeigt man mit Hilfe von 15.12:

Satz 15.14. Ist (z,) eine Folge in C und >’ |z, | konvergent, so konvergiert auch Y z,.

n=1 n=1
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16. FOURIER—Reihen

16.1. Orthogonalitatsrelationen

Durch Differenzieren bestétigt man fiir n, k € Ny:

2/Sin(nac) sin(kz) do = g sin((n —k) - @) - srEsin((n+ k) z) +e firn#k
x*%+c firn=k#0

2/Cos(nx) cos(kz) do = ngsin((n — k) -2) + g sin((n + k) @) +e firn#k
J;—|—Sln(2$x)+c firn=k#0

2 / sin(nz) cos(kx) dr = ¢ {oiana) Lo firn = k 20

Daraus folgen die

Orthogonalitéitsrelationen 16.1.

0 firn#k
w firn=%k

]sin(mc) sin(kz) dx = ]cos(nm) cos(kz) dx = {

—1T —T

]sin(nx) cos(kz) de =0

—T

Im folgenden sei f : R — R eine 2mw-periodische Funktion, d.h. es gelte:
VeeR f(z+2m) = f(z)

Man stellt leicht fest:

Ist a € R und f € Rla,a+ 27, so gilt fiir jedes b € R:

a+27 b+27
f € R[b,b+ 27|, und / f(x) de = / f(x) dzx
b

a

(sieche  Abbildung 16.1). Deswegen werden wir das Intervall [—m, 7] zugrundele-
gen.

16.2. Die FOURIER—Reihe
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16. FOURIER-Reihen

Abbildung 16.1.: Graph einer 27—periodischen Funktion; der Inhalt der hervorgehobenen Flichen ist
derselbe.

Definition 16.2. Gegeben seien reelle Folgen (a,, )5, und (b,,)52 ;. Eine Funktionenreihe der folgenden
Form

a |« .
5 + Z {an cos(nz) + by, sin(nx)

n=1

heifit trigonometrische Reihe.

Feststellung: Falls eine trigonometrische Reihe konvergiert, so ist die durch sie dargestellte Funktion
2m-periodisch (elementar).

Wesentliche Frage: Wann ldsst sich eine gegebene 2m-periodische Funktion f : R — R durch eine
trigonometrische Reihe darstellen? D.h. wann gibt es Folgen (ay), (b,) mit

VeeR f(z)= ?0 Z {an cos(nx) + by, sin(nx)| ? (16-1)

Wir nehmen zunéchst an, dass (16-i) gilt. Wie sehen dann die a,, und b,, aus? Setze dazu weiter voraus:
Die Reihe in (16-i) konvergiere gleichmdf$ig auf [—m, 7]. Sei nun k € N fest.

(16-1)) = f(z)sin(kz) = % sin(kz) + Z [an cos(nx) sin(kx) + by, sin(nz) sin(kx)

n=1

Die Reihe (¢,,) konvergiert ebenfalls gleichméBig auf [—m, =].
f(z)sin(kz) ist integrierbar iiber [—m, 7]

=
10.21
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16.2. Die FOURIER-Reihe

und
/f(m) sin(kx) dx :% sin(kx) dx + Z an / cos(nz) sin(kx) dx + b, / sin(nz) sin(kx) dx
iy —T n=1 —T —T
TR
1 K
= |by=— / f(z)sin(kz) de | (fir k € N) (16-ii)
™

Multipliziert man (16-i) mit cos(kz) (fir k& € Np) und integriert wieder iiber [—m, 7], so erhélt man
entsprechend:

= |ap = % / f(z)cos(kz) dx| (fir k € Np) (16-iii)

Definition 16.3. Sei f € R[—m, w|. Dann heiflen die in (16-ii) und (16-iii) definierten Zahlen die
FourIiER—Koeffizienten von f. Die entsprechende trigonometrische Reihe

a | ] .
3 s Z {an cos(nx) + by, sin(nz)

n=1

heifit dann die zu f gehdrige FOURIER—-Rethe.

Definition 16.4.
o f heiit gerade :& YV e R  f(z) = f(—=x)
o f heifit ungerade & Ve e R f(x) = —f(—x).

Satz 16.5. Ist f € R[—m, 7, so gilt fiir die FOURIER—Koeffizienten von f:
o falls f gerade:

T

2
ap = f/f(m)cos(k‘x) dx  fiir alle k € Ny
™
0

bp=0 firallekeN

e falls f ungerade:

ap, =0 fir alle k € Ny

T

2 /f(x) sin(kz) de  fiir alle k € N
7r

by =
0

d.h. die FOURIER—Reihe einer geraden bzw. ungeraden Funktion ist eine reine Cosinus— bzw. Sinus-Reihe.
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Beweis: Nur fiir gerades f:

™ 0 =
1 1
ap = f/f(x) cos(kx) dr = — /@(x) d$+/¢(x) dx
T N—— ™
ST (e <
subst. t=—x
1 7 r
o / S(—t) dt + / p(@) da
T ——
0 =4t 0
2 s
= 7/go(x) dxr = Behauptung
T
0
Analog by, = 0. H

Definition 16.6. g : [—m, 7| — R heifit stickweise glatt, wenn eine Zerlegung Z = {tg,...,tm,} von
[—7, 7] existiert mit:

(1) g ist in jedem Teilintervall (t;_1, t;) stetig differenzierbar.

(2) Die folgenden Grenzwerte existieren:

lim g(x), lim g(x)

Tt — T—t;+
. / . /
Jp /).l o

firj=1,...,m—1.

lim g(x), lim g(x)

T—>T— T—>—7+

lim ¢'(z), lim g¢'(z)

T—>T— T—>—7+

Siehe auch Abbildung 16.2.

/
ﬁ\/// o \
- t 12 lp—2 tp1 T
= =%

Abbildung 16.2.: Stiickweise glatte Funktion

Beachte: Ist g stiickweise glatt, so wird in den Punkten t; nicht die Stetigkeit (oder gar die Differen-
zierbarkeit) gefordert.

Fiir stiickweise glattes g gilt offenbar insbesondere:

g € R[—n, 7]
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16.2. Die FOURIER-Reihe

Definition 16.7. f: R — R (2r-periodisch) heifit stiickweise glatt, wenn f }[fvr ] stiickweise glatt ist.

In diesem Fall existieren fiir jedes x € R die Grenzwerte

flz+) == lim f(t), f(z—):= lUm f(t).

t—x+ t—ox—

Satz 16.8. Ist f stiickweise glatt, so konvergiert die FOURIER—Reihe von f in jedem 2 € R (punktweise!)
gegen

(@) = 5 (f(at) + f(z-))

Ist f insbesondere stetig in x, so konvergiert die FOURIER—Reihe von f an der Stelle z gegen f(x).

Beispiel 16.9 (Sigezahnschwingung). f: R — R sei 2m-periodisch und auf (—m, 7] definiert durch

f(2) = {a: fiir x € (—m, )

0 firz=m

(Insbesondere s(z) = §(f(z+) + f(z—)) = f() fiir alle z € R)

f ist ungerade; also nach 16.5:

VkeNg ap=0

VkeN b, = g/f(av) sin(kz) dx
’7'('
0

2l 2 ol

— E(_l)k+1

Da f stiickweise glatt und f(z) = s(x) fiir alle z € R, folgt nach 16.8:

(=) sin(kz)  fiir alle z € R

M8
>N

fx) =

b
Il
_

sinz  sin(2x) = sin(3z)
) _ e
< 1 2 T3 T

sinz  sin(2x) n sin(3x) - )

= Vz € (—m, m) 9:2( 1 5 3

Speziell fiir x = 5:

s 1 1 1
4+ _Z4...
4 3+5 7
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Nm
B

2 -7

Abbildung 16.3.: Sdgezahnschwingung

Beispiel 16.10 (Rechteckschwingung). f : R — R sei 27-periodisch und auf (—7

1 fir0<z<m
fl@)=¢-1 fir —7<2<0
0 firx=0,z=m
Dann: f stiickweise glatt und s(x) = f(z) Vz € R.
Da f ungerade:

VkeNy ap,=0

™

VkeN b= 2 /f(x) sin(kx) dx = 2 /sin(kx) dx
7 7r
0

0

_ 2| cos(kz) "
o k o

2 k
= (=D =1)
_J0  falls k gerade
B % falls k£ ungerade

16.8 = f(x Z — -sin(kx)
k ungexade
4 (sin in(3 in(5
_ 4 (m)Jrsm( x)+sm( :E)Jr
s 1 3 5

fir alle x € R.

= Ve (0m) 1= % <sin(x) n sin(3x) n sin(bx) L. >

1 3

Speziell fiir z = 3:

1

s 1 1
-+ _ 4.
4 3+5 7
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—_ o 16——o
‘ » ] = ‘
—27 -7 T 2w

o1 e—

Abbildung 16.4.: Rechteckschwingung

Beispiel 16.11. Sei f : R — R 2m-periodisch und auf (—m, 7| definiert durch
f(z) =22 (vel. Abb. 16.5)

f ist stiickweise glatt, s(z) = f(x) fiir alle x € R, f ist gerade, also
VEeN b,=0

VkeN a; = 2 /x2 cos(kx) dx = 2 <{x28m } 7/2xsm(kx) d;z:)
™ T k

0 0

2 |:2:UCOS (kx) } 2/cos
o
0

I [sm(k;x)}

L

2 B,
—_————
=0
4
= S
SchlieBlich
2 [ 272
ag = ; /l‘2 de' = T
0
Fa) =T+ Y ()P cos(ka)
Z f@) =3 2.7 cos(kz
w2 cosx  cos(2z) = cos(3x)
34< 1z T2 g :F>
2
o T cosx  cos(2z) = cos(3x)
= Vz € [-m, 7 :c—3—4( PR T

Speziell fir z = 0:
w2 11 1
o412 — ...
3 ( 4+9 16 )
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o 1/+1 2
-y
12
v=1

Speziell fir x = 7:

=27 —T T 2m 3m

Abbildung 16.5.: Graph zur Funktion aus Beispiel 16.11

Beispiel 16.12. f sei 2r-periodisch und auf (—m, 7| definiert durch

f(@) = |z

Lt. Saaliibung:

4
Vo eR f(:z:)—g7T(cosx+COS§3x)+C085(25I)+~~)
Speziell fir z = 0:
w2 1
LR T Tl
8 Jr32Jr + Z 2n+1

n=0

Satz 16.13 (BessELsche Ungleichung). Sei g € R[—m, 7] und

s

ap = 1 /g(aj) cos(kz) dv  (k=0,1,2,...)
m
1 f .

by i= = /g(:z:) sin(kx) dx (k=1,2,3,...)
71'

Dann gilt:

T

ap En 2 1 2
v - <7
n €N +k1ak+b /g(.’]?) dx

(V]

2

—1T
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16.2. Die FOURIER-Reihe

Beweis: Sei n € N; dann

T

0< / [g(m) - {a; + Z(ak cos(kx) + by, sin(kz)) }] dx
k=0

—T

T

_/[9(:5)2—29(m){...}—|—{...}2] dx

—T

™

=/g(m>2 ( + ak+62>
k=1

—Tr
wegen Orthogonalitdtsrelation 16.1 und der Definition von ay, bg.
= Behauptung. O

Korollar 16.14. Seien g, aj, by wie in 16.13. Dann gilt:

o0
(1) > (af + b}) konvergent, und
k=1

T

[N~}

i) - 2 1 2
?—F; aZ + b2 <;/g(a:) dz

—T

(2) lim ay = hm b, =0
k— oo
Beweis:

(1) folgt aus 16.13 und 3.4
(2)

a? < a?+ b2 a? konvergent
k k k

MaJoranten—
Kriterium k=1

2 k—oo k—o0
3:2 a, — 0 = ar ——0

Analog: by, L)
O
Satz 16.15. Sei f : R —+ R 27-periodisch, stetig und stiickweise glatt. Dann gilt:

(1) Fiir jedes = € R ist die FOURIER—Reihe von f absolut konvergent

(2) Die FOURIER—Reihe von f konvergiert auf R gleichmdf$ig gegen f.

(3) Sind a,, n € Ny und b, n € N die FOURIER-Koeffizienten von f, so sind die Reihen

o0 o0

> lag] und > |bil

k=1 k=1
konvergent.

(ohne Beweis)
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Beispiel 16.16.

Behauptung: Die trigonometrische Reihe

> sin(nx)
PIANG

ist nicht die FOURIER-Reihe einer Funktion g € R[—m, 7].

Beweis:

Annahme: Es existiert ein g € R[—m, 7] mit a,(g) =0, n € Ny und b,, = ﬁ, n € N.

o0 o0
= 3 (a2 +b2) =Y L konvergiert 4.
16.14 = n=1

Bemerkung 16.17. Man kann zeigen:
e Fiir jedes = € R konvergiert
i sin(na)
n=1 \/ﬁ

————
=:g(=)

o = — g(x)sin(kx) € R[—m, 7] fiir jedes k € N
° ﬁ =1 [" g(x)sin(nx) dz fiir jedes n € N

= g¢ R[-m, 7.

Satz 16.18 (Satz von RIEMANN-LEBUEQUE).

Seien a,b € R mit a < b. Sei g € R[a, b]. Dann gilt:
b
(1) /g(x) sin(nz) de 2= 0 und

n—roo

g(x) cos(nz) de —— 0

(2)

e . °

Beweis: nur fiir (1).
1. Fall: Es existiert ein k € Z mit [a,b] C [2kw, 2(k + 1)7] =: I.

Sei f : R — R 2nr—periodisch und auf I definiert durch

f2) = {g(x) tir z € (a,b)

0 fir z € I'\ (a,b)
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Nach 10.34 ist f € R[a,b] also auch f € R(I). Weiter ist

/b o(z) sin(nz) dz = / f(z) sin(nz) dz

- / (@) sin(nz) dz

1
= /f(x) sin(nz) de = wb, =50

2. Fall: Fall 1 trifft auf [a, b] nicht zu.
Dann existiert ein k € Z, ein | € N mit { > 2 und [a,b] C [2k, 2(k + )x].
Setze tg :=a, t1 :=2(k + )7, tj—1 :=2(k+1— 1), ¢; := b. Dann

b

/ o(x) sin(nz) dz = zl: ] o(z) sin(ng) dz

a jzlt]’71
und Fall 1 trifft auf jedes Intervall [t;_1,¢;] zu. Nach Fall 1 gilt dann:

tj
/ g(z)sin(nz) de 2= 0 firj=1,...,1

tj—1

n—oQ

b
= /g(x) sin(nz) de —— 0

16.3. Komplexe Schreibweise von FOURIER—Reihen

Definition 16.19. Seien a,b € R mit a < b. Sei g : [a,b] — C eine Funktion und u := Reg, v :=Img,
d.h. u,v : [a,b] = R und g(x) = u(z) + w(z) fir alle z € [a, b].

g € Rla,b] < wué€ R[a,b] und v € Rla,b]

In diesem Fall:

b b b
/g(x) dr = /u(x) dx +i/v(x) dx

Bemerkung 16.20. Ist zusétzlich h : [a,b] — C mit h € R[a,b] und «, 8 € C, so gilt

(a) ag+ Bh € Rla,b]
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(b)
b

/b(ag+ﬁh)dx:a/bgdx+ﬁ/hdx

Definition 16.21. Sei f € R[—m, 7] reell- oder komplexwertig. Dann heiflen

en(f) ::%/f(x)ﬁ*im dr neZ

die kompleren FOURIER-Koeffizienten von f und

oo

Z Cn(f) . einm

n—=—oo

die komplere FOURIER-Reihe von f.

Sei f € R[—m,w| und reellwertig. Dann gilt fiir alle n € N:

en(f) = % / f(x)e™ ™ dx [e™* = cos(nz) — isin(nz)]

= % / f(x) cos(nx) do — z% / f(z)sin(nzx) dzx

= 2 (@)~ iba(1)

olf) = e [ F2)e do = a(f)

(an(f) + an(f))

N =

e-lf) = o= [ Fa)em do =

Folglich ist

Z Ck(f)eikw _ aO(f) + (Ck(f)eikw +C_k(f)€7ikw)

k=—n 2 k=1
und
k()™ + e (fe™™ = cos(kx) (cr(f) + cx(f)) + isin(kz) (ck(f) — c—x(f))
= cos(kx)ap(f) + isin(kz) (—iby(f))

= ap(f) cos(kz) + br(f) sin(kz)
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16.3. Komplexe Schreibweise von FOURIER-Reihen

Also gilt fiir alle n € N:

3 alf)e = OIS ag() cos(he) + by () sin(hr)
k=—n k=1

Definition 16.22. Sei (c,,) eine Folge in C.

oo n

g e konvergiert < lim E cpe™® existiert und ist € C
n— oo

n=-—oo k=—n

Fazit:
Sei f: [-m, 7] > R und f € R[—m,7]
1. Die komplexe FOURIER—Reihe von f ist gleich der reellen FOURIER—Reihe von f.

2. Die komplexe FOURIER—Reihe von f konvergiert in # <« die reelle FOURIER—Reihe konvergiert
in z (im Sinne der obigen Definition).
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17. Der Raum R"

R™ = {(z1,...,2n) * x1,...,2, € R} ist mit der Addition und Skalarmultiplikation ein
Vektorraum.
Mit eq,...,e, € R™ bezeichnen wir die Finheitsvektoren.

e1 =(1,0,...,0), e2=(0,1,0,...,0), ... e,=(0,...,0,1)

Definition 17.1. Fiir x = (21,...,25), ¥ = (Y1,...,Yn) € R definiere

R—

(1) z-y:=x1y1 + T2y2 + - - - + TpYn als inneres Produkt, Innenprodukt, Skalarprodukt von z und y.

(2) llz|| == (z-z)2 = \/22 + --- + 22 als Norm, Betrag, Linge von z.

(3) Wir nennen ||z — y|| den Abstand von x und y.

Beispiel 17.2.
=1 G=1,....,n)
o 11,2,3)] = Vi
(vgl. auch Abb. 17.1)

T3

X1 _———_———-——

[, 22)|| = Va1 + 23

Abbildung 17.1.: Lénge eines Vektors

Satz 17.3. Es seien x,y,z € R™ und o, 8 € R.
(1) efz-y) = (ax) -y =2z (o)

2) @+y)-z=(z-2)+(y-2)

Bz y=y-=

191



17. Der Raum R"

@) el 20; fz] =0 & 2=0=(0,...,0)

(5) llowl| = |af - ||z

6) |z-y|l < |zl - |yl (CAuCHY-SCHWARZsche Ungleichung)
() llo+oll < lloll + Iyl (Dreiecksungleichung)

®) [llzll = llyll] < llz gl

(9) Ist . = (z1,...,%y), so gilt fiir j =1,...,n:

|zj| < lzll < | + 2| + - + 20|

Beweis: (1) bis (5): Direktes Nachrechnen
e zu (6): Ist y = 0, ist nichts zu zeigen; also sei y # 0. Setze

Y
X = ||1‘||2, Y=z Y, Z = ||yH2a o= E
0< Z(xz —ay;)* = me —2a- Zﬂfzyz +a? ny
i=1 i= i=1 i=1
Hl,_/ —— ——
—Jlel2=x —@y=y  =lyl*=z
=X —2aY +a*Z
Y2
= X —_—
Z
DaZ>0:Y2<XZ, also (z-y)? < |z||?|y|?
o zu (7):
lz+yl* = (z+y) - (z+y) s (x-2)+2@-y)+(y-y)
= [lz|1* + 2(z - y) + lly|I?
<l + 2|z - y| + llylI”
2
C§U||$H2 + 2] lyll + lyl* = (I« + llyl)” = Behauptung
e zu (8):

]l = 1l(z = y) + yll < llz =yl + llyll
= |zl = llyll < llz -yl
Rollentausch: [ly[| = |z[| < |ly — [l = [z — y]|

= Izl = llyll] < ll= =yl

e zu (9):
|z |* = 1173 <z?+..- 422 =|z||> = 1. Ungleichung
x=(T1,...,Tn) = X171 + Taeo + -+ + epxy,
= [lzll = llziey + - + zneanll & lze] + -+ + lznenl
5 1] Jleal[+ -+ fan| [len] = |za] + -+ [an]
-1 2
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Definition 17.4. Sei

ail e alq

a‘pl PR apq

eine reelle p x ¢-Matrix. (a;; € R).

Norm von A

Es gilt: Ist auflerdem B eine reelle ¢ x [-Matrix (d.h. A - B ist definiert als p x {-Matrix), so gilt:

|A- Bl < ||All- IB]| (Submultiplikativitét der Matrix-Norm)
Insbesondere betrachte Matrix—Vektor—Produkt (A reelle p x g—Matrix, x € R?):
aj1xry + -+ A1¢qTq

A21%1 + -+ £ A2qTq
Ar=A-z" = | : S ] = , € RP

aix -+ Qg x1

ap1 o a x :
P Pa q
ap1%1 + -+ Apgly

Dann gilt wegen der Submultiplikativitit der Matrix-Norm:
[Az|| < | A]l - ]

(Beachte: Fiir p x 1- bzw. ¢ x 1-Matrizen stimmen Matrix-Norm und Vektornorm iiberein.)

Definition 17.5. Sei xg € R™ und § > 0
Us(wo) == {z € R™ : |lz — zof <}

6-Umgebung von xq, offene Kugel um xy mit Radius 9.
Ts(ao) = {o €R" : |la — o] < 5}

abgeschlossene Kugel um xy mit Radius §.
Definition 17.6. A C R™ heiit beschrinkt = Jc>0Vre A |z| <c¢
Definition 17.7. A C R™ heiit offen & Ve € A3§ >0 Us(z) C A

Beispiel 17.8.
e offene Kugeln sind offen
e R" ist offen

o () ist offen
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e abgeschlossene Kugeln sind nicht offen

o A={(z,y) eR*: y=a?} ist nicht offen.
Definition 17.9. A C R™ heiit abgeschlossen < R™ \ A ist offen.

Beispiel 17.10.
e abgeschlossene Kugeln sind abgeschlossen

e R" ist abgeschlossen

() ist abgeschlossen

obige Menge A (Parabel) ist abgeschlossen

offene Kugeln sind nicht abgeschlossen

Definition 17.11. K C R™ heifit kompakt, wenn K beschréankt und abgeschlossen ist.
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18. Konvergenz im R”

Definition 18.1. Sei (a(®)),ey eine Folge im R”, also

a®) = (agk), aék), ... 7a;’“)) , ag-k) eER
(1) Teilfolgen definiert wie in 2.24.
(2) (a™) heiBt beschrinkt = ¢ >0VkeN |[a®)| <¢
(3) xo heiBt ein Haufungswert von (a'®)) 1= Ve >0 a®) € U.(x0)
(4) (a™) heiBlt konvergent

> JaeR"Ve>0Tko e NVE > ko |ja® —a| <e

sJaeR” [a® —q| 2220
& 3JaeR"Ve >0 a¥) € U(a) fiir fast alle k € N

In diesem Fall heit a Grenzwert (Limes) der Folge a(*). Bezeichnung:
a= lim a® oder a®) — g fiir k — oo

k—o0

Beispiel 18.2. n =2, a® := (1, 1+ %) € R? fiir alle k € N.

Dann

1 1 1 1 k—o0
Ha(k)(o’l)HH<k”€2)H E+F___>__>O
Also:

a® — (0,1) fiir k — oo

Wie im eindimensionalen Fall zeigt man u.a.:
1) Der Grenzwert einer Folge ist eindeutig bestimmt. (vgl. 2.9)

2) x ist ein Haufungswert von (a*)) < Es gibt eine Teilfolge von (a(®)), die gegen z( konvergiert.

(

(2)

(3) Konvergente Folgen sind beschrinkt. (vgl. 2.9)

(4) Konvergiert (a(®)) gegen a, so konvergiert auch jede Teilfolge von (a(®)) gegen a. (vgl. 2.29)
(5)

5) Konvergieren (a®)) und (b*)) gegen a bzw. b und ist A € R, so gilt:

a® b 5 04+ b, Aa®) = \a, Ha(k)H = ||al]

(6) Konvergieren a(®) und b*) gegen a bzw. b, so gilt

a(k) b(k) - a-b
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Satz 18.3. Sei (a(k)) Folge in R, a(®) := (agk), cee a,(zk)) fiir alle £ € N.
(1) Ist a = (a1, ...,a,) € R, so gilt:
a§k) k—o00 a

a® sak—o00) & Vie{l,...,n} 7

»komponentenweise Konvergenz“

(2) Satz von BOLZANO—WEIERSTRASS: Jede beschriinkte Folge in R™ enthélt eine konvergente Teilfol-
ge.
(3) Cavcny—Kriterium: (a(*)) konvergent

1 Ve > 03k € NVk, 1 > ko Ha(k) _a<l>H <e

<:(a(k) ist CAucHY—Folge

Beweis:

(1) Nach 17.3 (9) gilt:
vie{l,...,n} ‘ayw _aj’ < Ham _ aH <y Wa _ aj’
=1

= Behauptung
(2) Der Ubersicht halber nur fiir n = 2, also

a®) = (a(lk), aék)) .
Nach 17.3 gilt
<] 61
D.h.: Ist (a®)) beschriinkt, so auch (aék)) (G=12).

Nach BoLzZANO-WEIERSTRASS in R hat (agk))k . eine konvergente Teilfolge (a(k"))yeN.
€

Da (aék”)) beschriankt, existiert nach BOLZANO-WEIERSTRASS in R eine konvergente Teilfolge
veN
(aék"’)) . Da (a;k”)) Teilfolge von (agk”))
S\ leN

3 )y

. k.
, ist auch (ag ’)) konvergent.
vEN lEN

konvergent.
(3) ,,=“ wie im eindimensionalen Fall (vgl. 2.38).
»<=“: Nach 17.3:
‘agk) — al(k)’ < Ha(k) — a(l)H fiir alle j € {1,...,n}
Also:

vje{l,...,n} (a§-k))keN Caucay-Folge in R

558 vjie{l,...,n} 3a; €R a;’“) k_’_°°>aj
Setze a := (a1,...,a,). Dann nach (1): a*) — a fiir k — oco.

196



O

Definition 18.4. Sei A C R". zg € R™ heiflit Hiufungspunkt von A, wenn gilt:

Es existiert eine Folge (a®))gen in A\ {20} mit a®) — z¢ fiir k — oo.

Wie im eindimensionalen Fall (vgl. 6.3) zeigt man:

xo ist Hiufungspunkt von A < Jede 6-Umgebung Us(x) enthiilt einen von xg

verschiedenen Punkt aus A.

Beispiel 18.5.
(1) Seia € R", € >0, A:=U(a). Dann ist zy ein Hiufungspunkt von A < x4 € U.(a).

(2) Sei statt dessen A := U.(a)\{a}. Dann ist 2y immer noch ein Hiufungspunkt von A < x4 € U.(a).
(3) Ist A endlich, so hat A keine Hiufungspunkte.

Satz 18.6. Sei A C R".
(1) A ist abgeschlossen < Fiir jede konvergente Folge (a(k)) in A gilt: klim a®) € A.
—00
(2) A ist abgeschlossen < Jeder Haufungspunkt von A gehért zu A.
(3) A ist kompakt < Jede Folge in A enthilt eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A.

Beweis:

(1)

,=“: Sei A abgeschlossen. Annahme: Es existiert eine konvergente Folge (a(®)) in A mit

a:= lim a® ¢ A

k—o0

Also a € R"\ A. Da R™\ A offen ist, existiert ein £ > 0 mit U.(a) \ R™\ A. Wegen (a®)) — a
existiert ein kg € N mit

VE>ko |la® —a| <e, dh. VE>koa® € U.(a) CR*\ A 4
,<%“ Gelte die rechte Seite. Annahme: A nicht abgeschlossen, d.h. R™\ A nicht offen, also: Es existiert

a € R"\ A mit

VEeN Ui(a) ZR"\ A

= VkeNIa® e A o eU,(a)

—_————
lla® —all< %
Also (a®)) Lt NP
= aCA
(2) vegl. Saaliibung

(3) wie im eindimensionalen Fall (vgl. 7.16)
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18. Konvergenz im R"
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19. Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit

Stets in diesem Abschnitt: D C R™ und f : D — R™ eine (vektorwertige) Funkti-
on.

f hat also die Form
flx)=f(z1,...,2,) = (fl(xl,...,xn), fg(xh...,xn),...,fm(acl,...,xn))
wobei f; : D — R reellwertig (j =1,...,m).

Kurz: f = (f1,..., fm)

Beispiel 19.1.
(1) n=2,D=R%* m =3,

f(w) = f(o1,22) = (:E1:E2, x% + 229, sin(;leg))

(2) n beliebig, D :={z e R" : ||z| < 1},

f@)=1=|zl| (m=1)

Vereinbarung: Im Falle n = 2 schreiben wir fiir (z1,2z2) meist (z,y), im Falle n = 3 fiir (21,29, x3)
meist (z,y, 2).

Veranschaulichung des Graphen von f
— im Falln =2, m = 1: Abb. 19.1

— im Fall n =1, m = 2: Abb. 19.2

Abbildung 19.1:n =2, m=1
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19. Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit

N L
P~

Abbildung 19.2.: n =1, m = 2 (Kurve im Raum)

Definition 19.2. Sei zg ein Haufungspunkt (HP) von D und yo € R™. Wir sagen:
lim f(z) =yo :& Fiir jede Folge (x(k)) in D mit *) — z, fiir k — oo und Vk € N z(®) £ g4 gilt:

T—>Xg
f (f(k)) — Yo

alternative Schreibweise:

f(z) = yo fiir x — x9

Satz 19.3. Sei xy Haufungspunkt von D, g : D — R sei eine weitere Funktion.
(1)
lim f(z)=yo & Ve>030>0Vzx € D\ {xo} {Hx—on <6 = ||f(=) = yol| <5}

T—xTQ

(2) Aus lim f(z) =yo und lim g(z) = 2z (€ R™) folgt:
T—>To

Jim (f(@) +9(2)) =vo+20,  lim (AMf(2)) =Ago (AER)
Jim (f(@) - 9()) = o - 20

(3) Ist m =1, lim f(z)=yo, lim g(x) = 2y # 0, dann:
T—>To

T—>T0o

36> 0Ve e DNUs(x) =D  g(x) #0

und

S :D — R gilt <f) ) =22 )
9 g 20

(4) CaucHy—Kriterium:

lim f(x) existiert
T—xTo

& Ve>036>0Vr,2€D [(0 < |l = @ol| und ||z — zo| < 6) = ||f(z) — f(2)]| < 5]

(5) Ist f=(f1,---, fm) und yo = (Y0,1,- - -+ Yo,m), so gilt:

lim f(z)=yo < Vje{l,...,m} wlgr;g fi(x) =yo,;
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Beweis: (1) bis (4) wie im eindimensionalen Fall (vgl. 6.7, 6.8, 6.9), (5) folgt aus 18.3 (1)
O

Beispiel 19.4. D = R?, f(x,y) = (xy, 2? + y2,sin(zy))
Dann gilt:

lim z,y) = (1,2,sin(1
L Jim ) = (1.2,sin(1)

denn:
Sei ((xn,yn)) Folge in D mit (x,,yn) — (1,1), denn nach 18.3 gilt: z,, — 1, y, — 1
= Toyn — 1, 22 +y2 = 2, sin(z,y,) — sin(1)

1:8>3 (mnyn, xi + yi, Sin(xnyn)) — (1, 2, sin(1))

:f(wnayn)
Beispiel 19.5. D = R?

Flay) = {”jfy fiir (z,y) € R*\ {(0,0)}

0 fiir (z,y) = (0,0)
Behauptung:
lim x,1) existiert nicht!
(z,9)—(0,0) fz.9)
Beweis:

| —

f(x,0)=0, f(z,z) =
d.h. ist z.B. (zn,yn) = (1,0

n’

fiir alle x € R\ {0}

— o

, 0 gilt (xn,yn) — (0,0) und f(z,,y,) =0— 0.
Ist aber (Z,,¥,) = (%7 %)7 so gilt wieder (Z,, ) — (0,0), aber f(Z,,¥,) = % — % O

Definition 19.6.
(1) f heifit in zy € D stetig, wenn gilt:

Fiir jede Folge (z*)) in D mit x(®) 200 20 gilt f(x®)) = f(xo) fiir k — oo.

Wie im eindimensionalen Fall (vgl. 7.3) zeigt man:

fstetiginazy < Ve>030>0VzeD |[lz—axo]|<d = Hf(x)—f(xo)H<6}

(2) f heifit stetig auf D, wenn f in jedem xg € D stetig ist. Wir schreiben in diesem Fall auch:
feC(D,R™)

Beachte: Beim Stetigkeitsbegriff ist 6 abhéngig von € und xg.
(3) f heiit auf D gleichmdfig stetig, wenn gilt:

Ve >0, 30 > 0Vz,y € D {I|x—y||<(5 = Hf(m)—f(y)”<5}

(4) f heifit auf D LIPSCHITZ—stetig, wenn ein L > 0 existiert mit

vao,ye D [|f@) — @) <Ll -yl
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19. Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit

Klar: LipsCcHITZ-Stetigkeit = gleichméflige Stetigkeit = Stetigkeit
Satz 19.7. Seizg € D, g: D — R™
(1) Ist f = (f1,---, fm), so gilt:

stetig in xq stetig in xq
stetig auf D . stetig auf D
gleichméBig stetig auf D & W € llyoconmit; gleichméBig stetig auf D
LipscHITZ—stetig auf D LipscHITZ-stetig auf D

(2) Ist zp auBerdem Hiufungspunkt von D, so gilt:

f stetig in g < lim f(z) = f(xo)

Tr—xg

(3) Ist f stetig in zgp und f(xg) # 0, so existiert ¢ > 0 mit

Ve € DNUs(zo) f(x)#0

(4) Ist m =1 und sind f, g stetig in 2o und ist g(zo) # 0, so existiert § > 0 mit

f

= : DN Us(xg) — R ist stetig in zg
)

(5) Sind f, g stetig in o und ist € R, so sind f + g, af, f - g stetig in xg.
(6) C(D,R™) ist ein R—Vektorraum.

Beweis: (1) mit 18.3, Rest wie im eindimensionalen Fall (vgl. 7.3 und 7.4) O

Satz 19.8. Sei f: D — R™ stetig in 29 € D; ferner sei E C R™, g: E — RP, f(D) C E, g sei stetig
in yo := f(xo).
Dann ist go f : D — RP stetig in .

Beweis: wie im eindimensionalen Fall (vgl. 7.5) O

Satz 19.9. D C R" sei kompakt und f € C(D,R™). Dann gilt:
(1) f ist gleichméBig stetig auf D.
(2) Ist m =1, so existieren a,b € D mit
VeeD f(a)< f(x) < ()
(,,Stetiges f nimmt auf kompakten Mengen Minimum und Maximum an!®)
(3) f(D) ist kompakt.
(4) Ist f injektiv auf D, soist f=1: f(D) — D stetig.

Beweis:
(1) - (3) wie im eindimensionalen Fall (vgl. 7.30)

(4) Sei yo € f(D), (y(k)) Folge in f(D) mit y*) = .
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Seien x := f~'(yo), ) = f~1(y™) fiir k € N.
Annahme: ) 4 x.

Dann existiert ¢ > 0 und Teilfolge (2(*3)) mit
H:v(kj) — xOH > ¢ firalle j € N

Da D kompakt, existiert eine konvergente Teilfolge (x(kfv))y ey it Grenzwert = €
D.

V—r00

Da f stetig, gilt f (x(kjv)) ——— f(=1). Andererseits f (x(kfv)) =yFi) -y

= fla) =yo = flzo) = 21=20
Andererseits ||a:(kj) — xOH >e

&%) —zol| > e = |lor —woll > 4

—x1

Achtung: In (4) ist die Kompaktheitsvoraussetzung wesentlich!
Beispiel 19.10. D := [0,27), f(z) := (cos(z), sin(z))
f stetig, injektiv, aber f~! ist nicht stetig in (1,0). (vgl. Abb. 19.3)

Abbildung 19.3.: f(z) = (cos(z),sin(z)) (Schraubenlinie um z—Achse)

Beispiel 19.11. D = R?

_ et fir (v,y) € R2\ {(0,0)}
fay) = {o " i () = (0.0)

Da (0, 0) Hdufungspunkt von R? = D und lim, 4y (0,0) f(2,y) nicht existiert (Bsp. 19.5), ist f in (0, 0)
nicht stetig.
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19. Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit

Definition 19.12. f: D — R™ heif3t beschrdinkt, wenn ein v > 0 existiert mit

vzeD | f(z)| <~ (& f(D) ist beschrénkt)

Betrachte den Spezialfall linearer Abbildungen:
Sei f: R™ — R™ linear, d.h.

Vz,y e R"Va,f e R flax + By) = af(z) + Bf(y). (19-)
Lineare Algebra = Es existiert eine m x n—-Matrix A mit
Ve eR" f(z)=Ax (=A-z")

(Ist umgekehrt A eine m x n—Matrix und g : R™ — R™ definiert durch g(z) := Az, so ist g line-
ar.)

Sind nun f und A wie in (19-i), so gilt:
Vo €R"[|f(2)] = |zl < ] - =]
= Ve e R [|f@) ~ f| = 1f@ )] < 141 e~y
= f ist auf R™ LiPSCHITZ-stetig mit LipscHITzZ—Konstante L := || A]|

Insbesondere:
Satz 19.13. Ist f : R™ — R™ linear, so gilt

f e CR",R™)
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20. Folgen, Reihen, Potenzreihen und

Stetigkeit in C

Sowohl C als auch R? sind zweidimensionale Vektorriume iiber R.

,Identifiziere* wie folgt:

z=2+iycC (z,y €R) (z,y) €R?

Rez==x x
Imz=y Y
2| = Va? +y? [(z,y)]| = Va2 +y?
w=u+1iv (u,v)
ztw=(z+tu)+tily+v) () + (o) =(=+uy+o)

Wegen dieser Identifikationen gelten die in den Abschnitten 18 und 19 entwickelten Begriffe und
Sitze auch in C. (Gewisse Ausnahme: Inneres Produkt in R? hat (bisher) kein Analogon in

C.)

20.1. Konvergenz von Folgen

Eine Folge (z,,) in C heifit konvergent, wenn ein zg € C existiert mit

|z — 20| = 0

In diesem Fall ist zy eindeutig bestimmt und man schreibt
zo = lim z,, oder: z, — zg fiir n — oo.
n—oo
Es gilt:

Zn — 2o firn — 00 < Rez, — Rezg, Imz, — Im z

Zu den Sitzen in Abschnit 18 kommt hinzu:

Satz 20.1. (z,), (w,) seien Folgen in C.

(1) Aus z, — 29, w, — wy folgt: z,w, — zowp.

(2) Gilt auBerdem wo # 0, so existiert ein ng € N mit Vn > ng wy, # 0 und 2= — 2o

Beweis: wie im eindimensionalen Fall (vgl. 2.12 (4))

wo

O
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20. Folgen, Reihen, Potenzreihen und Stetigkeit in C

20.2. Unendliche Reihen

Sei (ay,) eine Folge in Cund Vn € N s, :=ay +as + -+ + ay.

o0
Z ap, heilt konvergent & (sp)nen ist konvergent

n=1
In diesem Fall heif3t
Z a, ‘= lim s,
n—oo
n=1

Reihenwert.

Eine nicht konvergente Reihe heifit divergent.

oo oo
Z an heiflt absolut konvergent & Z |an| konvergent.

n=1 n=1

Wértlich wie im eindimensionalen Fall (vgl. 3.4, 3.12, 3.14, 3.16, 3.25) gelten die Aussagen
von

Satz 20.2.

(1) CaucHy—Kriterium:

oo m
Z an konvergent < Ve >03dng € NVm >n > nyg Z ap| < e
n=1 k=n

o0 o0
Z an absolut konvergent = Z an konvergent

n=1 n=1

und

o
D an
n=1

)
< Z|an|
n=1

(3) Majoranten— und Minorantenkriterium:

() reelle Folge, > «, konvergent, (a,) komplexe Folge, Vn € N |a,| < o,

n=1

o0 oo o0
= Z a,, absolut konvergent, Z lan| < Z a,
n=1 n=1

n=1

(4) Wurzel- und Quotientenkriterium
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20.3. Komplexe Funktionen

(5) > an, > b, absolut konvergent,

n=0 n=0

Vn €N ¢, :=agb, +aib,—1+ -+ a,bo

o0
= Z ¢, absolut konvergent, und
n=0

(CaucHY-Produkt)

20.3. Komplexe Funktionen

Sei D € C mit D # ) und 29 € C, zo heift Hiufungspunkt von D :& Es existiert Folge (z,,) in D mit
Vn € N z, # zp und z,, — z fiir n — oo.

Sei f : D — C eine Funktion. Die Begriffe Grenzwert lim f(z), Stetigkeit von f in zo, Stetigkeit
Z—r20

von f auf D werden (gemifl der genannten Identifikationen) wie im Reellen (Abschnitt 19) defi-
niert.

Die dazugehorigen Sitze (19.3, 19.7, 19.8) gelten genauso auch fir komplexe Funktio-
nen.

Neu:

Satz 20.3. D C C; f,g : D — C Funktionen.
(1) Ist zp Haufungspunkt von D und gilt

S lsan ) S e

so gilt:

lim (f - g)(z) = wo - wy (Produkt in C)

Z—r20

Ist auBlerdem w; # 0, so existiert ein § > 0 mit
Vz € Us(zo) N D g(z) #£0,

und

(Z) z— 20 @

Q |~

w1

(2) f,g stetig in zp = fg stetig in zp.
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20. Folgen, Reihen, Potenzreihen und Stetigkeit in C

20.4. Potenzreihen

Sei (an)22, eine Folge in C; 2 € C.

Dann heif3t

o0
Z an(z — 20)"
n=0

eine Potenzreihe.

Wie im eindimensionalen Fall (vgl. 4.3) zeigt man

Satz 20.4.
(1) Ist (\"/ |an|) unbeschréinkt, so konvergiert die Potenzreihe nur fiir z = 2.
neN
(2) Ist (\"/|an|> beschriankt und
neN
o0 := limsup V/|ay|
n—oo
so gilt:
(i) Ist o = 0, so konvergiert die Potenzreihe fiir alle z € C absolut.
(i) Ist o > 0, so konvergiert die Potenzreihe absolut fiir
1
|z — 20| < —
4
und sie divergiert fiir |z — zo| > é.

(Im Falle |z — z| = % ist keine allgemeine Aussage moglich.)

Setze:

0 falls {/|ay| unbeschrinkt
r:=q oo falls {/|a,| beschrinkt, o =0
% falls {/|an| beschrénkt, o > 0

r heif}t der Konvergenzradius der Potenzreihe.
D.h.:
e Ist r = oo, so konvergiert die Potenzreihe in jedem z € C.

e Ist r = 0, so konvergiert die Potenzreihe nur in z = 2.

e Ist 0 < r < 00, so konvergiert die Potenzreihe im (Inneren des) Kreises {z € C :

und sie divergiert fiir {z € C: |z — 29| > r}. (vgl. Abb. 20.1)
Beispiel 20.5.

(1) Sei w € C. Betrachte die geometrische Reihe Y w™:

n=0

n 1—nt!
, falls w # 1
Sp= Y W = I—w
" ; wicinR{n+1 falls w = 1
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20.4. Potenzreihen

Divergenz

e
Konvergenz

Abbildung 20.1.: Konvergenzradius, Konvergenz und Divergenz

o0
1
w <1 = Zw" ist konvergent mit Reihenwert T

n=0 B
oo
w]|>1 = Zw" ist divergent
n=0
(2) Speziell w = 3:
— [i\" 1 2 442 4 2
=-<1 = = = S = = -
] 72(2) 1-Z 2—i 4+1 55
(3) > Z7(=e*; vgl. Kapitel 15) , z € C
n=0
prg |Z|n e
ap = —, la,| = , an| ist konvergent mit Reihenwert el?l
| |
n! n! =
oo o0 Z"
= Z ap = Z — st absolut konvergent Vz € C
n!
n=0 n=0
a n o 2n S n o y2ntl R
(4) Genau so: 20 (-1)"- W(: cos z) und 20 (=" m(: sin z)

(5) Y e = > (e")” mit z =z +iy € C:
n=0

e =¢e"-(cosy+i-siny) =e"-e"¥

= |ef| =" |e¥] =e" = <|ez|<1<:>e”<1<:>m<0<:>Rez<O)

Also: Y e ist konvergent falls Re z < 0. Dann: Y e"* = %

1—e?
n=0 n=0

Ist D C C und (f,) eine Folge von Funktionen f,, : D — C, so definiert man die Begriffe punktweise
Konvergenz und gleichmiflige Konvergenz wortlich wie im eindimensionalen Fall (vgl. Abschnitte 8.1

und 8.2).

Wie im Eindimensionalen zeigt man:
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20. Folgen, Reihen, Potenzreihen und Stetigkeit in C

Satz 20.6.

(1) D, (f.) wie oben. Sind alle f, stetig auf D und konvergiert (f,) gleichmdiflig gegen f : D — C,
dann ist f stetig auf D.

o0

(2) Sei > an(z — z9)™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius » > 0, D := {z € C : |z — z| < 1}.
n=0
(D :=C, falls r = o0), und

f(z) = i an(z —z9)" fiir z € D.
n=0

Dann gilt:
(i) f ist stetig auf D.

(ii) Ist 7 > 0 mit 7 < 7, so konvergiert die Potenzreihe auf
D:= {z€C: |z2—2| <7} gleichmipig

(vgl. Abb 20.2)

e*, cos, sin sind stetig auf C.

Zo

gleichméBige
Konvergenz

Abbildung 20.2.: Potenzreihen konvergieren glm. auf kompakten Teilmengen des Konvergenzkreises

Zum Abschluss:

sinh 2z := % (ez - e_z) zeC

1

cosh z := 3 (ez + e_z) zeC
o3 h

fanh z i= S Z z€C, coshz #0
cosh z
o

fan z 1= 07 z€C, cosz#0

cosz
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21. Differentialrechnung im R"

21.1. Partielle Differenzierbarkeit

Beispiel 21.1. Sei f(z,y) := 222y fiir (z,y) € R

Fasst man fiir den Moment y als Konstante auf, so kann man f(x,y) nach z differenzieren. Diese
Ableitung wird mit

%(a@y) oder f.(x,y) oder D; f(z,y) bezeichnet.
x

Also im Beispiel:

of 3
%(ﬂm y) = 4xy

Entsprechend kann man z als Konstante auffassen und nach y differenzieren. Bezeichnung

g—fyf(m oder f,(z,y) oder Dy f(z,y)

Im Beispiel:

ﬂ a2 2
ay(ﬂc,y)—ﬁﬂcy

Beispiel 21.2. f(z,y,2) := 2%z + 3zyz. Dann:
of

of

Fy(xvyvz) = fy(xayvz) = D2 f(xvyvz) = 3xz

of 2

@(Lyaz) = fz(llf,y72) = D3 f(xvyaz) =z + 31’y
Stets in diesem Abschnitt: D C R" offen, f : D — R eine reellwertige Funkti-
on.
Sei zg = (201,%02,---s%0o,n) € D, sei h € R, h # 0, und e; der i-te Einheitsvek-
tor.

Da D offen, existiert 6 > 0 mit xzg + he; € D fiir 0 < |h| <.
(Beachte [[(zo + hei) — wo| = [[hesl| = |h] - [lei]| = [n] < 6)

f(.Z‘o =+ hez) = f(,1‘071, 0,255 L0,i—1, To,i + h, TO,i41s- -5 x()m)
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21. Differentialrechnung im R™

Definition 21.3. f heifit in xg partiell differenzierbar nach x;, wenn

i J (@0 + hei) = f(zo)

lim . existiert (in R)

Im Fall der Existenz heiffit der Grenzwert partielle Ableitung von f in xg nach x; und wird notiert als

of
(’“)xi

(zo) oder fi, (o) oder D f(zo)

Bemerkung 21.4. Im Fall n = 2 wird (wie vereinbart) hiufig (z,y) statt (z1,z2) geschrieben, im Fall
n = 3 héufig (z,y, z) statt (z1, z2,z3). Ensprechend werden die partiellen Ableitungen notiert:

of of of

fa fy7 f. oder %7 @7 g

Beispiel 21.5.
(1) f(z,y,2) =227 +yz + €*¥?
fm(xvya Z) = 4x + Yz - e’v®

fy(w,y,2) = 2 + 22 - ™*

f(w,y,2) =y +my-e

TYz

Nai%
N
—~
=
(e
=

o :v;cygf ($,y
Jww)s= {o Y =00

Fiir (x,y) # (0,0):

ya?+y?) —2z-zy  y*—a?y
(22 +y?)? (22 +y?)?

falz,y) =
Im Nullpunkt:

_h0_
f((0,0)+h}c;1) —f(0,0) _ f(h,O);f(O,O) _ h2+0; 0 =0 (—0fiir h—0)

= f in (0,0) partiell nach z differenzierbar und f,(0,0) = 0.

Genauso: f,(0,0) = 0.

Also: f ist iiberall (auf ganz R?) partiell differenzierbar, aber in (0, 0) nicht stetig.

(3) f(x,y) == Va2 +y? = [|(z,y)

(z,y) # 0:
2x x
folz,y) = SN = T
folz,y) = ——2
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21.1. Partielle Differenzierbarkeit

Im Nullpunkt:
F((0,0) + her) = £(0,0) _ f(h,0) = f(0,0) _ VAZ+02—0 _ |n| _ {1 fiir b > 0

h h h h —1 firh<0

konvergiert nicht fiir h — 0.

D.h. f ist in (0,0) nicht partiell differenzierbar nach x. (genauso: nach y)

Definition 21.6.

(1) f heiBt in xy partiell differenzierbar, wenn f in z partiell differenzierbar nach allen Variablen
T1,...,Ty ist.

(2) f heifit auf D partiell differenzierbar, wenn f in jedem zo € D partiell differenzierbar ist.

(3) f heiit auf D stetig partiell differenzierbar, wenn f auf D partiell differenzierbar ist und alle parti-
ellen Ableitungen fy,,..., fz, : D = R auf D stetig sind.

Bezeichnungen in diesem Fall: f € C*(D,R).
(4) Ist f in o € D partiell differenzierbar, so heifit

(fa1 (%0), fae(@0),- -, fo, (z0)) = (grad f)(zo)

der Gradient von f in xg.

Beispiel 21.7. f(z) = ||z|| = /27 + -+ + 22.
Fiir  # 0O:
fo () 2 i
x; xTr) = =
227+ +a2 |l
X1 Tn 1
= d =—=,..., 2= |=——"
@m0 = (- ) =

Definition 21.8. Die partiellen Ableitungen f,,..., fz, heiflen (sofern sie existieren) partielle Ablei-
tungen erster Ordnung.

Definition 21.9. Ist f auf D partiell differenzierbar nach z; und ist f,, : D — R in 2y € D partiell
differenzierbar nach x;, so heifit

(88% (gﬂfz)) (z0) = (far)s, (o) = (D;(D; f))(xo0)
0% f

:(958]' 3Z‘z

(zo) = feuz; (20) = (D;(D; f)) (o)

partielle Ableitung zweiter Ordnung (nach z; und x;).
Im Falle 7 = j schreibt man auch
of
Oz

(0) = faia: (x0) = (D7 f) (z0)

Entsprechend sind partielle Ableitungen hoherer Ordnung definiert. Schreibweise analog.

e e Crd C)))
3$1(3$3)23$2_37331 37333 875133 87152
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21. Differentialrechnung im R™

PBf o f
W - fxacya axTay - fyacaczxa:x

Beispiel 21.10. f(x,y,z) := xy*sinz
fo =12 sin z, foy =2ysinz, fpy. =2ycosz
f. = xy? cos z, foy =2xycosz, fiyo =2ycosz

Definition 21.11. Sei m € N. f heifit auf D m-mal stetig partiell differenzierbar, wenn alle partiellen
Ableitungen der Ordnung < m auf D existieren und auf D stetig sind.

Bezeichnung in diesem Fall: f € C™(D,R).
f heiit auf D unendlich oft (beliebig oft) (stetig) partiell differenzierbar, wenn

fe ) C™D,R) = C~(D,R)
meN

Satz 21.12 (Satz von SCHWARZ). Sei f € C?(D,R) (beachte: die 2. partiellen Ableitungen sind somit
als stetig vorausgesetzt.)

Dann gilt:

fxixj (‘TO) = ijxi ($0)

fiir alle g € D und fiir alle 7,5 € {1,...n}.

Korollar 21.13. Sei m € Nund f € C"™(D,R).

Dann ist jede partielle Ableitung von f der Ordnung < m unabhéingig von der Reihenfolge bei der
partiellen Differentiation.

Beispiel 21.14.

zy(w2—y2)
o) e T (@y) #(0,0)
fey {0 (z,y) = (0,0)
Fiir (x,y) # (0,0)

[y (:c2 — y2) + 212y] (LL‘2 + y2) — 2;L'2y (x2 — yz)

fm(x7y) = (£C2 +y2>2

Im Nullpunkt:

f((OaO)Jrhel) — £(0,0) _ f(h,0) — f(0,0) -0
h h

= £.(0,0) =0.
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21.2. Differenzierbarkeit und Stetigkeit

(= f ist auf D = R? partiell nach z differenzierbar.)

fw((oao) + h€2) - fm(ovo) fx(oyh) — fm(ovo) — l <_h3h2
h

h - h R4

> =-1 (- -1firh—0)
= f, in (0,0) partiell nach y differenzierbar, und f,,(0,0) = —1.
Analog: f ist auf D = R? partiell nach y differenzierbar und
[z (y* — 2%) + 2y%2] (v + 2?) — 2y%z (y? — 2?)
(y? +22)”

fij(xay) = -

fy(<0’0) + hel) B fy<070)
h
= f, in (0,0) partiell nach « differenzierbar, und f,;(0,0) = 1 # f,(0,0). (Aber f;, und fy, sind
nicht stetig in (0,0).)

=1

Zur Motivation des folgenden:

e () £(0.0)
f(m’y>‘{o+ (r,) = (0,0)

RN

ist auf ganz R? partiell differenzierbar, aber nicht stetig in (0, 0).

Wir suchen jetzt einen  Differenzierbarkeitsbegriff, —der  Stetigkeit (von  f)  impli-
ziert.

Zur Erinnerung: Sei I C R Intervall, xg € I, f: I - R

f in zg differenzierbar

lim f(zo+h) — f(zo) —a
h—0

< da e R

f(zo+h) — f(zo) —ah

& JaeR lim =0
h—0 h

o JueR lim |f(zo + h) — f(x0) — ahl -0
h—0 ||

Jetzt wieder: D C R" offen, f: D = R, xg € D.

21.2. Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Definition 21.15. f heifit in z¢ differenzierbar

[f (o +h) = f(zo) —a-h| _

& daeR"  lim =0
h—0 ||hH
hER™
& JaeRr lim L@ FN —J@)ah_,
h=0 17|
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21. Differentialrechnung im R™

Bemerkung 21.16.

R™ - R

(1) Ist @ € R™, so ist die Abbildung { hisa-h

fir h — 0.

} linear und somit stetig, insbesondere gilt: a-h — 0

(2) f differenzierbar in z¢ € D

< JaeR”  lim f(z) — f(@o) — a(z — xo)

@y [l — ol

=0

Satz 21.17. f sei differenzierbar in g € D. Dann gilt:

(1) f ist in xg partiell differenzierbar, und der Vektor a in der Definition der Differenzierbarkeit ist
eindeutig bestimmt, und

a = (grad f)(zo)

(2) f ist stetig in x.

Beweis:

(1) Sei a = (ay,...,an) ein Vektor, der die in der Definition fiir Differenzierbarkeit (von f in xg)
geforderten Eigenschaft hat. Das heifit: Fiir jede Folge (k:(k)) in R” mit Vk € N h(®) £ 0 und

hF) — 0 (fiir k — oo) gilt

keN

) LS (o +2W) — flag) —a-hW] 4
L) ] :

Sei (ag)ren Folge in R mit Vk € N o # 0 und o, — 0
Setze

) = ape; = (ag,0,...,0)
Also Vk h®) %0, h®) — 0 und somit L (h®)) — 0, d.h.

|f(xo + arer) — f(xo) — arar] k—oo

0
||

flxo + arer) — f(xo) — ka1 k-0
ag

N flxo + arer) — f(x0) koo
ag

0

ai

= f ist in zq partiell differenzierbar nach z1, und f,, (z¢) = a1
Analog andere Komponenten. = Behauptung.

(2) Setze

f(@o+h) — flzo) —a-h
17|

o(h) :==

(mit a aus Definition der Differenzierbarkeit)

Dann o(h) — 0 fiir h — 0 gemif Definition.
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21.2. Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Also
Flao +h) = fxo) +a-h+ bl - o(h) 2% f(ao)
0
- h—0 0

= f stetig in g
O

Definition 21.18. Sei f differenzierbar in z¢ und a der (eindeutige) Vektor mit der Eigenschaft in der

Definition der Differenzierbarkeit (21.15).
Dann heif3t

a=:f'(z0)  (€R")
Ableitung von f in xg.

Es gilt also nach Satz 21.17:

f differenzierbar in xy = f partiell differenzierbar in zo und
f'(x0) = (grad f)(zo)
Achtung:

e e P (@) #(0,0)
Jww): {0 (2,9) = (0,0)

ist partiell differenzierbar auf ganz R?, aber nicht stetig in (0,0), also nach 21.17 auch nicht differen-

zierbar in (0,0).
Beispiel 21.19. f(z,y) =z -y
= (grad f)(z,y) = (y,2)
Sei (z,y) € R2, h = (hy,hy) € R2\ {(0,0)}
_ H(@9) + (h,he)) — f(2,y) = (grad f)(z,y) - h

|(h1, ho)|l
(x4 hi)(y + h2) —xy — (yh1 + xhy)

B NCEYE

_ b
Vh3+ 1
hihy | [mha| _ 3 (h3 +h3) _1 B2 4+ B2 120
VIS VIR T R hE 2

= fist in (z,y) differenzierbar und f'(z,y) = (y, z).

Satz 21.20. f sei auf D partiell differenzierbar und die partiellen Ableitungen f,, ..

seien stetig in xg € D.

Dann ist f auch in zg differenzierbar.

(ohne Beweis)

fs. :D >R
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21. Differentialrechnung im R™

Definition 21.21. f heifit differenzierbar auf D, wenn f in jedem xg € D differenzierbar ist.
Korollar 21.22. f € C*(D,R) = f ist in jedem zo € D differenzierbar.
Definition 21.23. Sei m € N. f heifit m-mal stetig differenzierbar, wenn f € C™(D,R).

Definition 21.24. Sei I C R ein Intervall und g : I — R" eine Funktion, also g(t) = (g1(¢), ..., gn(t))
(firt e I) mit g; : I = R (fir j=1,...,n).

in tg € I differenzierbar in tg differenzierbar
g heifit | auf I differenzierbar = Vje{l,...,n}g; | auf I differenzierbar
auf I stetig differenzierbar auf I stetig differenzierbar

In diesem Fall: ¢'(to) := (gi (to), - . - ,g;(to))

Beispiel 21.25.
(1) g(t) := (cost, sint)

= ¢'(t) = (—sint, cost)

(2) g(t) :==a+t(b—a) firte[0,1); a,b € R" fest
= ¢{t)=(b1—ay, bo—as,...)=b—a

Satz 21.26 (Kettenregel, spezielle Form). Sei I C R Intervall, g : I — R™ sei differenzierbar in ¢y € I;
ferner gelte g(I) C D. f: D — R sei differenzierbar in xq := g(to).

Dann ist f og: I — R differenzierbar in ¢y, und

(fog) (to) = f'(9(to)) - ¢’ (to0)
= (grad f)(g(to)) - (91(to), - ... g, (t0))

= Z fz; (9(to)) - g (to)
=1

Beweis in allgemeinerer Form in Satz 22.8.

Satz 21.27. Sind f,h : D — R in zg € D differenzierbar, so ist auch af + Sh in z( differenzierbar
(o, B € R), und

(af + Bh) (o) = af'(z0) + BR (o)

(Beweis selbst)

Definition 21.28.
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21.2. Differenzierbarkeit und Stetigkeit

(1) Seien a,b € R™
Sla,b] :={a+t(b—a): t€[0,1]}
heilt Verbindungsstrecke von a und b.
(2) M C R™ heifit konvez, wenn gilt:
Va,be M Sla,b] C M

(vgl. Abb. 21.1)

(3) Seien g, ..., x, € R™;

S [1‘0, oo 0 ,.Z‘m] = U S [Z‘j_l,$j}
j=1

heifit Streckenzug durch x, . ..

(4) G C R™ heiit Gebiet, wenn gilt
i) G ist offen

ii) Va,b € G 3z, . .
(vgl. Abb. 21.3)

, T (vgl. Abb. 21.2)

Hrm €G zog=a, x, =0 Slxo,...

M konvex

|

M nicht konvex

Abbildung 21.1.: Konvexe und nicht konvexe Mengen

I

Zo

xs3

T2

Tyq

Abbildung 21.2.: Streckenzug

Satz 21.29 (Mittelwertsatz). f: D — R sei differenzierbar auf D. Es seien a,b € D mit S[a,b] C D.

Dann existiert ein € S|a, b] mit

Beweis: Setze g(t) := a + t(b — a) fir t € [0,1]. Dann ¢([0,1]) = S[a,b] C D. Setze ¢(t) :=
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21. Differentialrechnung im R™

Gebiet

3

b kein Gebiet

Abbildung 21.3.: Gebiet

flg()).

Nach Kettenregel: ¢ differenzierbar auf [0, 1] und

¢'(t) =" (9(t)) - g'(t) = f'(a+t(b—a)) - (b—a)

=f'(a+nb-a) (b—a)
~———
=:£€S[a,b]

Korollar 21.30. Sei G C R" ein Gebiet, und f, g : G — R seien differenzierbar auf G.
(1) f ist konstant auf G < Vz € G f/'(z) =0
(2) ff=¢g aufG & JceR f=g+c

Beweis:

(1) ,,<“ Seien a,b € G. Da G Gebiet, existieren xg,...,Tm € G, To = @, Tm = b, S[zg,...,Tm| C G.
Sei j € {1,...,m}.

Nach dem Mittelwertsatz 21.29 existiert ein &; € S[z;_1,x;] mit

flag) = f(xj—1) = f'(&) (x5 —x5-1) =0
=0

= f(z;) = flzj-1)
= fla) = f(zo) = f(21) = f(22) = - = f(zm) = f(b)
= f konstant

, = ist trivial.
(2) 77:>“: h::ffg = W =0auf G

(:») h konstant = Behauptung.
1

,<=" ist trivial.
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21.3. Die Richtungsableitung

21.3. Die Richtungsableitung

Jedes a € R™ mit |ja]| = 1 heifit auch Richtungsvektor oder Richtung.

Definition 21.31. Sei a € R™, |ja|]| = 1, und sei zp € D. Da D offen ist, existiert ein § > 0 mit
xo + ta € D fiir alle t € R mit |¢| < 6.

Setze g(t) := f(xg + ta) fir —0 < t < 0.

f hei3t in z¢ in Richtung a differenzierbar, wenn der Grenzwert

lim I (xo+ta) — f (x0)
t—0 t

(- 1y 20 =20))

In diesem Fall heif3t

8 _
8%:(%) o th_{% f (%o +tﬁ? f (%0)

existiert.

Richtungsableitung von f in z in Richtung a. (siche Abb. 21.4)

Abbildung 21.4.: Richtungsableitung

Beachte: Ist a = e;, so gilt

%(xo) = ;EJ;@O) (= fa; (20))

Existenz vorausgesetzt.

Beispiel 21.32.
(1) f(z.y) =2y + 1, 2= (0,0), a = J5(1,1)

f((070)+’f:) — £(0,0) :% [((’52)2 (\;5) +1> —1] — 2?55 2% 0

221



21. Differentialrechnung im R™

L. . . . . )
D.h. f ist in (0,0) in Richtung a = —=(1, 1) differenzierbar und a—flc(O7 0) =0.

V2
@) F(e,y) = { 7w @0 700
0 (z,y) = (0,0)
Sei a € R? mit ||a]| = 1, also a = (ay, az) mit a? + a3 = 1.

£((0,0) +ta) = f(0,0) _ f(ta) 1  (tar)-(taz) _ 1
¢ Tt Tt (a2t (ta)? ¢ "

Also: 2£(0,0) existiert & aja0 =0 © a€ {(1,0), (-1,0), (0,1), (0,~1)}

Beispiel 21.33.

- z;ryy4 (xay) 7& (an)
f(:my)-—{ + = (0 )

Behauptung:

(1) %(070) existiert fiir jede Richtung a € R?, ||al| = 1

(2) f ist in (0,0) nicht stetig, also insbesondere nicht differenzierbar.
Beweis:

(1) Seia € R? a = (a1,az2), a + a3 = 1.

f((0,0) +ta) — £(0,0)  f(ta) 1  (tar)(tas)®> a1a3 {—) o a; #0

t t t (ta))?+ (tag)*  a? +t2a3 =0(—=0) a1 =0
a2 0
= 92(0,0) existiert und ist = M @ 7 :
=0 (—> 0) a3 =0

(2) f(z,0)=0— 0= f(0,0) firz — 0
flz,Va)=3A0firz—0

Bemerkung 21.34.

f (o +t(_:)) — f(@o) _ _f(xo + (_t_)ta> — f(@0) t=0 _%(mo), falls %(ﬂco) existiert.

In diesem Fall also

Satz 21.35. Sei f differenzierbar in zy € D.

(1) Fiir jedes a € R™ mit ||a|| = 1 existiert %(wo), und

% (o) = (grad )(w0) @
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21.4. Der Satz von TAYLOR

(2) Sei (grad f)(zo) # 0 und ag := {E2GHES (= [|ao]| = 1).

= [l(grad f) (o)l
Dann gilt:
of of of
YV acr® — (@) < — (o) < — (@
‘|{1€‘£1 0(—a)( 0) 80,( 0) 8&0( 0)
a#ag
a#—ag

,Der Gradient zeigt in Richtung des steilsten Anstieges von f im Punkt xg.“

Bemerkung zu (1): Sei f wie in 21.33.
grad £(0,0) = (0,0) = grad £(0,0) -a Va € R?

Aber fiir a = 12(17 1) gilt %(0,0) = % # grad f(0,0) - a

S

Beweis:

(1) Sei a € R™, |la]| = 1. Dann existiert ein 6 > 0 mit zg + ta € D fiir |¢| < J. Setze g(t) := f(xg + ta)
fiir |t] < 6.
Dann gilt nach der Kettenregel:
g differenzierbar in 0, und ¢’(0) = f'(zo) - a = grad f(xo) - a.
Also nach Definition der Richtungsableitung:
%(mo) existiert und = ¢’(0) = grad f(x¢) - a.

(2) Sei a € R", ||la|]| =1, a # +ag. Dann

0
L (a0)

= |gradf(wo) . a| < ngad f(xo)H - lal]
1) *) \_/1“

(*) Da grad f(z) und a linear unabhinig sind (< a # %ap), gilt strenge Ungleichung.

grad f (zo) [ = gred f(zo) -

f
erad f(z0) (o)

of
= ‘aa(zo) 0 & dag

< |lgrad f(zo)|| = grad f(xo) -

O

21.4. Der Satz von TAYLOR

Im folgenden sei f € CP*1(D,R). Fiihre folgenden Formalismus ein:

V= ﬁ, ce i symbolischer Vektor, , Nabla—Operator*
a$1 83;‘”
0 0
Vha0)i= () oo (e ) = (ared ) oo

Sei h = (hi,...,hn) € R,

0 0 0
h-Vi=hi— +hyg— +---+hyp—o
v 131‘1+ 23I2+ + 395”
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21. Differentialrechnung im R™

of of

((h V) f)(wo) = h18731($0) +-- hn@(mo)
o _(, 9 9 9 9
(h-V) = (hlaml +--+h, an) <h18m1 + o+ hy, 3xn>

ij=1

5. (p. 90 0N (9 9 9 0
(h- V)" = (hl 0x1 +othn oxy, i o0x1 tot b ox, In o0x1 todhn o0xy,

09 e 5 w2

i,7,k=1

Entsprechend allgemein:

(h-V)*  firke{l,...,p+1}

(090" 1) (o) = Z iy < hig - AR E—

/L
* 0z, Oxy - Oy,

Satz 21.36 (Satz von TAYLOR). Sei f € CP*1(D,R), 2o € D und h € R" so, dass S [z, 7o + h] € D.

Dann existiert ein £ € S [zg, 2o + h] mit

Flzo +h) = F(@o) + (k- V) £ (@o) + o5 (- V) £) (a0)

2!
1 D 1 p+1
+...+H((h.v) f)(x0)+(p+1) ((h V)Pt f) (©)
=:R(zo,h)

Weiter gilt fiir das ,, Restglied“

1
1
R(zo, h —/1—3 h V)p+1f] (xo + sh) ds
0

%..

Beweis: Riickfithren auf 1-dimensionalen TAYLORschen Satz mittels g¢(¢t) =  f(zo +
th). O
Spezialfall p = 1, also f € C%(D,R).

Definition 21.37.
(1) Sei

aipz -+ Qin
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21.4. Der Satz von TAYLOR

eine relle n x n-Matrix. Die Abbildung x — (Ax) - = heifit die zu A gehorende quadratische Form.
Ist « = (21,...,2,), dann gilt fiir die quadratische Form von x:

n
= (Az) -z = Z @3B

1,7=1
(2) Fiir x € D setze
foiz (@) 0 frrz, (@)
Hi@=|
fenz () 0 frpz, (@)

Diese Matrix heifit HESSE-Matriz von f im Punkt .

Da nach dem Satz von SCHWARZ (21.12) und f € C?*(D,R) gilt fo,0, = fora,, ist Hy(z) eine symme-
trische n x n—Matrix.

Fir h € R™ und zg € D gilt also
(-9 1) @o) = D7 hihs -« foua, (w0) = ((Hy(wo)) ) - b

—

ij=1
! (Hy(20))is

Definition 21.38. Sei A symmetrische n x n-Matrix.

positiv definit
negativ definit

‘ = Ve e R"\ {0} (Az)- -z

>0
<0

A indefinit & Jzr,y e R"\ {0} (Az)-2>0, (Ay)-y <0

Achtung: Es gibt Matrizen, die weder positiv/negativ definit noch indefinit sind, z.B. die Nullma-
trix.

Satz 21.39. A sei symmetrische n x n-Matrix. Dann gilt:

positiv definit

(L) A it negativ definit

<0

‘ < Alle Eigenwerte von A sind ‘ - ‘

(2) A ist indefinit < Es gibt Eigenwerte A, u von A mit A > 0, p < 0.
(3) Sei n =2, also

A— (au (112) (Hllt ag1 = CL12)

a21 A22
Dann gilt:

A positiv definit < [det A>0 und a11 > O}

A negativ definit < [det A>0 und a1 < O}

A indefinit < det A <0

Beweis: siehe Lineare Algebra g
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21. Differentialrechnung im R™

Definition 21.40. f: D — R hat in g € D ein lokales M?X.Imum ‘
Minimum
f(x) < f(zo)
& J6 > 0Vx e U,
@ € Us(wo) ' F(z) > (o)

f hat in x( ein lokales Extremum :< f hat in z( ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum.

Satz 21.41. f: D — R sei in 29 € D partiell differenzierbar und habe in xg ein lokales Extremum.

Dann gilt:

grad f(zo) =0

Beweis: f habe in 1z ein lokales Maximum, also existiert ein § > 0 mit Us(zg) C D
und

Vo € Us(zo) f(x) < f(xo)

Somit: zg + te; € Us(xp) fiir alle t € R, |¢| < 4§, also
V[t| <6 f(zo +ter) < f(zo)

D.h.
g:(=0,0) = R, t = g(t) := f(xo + ter)

hat in t = 0 ein lokales Maximum.

flzo+ter) — flzo) _ OF

= ! = 1 =
=, 0=9¢(0)=lim " 5, (%0)
Analog: %(mo) =0Vj € {2,...n}, analog lokales Minimum. O
Bemerkung 21.42. Ist a € R, ||a]| = 1, und existiert g—i(xo), so folgt aus den Voraussetzungen des

Satzes 21.41 auch %(zo) = 0.

Satz 21.43. Es sei f € C?(D,R), zg € D, (grad f)(zg) = 0. Dann gilt:

(1) Ist Hy(x) positiv definit, so hat f in x ein lokales Minimum.

(2) Ist Hf(xo) negativ definit, so hat f in z( ein lokales Maximum.

(3) Ist Hy(xo) indefinit, so hat f in x kein lokales Extremum. (vgl. Abb. 21.5)

positiv definit

) Tt 5] | oty et

, dann gilt:

positiv definit

36 >0 Ué(l‘o) C D und V¢ € Ug(:l?o) Hf(f) ist it e

(5) Ist Hy(xo) indefinit, dann gilt:
Jz,y e R", 6 >0 Ve Us(zo) (Hf(§))x)-x>0und (Hf(€))y) y<O0

(z und y sind fiir die gesamte Umgebung gleich.)
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21.4. Der Satz von TAYLOR
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Abbildung 21.5.: Sattelfliche ohne Extremum in (0,0) trotz (grad f)(0,0) =0

Beweis:
(1) Sei Hy(zo) positiv definit.
= VheR"\ {0} ((h- V) f) (w0) = (Hy(zo))h) - b >0
Da f € C?(D,R), existiert ein § > 0 mit
Yz € Us(wo) ((h V)2 f) (z) > 0

Sei x € Us(xo), © # o, h 1=z — x, also x = xg + h, h # 0 und sei auflerdem ||h|| < §. Dann gilt
nach dem TAYLORschen Satz 21.36 (beachte x € Us(xo), S[zo,x] C Us(xo) C D; vgl. Abb. 21.6):

f@) = f(zo) + ((h - V) f)(x0) + R(xo, )

mit

R(a,h) =

N =

1
/(1—5) [(hV)zf} (xo + sh) ds >0
0 €Us(z0)

>0
= f(x) > f(o)
= f hat in ¢ ein lokales Minimum. (wegen = € Us(zo) beliebig)
(2) analog.
(3) hier weggelassen. (Idee: Wéhle h als Eigenvektor, je einen grofier und kleiner 0.)
(4) (ohne Beweis)

(5) (ohne Beweis)
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21. Differentialrechnung im R™

D

Abbildung 21.6.: Skizze zum Beweis des Satzes 21.43

Beispiel 21.44. D = R?, f(z,y) := 2% — 122y + 8°.

fo=322 - 12y, f, = —12z + 24y?
facoc = b, f’yy = 48y
f:vy =12

= grad f = (3x2 — 12y, — 122 + 24y2) ,
6 —12
Hy= (—12 48y)
Also
(grad f)(z,y) = (0,0) & 2 =4yund —x+2y*> =0

[L‘2

& y:Zunda::Qy2
2 2\ 2 4
@y—iundz—2<x4> :%

=0 oder z=2
< (z,y) =(0,0) oder (z,y) = (2,1)

(zwei Kandidaten fiir relative Extrema; andere gibt es sicher nicht nach 21.41)

H(0,0) = (_012 _012> ; det Hy(0,0) = —144 < 0

= H{(0,0) indefinit s f hat in (0,0) kein lokales Extremum.

Hy(2,1) = (_1122 ;?) . detHp(2,1)=12-48—12-12>0

H{(2,1) pos. definit

= f hat in (2,1) lokales Minimum.
2143
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22. Differentialrechnung fiir vektorwertige
Funktionen

22.1. Aligemeines

Stets in diesem Abschnitt D C R™ offen, f : (f1,-.-,fm) : D — R™ wvektorwertige Funkti-
on.

Definition 22.1.
(1) f heiit auf D p-mal stetig differenzierbar (notiert als f € CP(D,R™)), wenn

vje{l,...,m} f;i:D—R

p-mal stetig differenzierbar ist (d.h. f; € C?(D,R))

(2) Sei zg € D und f; sei partiell differenzierbar in x¢, es existiert also

(grad £)(o0) = (G2 ) G2 a0)) G = Loowem)
Setze dann:
_of _O(frsee s fm)
Jf(xO) T %("Eo) = m(xo)
(grad f1)(zo)
.
@) - F(w)
%T‘(mo) %:l(xo)

Diese Matrix heifit Funktional- oder JAKOBI-Matriz von f in xg.

Im Fall m = n ist Jy(x¢) quadratisch; die Determinante det Jy(zo) heifit dann Funktional- oder
JAKOBI-Determinante.

Definition 22.2. f heiflt in z( differenzierbar, wenn eine m x n—-Matrix A existiert mit

f(zo+h) = f(zo) — Ah

AT Tl =0 (22-])
o lim f(x) — f(wo) — A(x — 20) —0

= % — o]
o @) = fa) — A=)

= & — ol
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22. Differentialrechnung fiir vektorwertige Funktionen

o i M@0+ ) = Fwo) = ARl _

0
h—0 It

Bemerkung 22.3.
(1) Im Fall m = 1 erhalten wir die alte Definition. Im Fall n = 1 auch.

(2) Ist A eine m x n—Matrix, so ist die Abbildung
R* — R™
h +— Ah
linear und somit stetig. Insbesondere gilt Ah — 0 fiir A — 0.

Satz 22.4. Sei zg € D.
(1) Sei f differenzierbar in zy. Dann ist f stetig in xo.
(2) f ist differenzierbar in zy < Vj € {1,...,m} f; differenzierbar in .

In diesem Fall ist die Matrix A in (22-1) eindeutig bestimmt, und es gilt

A= Jf(il?o)

Definition 22.5. Ist f differenzierbar in xg, so heifit die Matrix A in (22-i) (eindeutig!) die (erste)
Ableitung von f in zg und wird mit f’(zg) bezeichnet. Es gilt dann nach dem Satz

Fan) = Jy(ao) (= G to0))

Beweis:
(1) Wie im Fall m = 1. (siehe 21.17 (2))

(2)

»= Sei A eine m x n-Matrix, fiir die (22-1) gilt. A = (a;x), o(h) := f(xo + h) — f(xo) — Ah fiir
h e R™

Dann wegen Differenzierbarkeit:

Q(h) h—0 0
([

Sei 0 =: (01,-..,0m); dann gilt
0j(h) := f(zo +h) = fi(wo) = Y ajuhn
k=1
Setze a; := (aj1,...,a;,) (j-te Zeile von A).

= 0j(h) = fi(xo +h) — fi(x0) —a;-h
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22.1. Allgemeines

und nach Obigem:

Qj(h) h—0 0
172
= f; in x differenzierbar, und a; = (grad f;)(zo). Dies gilt fiir alle j; daher
a rad f1(x
[ [ e = 2
=1 | T : = JfTo) = 5 \To
A grad fo,(xo)

Jedes f; sei in zq differenzierbar.

= Vje{l,...,m} r;(h):= fj(xo+h) — fj(zo) — (grad f;)(zo) - h

Dann Vj Tﬁ,(l’ﬁ) — 0 fiir b — 0.
Setze
( - _ﬂ( . gradfl(xo)
ri=1rsy, sTm ), Oz Zo .
grad fon (o)
of
= r(h) :f(onrh)*f(fo)*%(fo)'h

und T\(’?H) —0firh—0

= f differenzierbar in z¢, und f’(z¢) = g—i(xo)

O

Korollar 22.6. Existieren alle partiellen Ableitungen gTi auf D und sind stetig, so ist f auf D diffe-
renzierbar.

Beweis: 21.17 = alle f; differenzierbar auf D. 224 = f differenzierbar auf D.
O

Beispiel 22.7.
(1)
P 2 2 z+y
x,y) = (xz°+y°, e , X
flzy) = (2" +y%, | y )
fi(ey)  F2@9) fi(y)
Alle partiellen Ableitungen sind stetig auf R? = f ist differenzierbar auf R?, und

20 2
Flz,y) =3 =gy = by et
(z,y) vy o

(2) Sei f:R™ — R™ linear, also f(x) = Az mit einer m x n-Matrix A.
Dann gilt fiir alle g € R™ und h € R™:
f(zo 4+ h) — f(zo) — Ah = A(zo + h) — A(xg) — AL =10

Insbesondere

f(zo+h) — f(zo) — Ah
[

= f differenzierbar in xg, und f’(z¢) = A.

h—0

=0 0
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22. Differentialrechnung fiir vektorwertige Funktionen

Satz 22.8 (Kettenregel). Sei D C R™ offen, E C R™ offen. f : D — R™ sei differenzierbar in zy € D.
Ferner gelte f(D) C E. g : E — RP sei differenzierbar in yo := f(xo).

Dann ist go f : D — RP differenzierbar in zq, und

(90 ) (z0) = ¢ (f(x0)) - f'(xo0)

Beweis:
B:=g¢'(y0) = ¢'(f(z0)) (p x m-Matrix)
A= f(x0) (m x n-Matrix)

h:=gof:D—RP

h(z) — h(zg) — BA(x — x0)
[l — 2ol

o(x) =

(zeigen: o(x) — 0 fiir x — xo).

Dann fiithre Hilfsfunktion ein:

{g(y) —9(yo) — B(y — vo)

fiir y # yo
Iy — ol

0 fir y = yo

g(y) =

Dann, da g differenzierbar in yo und ¢'(yo) = B, ist g stetig in yp.
Ferner f stetig in zg.
= go f stetig in xg
= 9(f(@)) = g(f(x0)) = g(yo) = 0 fiir x — xo.
Daher
h(x) = h(zo) = g(f(x)) — g(f(20))
= B(f(z) = f(z0)) — ||f () = f(z0)[| - §(/ (x))

B(f(x) = f(xo)) + |1/ (x) = f(zo)ll - 9(f(x)) — BA(x — x0)

= el2)= Iz = zol
|z — 0| |2 — 2ol ——
c—en %50

0

Bleibt zu zeigen: W beschrankt fiir « in einer J-Umgebung von zg.

1f(x) = flo)ll _ £ (=) = flzo) — Az — w0) + Al — o) ||

|z — ol |z — 0|
< | f(z) — f(xo) — Alx — z0)| + | A(z — x0)]|
= lz — o] Iz — o]
il NN <[|All

Wichtiger Spezialfall: p = 1, d.h. g reellwertig.
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22.2. Implizit definierte Funktionen

Unter den Voraussetzungen des Satzes 22.8 gilt dann

(9o f) (z0) = g'((f(z0)) - f'(z0)
—_——

=grad(gof)(zo)

4 _ 99 9f1 dg 0
371(90 f)(o) = 871/1(‘]{(%))871(960) + @(f(xo))  J, (@0)
* * 6(2?n (f(ir()))ngn:(x())
9 f1 0 A fs
(90 9)m0) = 5 (o) 51t w0) + 52 (1(00) - 512 0)

22.2. Implizit definierte Funktionen

Motivation: Sei f(x,y) Funktion von 2 Variablen, f reellwertig.
Untersuchungsgegenstand: Gleichung f(x,y) =0
Frage: Kann man die Gleichung f(x,y) =0 ...
— nach y auflosen (~ y = y(z))
— eindeutig auflosen
— lokal* eindeutig auflosen
Beispiel 22.9.
(1) f(z,y) = 22% + 3y ((z,y) € R?)
fla,y) =0 & y=—32°
= eindeutig nach y auflésbar (vgl. Abb. 22.1)
(2) flzy)=2"+y*+1
= f(z,y) = 0 hat keine Losung.
3) flz,y) =2" —y* +1
flz,9)=0 & y¥*=2+1 & y=4+Va2 +1
auflosbar nach y, nicht eindeutig, wohl aber ,lokal“ eindeutig. (vgl. Abb. 22.2)
4) flzy)=2"—y°
flz,y) =0 & y=+x

in (0,0) nicht ,lokal“ eindeutig auflésbar. (vgl. Abb. 22.3)
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22. Differentialrechnung fiir vektorwertige Funktionen
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Abbildung 22.3.: f(z,y) = 2% — y?, y = +x (nicht ,lokal* eindeutig auflésbar in (0, 0))
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22.2. Implizit definierte Funktionen

Im folgenden sei D C R™*? offen und f : D — RP stetig differenzierbar.

Frage: Kann die Gleichung f(z,y) = 0 (mit (z,y) € D, wobei x € R", y € RP) nach y aufgelost
werden?

Bezeichnungen: fir (x,y) € D, z = (z1,...,2Z2), y = (Y1,...,yp) (also (z,y) =
(@1, Zny Y15, Yp)):
of ... A Oh ... 8f
of 1 dzn  Oy1 Yy
ww) Nop, | om0, . on
oz, Oy 6?!1 8yp
of of
ox oy
Also
ofr ... Oh oh ... oh
of [T of | m
9 Aoy, | on W o . oen
oz Oy, y1 9yYp

Sei nun (zg,yo) € D mit f(zg,y0) = 0.

Frage: Gibt es eine Umgebung U C R™ von xy und eine Umgebung V' C R? von yy und eine Funktion
g:U — V mit g(xg) =yo und f(z,g(x)) =0 firr alle x € U?

(Man sagt dann: Durch die Gleichung f(z,y) = 0 ist implizit die Funktion y = g(z) defi-
niert)

Satz 22.10 (Satz iiber implizit definierte Funktionen). D C R™*? offen, f : D — RP stetig differenzier-
bar auf D. Es sei (z9,yo) € D mit f(zo,yo) = 0. Es gelte:

0
o1 (x0,y0) sel invertierbar

dy

Dann gibt es eine offene Umgebung U C R"™ von x, eine offene Umgebung V' C RP von yo mit UxV C D
und genau eine Funktion g : U — V mit folgenden Eigenschaften:

(1) g(l’o) = Yo, Ve e U f(x,g(x)) =0
(2) Vocy [f(z,y) =0 = y=g(z)]

Weiter gilt fiir dieses g:

(3) g ist auf U stetig differenzierbar, und g—?’;(m, g(x)) ist invertierbar fiir alle z € U und es gilt
—il
et o) = (L)) L)

(siche auch Abb. 22.4)

(ohne Beweis)

Dabei (Nachtrag):
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22. Differentialrechnung fiir vektorwertige Funktionen

RP

i {(z,y) : f(z,y) = 0}
|

i) R”
N~ 7/
U

Abbildung 22.4.: Lokale Eindeutigkeit und Invertierbarkeit

Definition 22.11. U C R” heifit Umgebung von xy € R™, wenn z( innerer Punkt von U ist.

& 3>0 Us(ao) CU

Beispiel 22.12.
(1) D=R?=RY! (dh.n=p=1), f(z,y) :==2> —y* + 1
Dann: %(I,y) = 2z, g—]yc(:c,y) = —2y. (vgl. Abb. 22.2)
(%0, y0) := (0,1); dann %5(3007y0) = —2#0, d.h. die 1 x 1-Matrix %i(xo,yo) ist invertierbar.

22.10 = Es existieren Umgebungen U von 2o =0 und V von yg =1 und g : U — V mit
f(z,g(x)) =0 firale z €U

(In diesem Beispiel sehen wir, dass etwa U := R, V := (0,00) gewihlt werden kann; der Satz gibt
dies nicht her.)

Nach (3) gilt ferner:

s == (o)) ) =2

—_—— —
=—2g(x) =2

In diesem Beispiel wissen wir (aber nicht aus dem Satz):

g(z) = Va2 +1

2z T
= ¢'(v)= = wie vom Satz behauptet

222 +1  g(x)

(2) D=R? =R (dh.n=p=1), f(z,y) ==y + zy? — ™

Nun ist keine geschlossene formelméBige Auflésung von f(z,y) = 0 nach y méglich.
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22.2. Implizit definierte Funktionen

Etwa (xO?yO) = (05 1)7 also f<x07y0) =0

af 22 Ty 8f o zy
ax(‘r7y)_y —yer, ay(ﬂﬂ,y)—1+2xy xe

= %(Cﬂoayo) =1#0

22.10 = Es gibt Umgebungen U von zp = 0 und V von yy = 1 und genau ein g : U — V mit

Ve eU f(z,9(x)) =0 und g(0) =1

und ...
Also:
VeeU g(z) 4 zg(z)? — 9@ =0
Ferner
B ;)
wwet oo = (G eow) o)

_ _g(@)e® — g(x)?
1+ 2zg(x) — ver9(@)

= Insbesondere ¢'(0) = 1

Satz 22.13 (lokaler Umkehrsatz). D C R™ sei offen, f : D — R™ sei stetig differenzierbar, o € D.
f'(z0) sei invertierbar.

Dann existiert eine offene Umgebung U(zg) mit:
(1) f(U) ist offen.
(2) f|U ist injektiv, Vo € U f’(z) invertierbar

(3) (f|,)"": f(U) = U ist stetig differenzierbar, und

(1)) @ = [ (1) @)] fiwalle y e £©)

Beweis: Setze F(y,z) = y — f(z) VY(zr,y) € D x R™ (vertauschte Rollen von z und
y)

Will die Gleichung F(y, ) = 0 lokal eindeutig nach = auflosen.
Mit yo := f(z0) gilt in der Tat F(yg,z¢) = 0; ferner

oF
—(z0,y0) = —f'(z0) invertierbar

Ox

Nach 22.10: Es gibt Umgebungen V von g9 und U’ von zp und genau ein ¢ : V — U’
mit

VyeV F(y,g(y) =0 sowie g(yo) =zo und ...

= eV flgw))=y = 9=,
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22. Differentialrechnung fiir vektorwertige Funktionen

Ferner nach 22.10

—1
VyeV 4'(y)=- (g(y,g(y))> -%(%g(y))

=—f"(9(v)) =I

=7 (Ul w)]

SchlieBlich U := g(V) Cc U’, dann f(U) =V offen.

Ferner

U= (f|,) " (V) offen
—
stetig ~ offen

Definition 22.14. f lokal injektiv auf D

& Vz € D 3U C D Umgebung von z : f‘U injektiv

Beispiel 22.15.
(1) D:=R? f(x,y) = (xcosy, wsiny)

N f,(x’y):<cosy —xsiny)

siny xcosy
= det f'(z,y) ==
Etwa fiir (xo,y0) := (1, g) gilt det f'(zo,y0) =1#0 = f'(x0,y0) invertierbar.
22.13 = Es existiert eine offene Umgebung U C R? von (1, Z) mit
f:U — f(U) bijektiv, f(U) offen,
(f|U)71 : f(U) — U stetig differenzierbar,
-1\’ ~1 -l
(1)) W=7 ()" w)] firye f@)
—_——
(1)
Insbesondere:

()™ veo)=[r () Cam)]

(2) D=R? f(z,y) = (e" cosy, e”siny)

’ __ [e®cosy —e®siny
= flz,y) = (ef”siny e”%osy)

= det f'(z,y) = e” #0 fiir alle (z,y) € R?
22.13 = f ist auf R? lokal injektiv.
Aber: f ist nicht injektiv, denn etwa

f(z,y) = f(x,y +2n) fiir alle (z,y) C R?
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22.3. Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

Korollar 22.16. D C R" offen, f € C*(D,R"), es gelte Vo € D f’(x) invertierbar. (22.13 = f lokal
injektiv)
Dann: f(D) C R™ offen.

Beweis selbst.

22.3. Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

Beispiel 22.17. Gesucht ist dasjenige Rechteck, das unter allen Rechtecken mit Umfang 4 den gréfiten
Flédcheninhalt hat. Es ist also die Funktion

f(z,y) =« -y (Flicheninhalt)
zu maximieren unter der Nebenbedingung
h(z,y) :=2(x+y)=4
[Losung: h(z,y) =4 = y =2 — x; also ist f(z,y) = (2 — x) zu maximieren ohne Nebenbedingung.
= =1 = y=2-z=1 = Quadrat]
Definition 22.18.
Sei D C R" offen, pe N, p<n. f € CY(D,R), h € CY(D,RP), T := {z € D: h(x) =0}

Wir sagen, dass f in g € D ein lokales %?;Z:;g;n unter der Nebenbedingung h = 0 hat, wenn x¢ € T'
und
f(x) < f(xo) ‘
36 > 0Vx € Us(zo) NT
swn | {0510

Satz 22.19 (LAGRANGEsche Multiplikatorenregel). D, f,p,h,T seien wie in obiger Definition. Es sei
ferner h =: (h1,..., hy).

Falls f in g € D ein lokales Maximum oder Minimum unter der Nebenbedingung h = 0 hat und falls

rg b’ (z0) = p,
~——
pXn

so gibt es A1, ..., A, € R (LAGRANGE-Multiplikatoren) mit

(grad f)(z0) = Y- A+ (gradhi)(@o) (= (Ary-os ) - 1 (20))
i=1

(ohne Beweis)

In obiger Gleichung haben wir n (skalare) Gleichungen; dazu: p (skalare) Gleichun-
gen

hi(zo) = ha(xo) = -+ = hp(x0) =0

= n+p Gleichungen fiir n+p Unbekannte zg = (201, ..., Ton) und A1,..., Ap.
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22. Differentialrechnung fiir vektorwertige Funktionen

Beispiel 22.20. (n=3,p=2), D =R3
f(@,y,2) =2 +y+z

Nebenbedingung:

(2?2
h(x7yvz) T < l‘—f—Z— 1
dh. T ={(z,y,2) €R3: 2?2 +9?> =2 v +2=1}
Aufgabe: Bestimme max und min von f auf der Menge T', d.h. unter der Nebenbedingung h = 0.

22 +y? =2, also |z |yl < V2

Fiir (z,y,2) € T gilt
(@y,2) & {erz—l, also |z| — [1 —z| <142

= T ist beschrankt, T ist abgeschlossen = T ist kompakt.

Nach 19.9 existieren also a,b € D mit

fla) =max f(T),  f(b) = min f(T)

) Maximum
d.h.: f hat in Minimum

ein (lokales) unter der Nebenbedingung h = 0.

a
b
/ (2 2y O
h(xayvz)_<1 0 1)
Fiir (z,y,2) € T gilt insbesondere 2% + y? = 2, also (z,y) # (0,0).
= I‘gh/($,y,2) =2=p.
AuBerdem grad f(z,y,2) = (1,1, 1).
22.19 = (1,1,1) = M\ (22,2y,0) + A\2(1,0,1) fiir (z,y,2) = a oder (z,y,2) = b. Also:
1 =2 x+ Ao

= ly==+v2 <A1:1L>

D.h. 22.19 liefert

a,be {(0,v2,1), (0,—v2,1)}

F0,+£v2,1) = +v2 41
(

max f(T) = f(a) = V2 +1, a = (0,v/2,1)
min f(T) = f(b) = —v2+1, b= (0,-v2,1)
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23. Integration im R"

23.1. Das RiEMANN-Integral

Sind [a1,b1], [a2,b2],...,[an,by] C R kompakte Intervalle (a; < b; fir j = 1,...,n), so
heif3t
I :=[aq,b1] X [ag,b2] X -+ X [an, by]
ein kompaktes Intervall oder kompakter Quader im R™. (vgl. Abb. 23.1)
b !
T
ag > T
T N— |
ai T by
Abbildung 23.1.: kompakter Quader und Teilintervall
1] 2= (b — 1) - (b2 — a2) -+~ (b — )
heift Inhalt von I.
Sei I wie oben und fiir alle j € {1,...,n} sei Z; eine Zerlegung von [a;, b;].
Dann heif3t
J =71 XLy X+ XLy,
eine Zerlequng von I.
Ein zu Z gehorendes Teilintervall von I hat die Form Ty x Ty X --- x T),, wobei fiir alle j € {1,...,n}

T; ein zu der Zerlegung Z; gehoérendes Teilintervall von [a;, b;] ist.

Sind nun Iy, ..., I, sdmtliche zu Z gehorenden Teilintervalle von I, so gilt:

LUuLU---Ul, =1

m
und |I| = > |1k
k=1
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23. Integration im R"

Definition 23.1. Sei I wie oben und f : I — R beschrdinkt. Z sei eine Zerlegung von I und I, ..., I,
seien die zu Z gehorenden Teilintervalle von I.

Setze Vk € {1,...,m} my :=inf f(I;), My :=sup f(I;) (existieren, da f beschrinkt)

Definiere

m
sp(Z) = ka - | g Untersumme
k=1
S¢(Z) = ZMk - T Obersumme
k=1
Ist Z eine weitere Zerlegung von I, so heiBt Z Verfeinerung von Z, wenn Z D Z.

Wie im eindimensionalen Fall (vgl. 10.3) zeigt man:

Satz 23.2. I, f wie oben. Z und Z seien Zerlegungen von I. Dann gilt
(1) Falls Z Verfeinerung von Z, dann

s1(2) < s(2),  84(2) 2 54(2)

(vgl. Abb. 23.2)
(2) s£(2) < S¢(2)

Abbildung 23.2.: Ober— und Untersummen im R"
Aus 23.2 folgt
spi=sup{ss(Z): Z Zerlegung von I} < S;(Z) fiir jede Zerlegung Z von I

= s; < Sp:= inf{Sf(Z) . Z Zerlegung von I}

unteres

oberes (RIEMANN-) Integral von f iiber I.

‘ heifit

Sf
Sy

sp= [f@dn, 8= ff(x) da

1
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23.1. Das RIEMANN-Integral

Definition 23.3. I C R™ kompaktes Intervall, f : I — R beschriankt.

f heifit (RIEMANN-) integrierbar dber I, wenn

7[f(x) dz = ff(:c) dz

In diesem Fall heif3t

/f(ac) dr := ?[f(ar) dr = ff(x) dx

das (RIEMANN-) Integral von f dber I.

Wie im eindimensionalen Fall zeigt man:
Lemma 23.4. I C R" kompaktes Intervall, f : I — R beschrénkt.
(1) Gilt A< f < B auf I mit A, B € R, so gilt:

A-|I|gy[f(x)dngf(x)dx§3~|l|.
I I

(2) Ist Z eine Zerlegung von I und sind Iy, ..., I,, die zu Z gehorigen Teilintervalle von I, so gilt

y[f yar =3 [1)a

.71]

ff )= f @) au

.71]

Weiter wie im Eindimensionalen (vgl. 10.5):
Definition 23.5.

R(I):={f:I— R: fist RIEMANN-integrierbar iiber I'}

Satz 23.6. Seien f,g € R(I); a, 8 € R. Dann gilt

(1)
/(af()+ﬂg ﬂ:*a/f d:c+f)’/

I

(d.h. insbesondere gilt af 4+ Bg € R(I)). Also ist R(I) ein R-Vektorraum, und [; : R(I) — R ist
eine lineare Abbildung.

(2) Falls Vx € I f(z) < g(x), so gilt:

/f(m) dx < /g(m) dx
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23. Integration im R"

(3)

[ @) < (suplt@): wen)-11

I

(4) Ist I = I, U I5, wobei Iy, I kompakte Intervalle mit [I; N I3| = 0 (I3 N Is ist kompaktes Intervall),
so gilt f|, € R(I), f|,, € R(I2), und

/f dxf/<f|l) d:c+/(f|I d:cf/f d:r+/f

(5) RIEMANNsches Kriterium: Sei h : I — R beschrinkt

h e R(I) & Ve > 03Z Zerlegung von I  Sp(Z) —sp(Z) < e

(6) Ist f konstant, so gilt (mit ¢ := f(x) fiir alle x € I)

[ @ da=c-11

(ohne Beweis)

Satz 23.7.
(1) C(I,R) C R(I)
(2) Sind f,g € R(I), so gilt f-g € R(I), |f| € R(I), und

1@ as| < [ 1@ o
I I

(Dreiecksungleichung fiir Integrale)

(3) Sind f,g € R(I) und gilt Vz € I |g(z)| > « fir ein « > 0, so gilt

geR(I)

(ohne Beweis)

Satz 23.8 (Satz von FUBINI). Seien p,q € N, p+ ¢ = n, also R" = RP x R?. Sei I; ein kompaktes
Intervall in RP, Iy ein kompaktes Intervall in R?, also ist [ := [ x I ein kompaktes Intervall im R™.

Sei f € R(I). Fiir Punkte in I schreiben wir (z,y) mit € I, y € I.

fh :I:—g(y)
f[2 €L 3/ dy =: h(x)

y €l

existiere
el

Fiir jedes
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23.1. Das RIEMANN-Integral

Behauptung:

‘ g9 € R(I)

he R(L) |» d

fIQ 9(y) dy = f12 (f]l f(z,y) dm) dy
x,y) d(z,y) =
I/f( ) Ji, M=) de = [}, (f12 flz,y) dy) dx

Beweis: Sei Z Zerlegung von [ = I x I, also Z = Z X Z mit:
Z Zerlegung von I
Z Zerlegung von Iy

Die Teilintervalle von ’ 2 , die zu ’ g gehoren, werden mit ‘ f;}l: ' ” ];{T ’ bezeich-
net.
= Z hat die Teilintervalle R; x K; (j=1,...,m;i=1,...,])
Setze mj; := inf f(R; x K;)
m 1
=D _myi|Rj < Ril
Jj=11i=1 S
=|R;|-|K;|
l
=) |Ki|- Zm]’t |R|—ZCiIK1|
i=1 j=1 i=1
Sei i € {1,...,1} fest und yo € K;
= mj; < fx,yo) fir alle x € R;
= my|R; = miy; de < x, dx
sil ] 23.6 (6)/ ! 23.6 (2) /f( bo)
R; R;
;»Zmﬂ|R|<Z/fxyo o = [ F(e.0) do = glon)
I=1g; “ 5
ﬁ_/
—c;
Also ¢; < g(y) firalley € K;,i=1,...,1L
= alii| = /ci dy < 7[g(y) dy
23.4
( )K K;
o s1(Z) = CzIK | < Zj[ 7[ (y) dy
iiber I = lK I
— Jy) d(z,y) < d 23-i
femin /f(x y) d(z,y) 7[g(y) y (23-)
I I
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23. Integration im R"

Analog zeigt man mittels Obersummen:
[ ) dww = [ ot ay
1 I

(23-0), (2341) = g € R(Iy), / f(,y) d(z,y) = / o(y) dy

1 I,

Aus 23.8 folgt sofort:

Satz 23.9. Ist f stetig auf I = [aq,b1] X - -+ X [an, by], so gilt:

2% ba

/f:cl, oo o E d:cf/ / /fxl, Sy Tp) dxy | o | dag | day

aq

und die Reihenfolge der Integration darf beliebig vertauscht werden.

Beispiel 23.10.

sin(z +y)dy | dx

O\m\:l

/ sin(ar + y) d(e.y) = /
0

I

= [~ cos(z +y)], _ 0%
= COSX — COS (:E + 5)

= cosz + sinx

(cosz + sinz) do = [sinz —cossc]og =1-(-1)=2

O\NH

1

223
/1+ — 5 dy | dz | dz
0
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23.2. Integration tiber allgemeineren Mengen

(3) Seien [a,b],[c,d] C R, I :=a,b] x [b, ], f € Cla,b],g € Cle,d], p(z,y) := f(x)g(y) (z,y) € I).

b b d b

[ et iz = [ / f@w) dy | do = [ | 1) [ o) dy | do= | [ 1(e) do / o(y) dy

I a a c a
23.2. Integration iiber allgemeineren Mengen

Definition 23.11. Sei B C R™, B # (), und f : B — R eine Funktion.

Setze

0 zeR"\B

_J1 zeB
ca(@) =1, zeR"\ B

fo() = {f(ac) r€B

cp heiflt charakteristische Funktion von B.
Sei zusétzlich B beschriankt. Dann existiert ein kompaktes Intervall I mit B C I (vgl. Abb. 23.3)

f heiit (RIEMANN-) integrierbar iber B, wenn fg| . integrierbar iiber I ist.

r
In diesem Fall definiere

[t@ iz = [ (1l @) do (= [ fa(o) do

Lt. Saaliibung: Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl von I D B.
1
@

Abbildung 23.3.: Kompaktes Intervall als Obermenge einer allgemeinen Menge

Zur Analyse der Mengen B, fiir welche obige Uberlegungen sinnvoll sind:

Sei B C R", B # (), B beschrinkt.

Frage: Kann man B einen Inhalt zuordnen?

Waihle dazu ein kompaktes Intervall I D B. Z sei eine Zerlegung von I; die entsprechenden Teilintervalle

seien Iy, ..., I,. (vgl. Abb. 23.4)

m

> |Ix| »innere“ Approximation an den ,Inhalt“ von B.
k=1
I.CB
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23. Integration im R"

AR I i Y B R

Abbildung 23.4.: duflere und innere Approximation

m

> |Ig| ,duBere* Approximation an den ,Inhalt“ von B.

k=1
I,NB#D
Die ,,innere“ und ,duflere“ Approximationen lassen sich deuten als Unter— bzw. Obersumme der cha-
rakteristischen Funktion cg von B, denn:

0, falls I, ¢ B

inf cp(I) =
infep(li) L,hMQCB

0, falls ;N B =10

I =
sup e (1) {1, falls I, N B # 0

= $ex(2)= 3 l,  Sep= > I
k

I.CB Im%;ﬁw
Definition 23.12.

v(B) :=sup{s.;(Z) : Z Zerlegung von I} = ?[CB(ac) dx innerer Inhalt von B
T

U(B) :=inf {S.,(Z) : Z Zerlegung von I} = ch(ac) dx dufSerer Inhalt von B
I
B heifit (JORDAN-) messbar, wenn v(B) = 7(B).
In diesem Fall heifit

|B| := u(B) (= 7(B))

der Inhalt von B.

Bemerkung 23.13. Ist B = I ein kompaktes Invervall, so stimmt die neue Inhaltsdefinition mit der
alten tiberein.
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23.2. Integration tiber allgemeineren Mengen

Satz 23.14. B C R" sei beschrinkt, B # (). Dann gilt:
B ist messbar < cp € R(B).

In diesem Fall:

|B|=/1dm::/dﬂc

B B

Definition 23.15.

0] := 0, /f(;c) dx := 0 fiir jedes f
(]

Beispiel 23.16.

(1) Ist I ein kompaktes Intervall, dann ist I messbar und der oben definierte Inhalt stimmt mit dem
frither definierten tiberein.

B:=[0,11nQ, I=][0,1]

() 1, fallsz€[0,1]NQ
cg(x) =
B 0, sonst

= c¢p ¢ R[0,1] = B ist nicht messbar
10.6 (3)

Definition 23.17. B C R™ sei beschrinkt. B heifit Nullmenge, wenn B messbar ist und |B| = 0.

Definition 23.18. Sei A C R". a € R" heifit Randpunkt von A, wenn
V6 >0 Us(a)NA#D und Us(a)N(R"\A)#0

0A :={a € R" : qa ist Randpunkt von A}
heiit Rand von A.
0A=A\ A (A :={z € A: z innerer Punkt von A})

Beispiel 23.19.

(1) (n=3): B:=[0,1] x [0,1] x {0}
B ist Nullmenge (im R?)

(2) OR" =0, O =0

AU (o) = {x € R : ||z — || = €} = V(=)
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23. Integration im R"

(3) Ergénzendes Beispiel zu 23.10:

Sei [avb]’ [Cv d] CR, ¢e€ O[avb]v (RS C[C7 d]v f(xvy) = @(T)¢(y)7 (xvy) €l= [avb] X [Cv d]

b
a

Fabini / flz,y) d(@,y) = / ( /d p(x)P(y) dy) dz
I c
b

[0,1]x[0,1] [0,1] [0,1]
Satz 23.20. Sei A, B C R™.
(1) Ist B beschréinkt, so gilt:

B ist messbar < 0B ist eine Nullmenge

(2) Sind A, B messbar, so sind auch AU B, AN B, A\ B messbar, und
|AU B| = |A| + |B| - |[AN B]
Ist A C B, so |A| < |B|.
(3) Ist B messbar und f € C(B,R) beschrinkt, so gilt f € R(B).

(4) Ist B messbar und sind f,g € R(B), a, 8 € R, so gilt
(i) af + Bg € R(B) und

[as+89)@) o =a [ 1) do+5 [ o) ds
B B

B

(ii) Aus f(z) < g(z) fiir alle € B folgt

/f(x) dx < /g(m) dx

B

(iii) |f], f-g € R(B),

[ @ ds| < [1f@)do
B

B

(iv) Falls @ > 0 existiert mit Vo € B |g(x)| > «, dann ist g € R(B).

(v) Ist N C B eine Nullmenge und gilt f(z) = g(«) fiir alle € B\ N, so gilt

/f(av) davz/g(x) dx
B B
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23.2. Integration tiber allgemeineren Mengen

(vi) Mittelwertsatz der Integralrechnung:

(inf £(B)) - |B] < / f(z) dz < (sup £(B)) - | B|
B

(5) A, B seien messbar. Dann gilt:
(i) Ist A C B und f € R(B), so ist f|A € R(A).
(it) Ist f: AU B — R beschrénkt und gilt

fl4 € R(4) und f, € R(B), so gilt f € RGAUB) und f| ..., €

/f dx—/f dm+/f dx—/f

AUB ANB
(iii) Sind A und B nicht iberlappend, d.h.
ANB C 0AUdB
und ist f € R(AU B), so gilt

| 1 dx—/f d:v+/f

AuB

speziell (f =1): |[AUB|=|A4| + |B|.

(6) Ist B eine Nullmenge und f : B — R beschriinkt, so ist f € R(B) und

[ @) da=

(7) Ist B messbar und f € R(B), so ist der Graph von f
{(z, f(x)) eR™': z € B}
eine Nullmenge im R"*!. (vgl. Abb. 23.5)
(8) Ist B messbar, f € R(B) und f(z) > 0 fiir alle € B, so setze
My :={(z,y) eR"™: 2€ B,0<y< f(a)}.

Dann gilt: My C R"*! messbar. und

Myl = [ $@) da

(vgl. Abb. 23.6)
(9) B C R™ messbar, f,g € R(B), f(z) < g(z) fir alle z € B.
Myg:={(z,y) eR" : 2 € B, f(z) <y < g()}
Dann gilt: My, C R"*! messbar, und

|My,q| = /(9(@ — f(2)) dx

B
(vgl. Abb. 23.6)

R(A N B), ferner

251



23. Integration im R"

(ohne Beweis)

/ Nullmengen >
| l

| |

| |

S E———

| |

Abbildung 23.6.: Fliche zwischen Graphen bzw. zwischen Graph und Achse
Beispiel 23.21. K := {(z,y) € R? : 2% + y? < r?}, r > 0 fest. (Abb. 23.7)
g(x) =vr2 =22, f(z) = —vr? —2?

= K =M, (mit B :=[—r,7])

T

= KI/(gf)(x)dx/2mdx4.jmdx

B —

Substitution x = rsiny, dx = rcosp dp

[N

= |K| = 4r?

1 1
cos? o dp = 4r? {2<p + 5 sin ¢ cos @] = 72

O\MH

-
N

Abbildung 23.7.: Kreis um (0, 0)
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23.2. Integration iiber allgemeineren Mengen

Satz 23.22 (Prinzip von CAVALIERI). Sei B C R"™! messbar. Fiir die Punkte in B schreiben wir (z, 2)
(mit x € R™, z € R). Es seien a,b € R so gewihlt, dass

V(z,z) € B a<z<b
Fiir jedes z € [a, b] sei
Q(z)={zeR": (z,2) € B}

messbar im R"; setze ¢(z) := |Q(2)].

Dann gilt: ¢ € R[a, ], und

1B| = / q(z) dz

Beweis: Setze I := [a,b]. Wé&hle ein kompaktes Intervall J < R"™ mit J x I D
B.

Nach Voraussetzung (Q(z) messbar) gilt:
q(2) = 1Q(2)| = / ldr = /cB(x,z) dx
Q(z) J

FUBINI (23.8) = ¢ € RJa,b], und

Beispiel 23.23.
(1) Sei K :={(z,y,2) € R®, 22 +y* + 22 < r?}, r > 0 fest. (Kugel um (0,0, 0) mit Radius r).
[a,b] := [—r,r]. Dann fiir alle z € [—r,7]:
Q(z) ={(z,y) ER?: (w,y,2) € K}
—_——
$2+yQST2—Z2

Kreis um 0 mit Radius v/r2 — 22. (vgl. Abb. 23.8)

q(2) = 1Q(2)| = m(r* - 2*)

=
23.21

2 4
= |K|= /7‘(‘(’1‘2 — %) dz = 2113 — §7r7‘3 = §7r7“3

-
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23. Integration im R"

//.._»

Abbildung 23.8.: Kugel und Schnitt aus Beispiel 23.23 (1)

Abbildung 23.9.: Rotationsparaboloid
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23.2. Integration iiber allgemeineren Mengen

(2) B={(z,y,2) € R®: 22 +y> + 2 < 4, z > 0}. (Rotationsparaboloid, vgl. Abb. 23.9)
Fiir 2 € [0,4] : Q(2) = {(z,y) : 2% + y* < 4 — 2} (Kreis vom Radius /4 — 2)
= q(2) = Q(z)| = 7(4 - 2)

4

= |B|:/q(z)dz:7r/4(4—z)dz:87r
0

0
(3) Rotationskorper: (vgl. Abb. 23.10)
Sei f € Rla,b], f(z) >0 fiir alle x € [a,b]. B := {(x,y,2) € R®: x € [a,b], y* + 22 < f(x)?}
(Tausche Rollen von z und z)
Fiir « € [a,b] : Q(x) = {(y, 2) : y*> + 22 < f(x)?} (Kreis mit Radius f(x))
= q(z) =1Q(x)] = f(x)*

b
= |B|:7r/f(:z:)2 dx

Abbildung 23.10.: Rotationskorper

Definition 23.24. B C R? heit Normalbereich bzgl. der ziﬁilzg , wenn stetige Funktionen
| [a,b] = R
hol edg-Rr
mit
et | se
y € [c,d] f(y) <9y)
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23. Integration im R"

und

existieren (vgl. Abb. 23.11)

M o

(@)

aly)

glr

m

Abbildung 23.11.: Normalbereiche

Ist B ein Normalbereich (bzgl. z— oder y—Achse), so ist B kompakt und messbar (!); jetzt speziell:
Normalbereich bzgl. z—Achse.

Sei h : B — R stetig. Setze m := min f[a, b], M := max g[a, b].

= B cCI:=la,b] x[m, M]

Sei x € [a,b] fest. Dann existiert

M M g(z)
/hB:L’y dy und /hB x,y) dy = /h(x,y)dy
m m f(=)
Nach FuBIN®:
b [ 9(z)
/h(wyy) d(w,y)=/hs(w7y) d(w,y)Z/ /h(fr,y) dy | dx
B 1 a \f(z)

b [ g(x)

= | [new day) = [ | [ bew)dy | de

a ()

Analog fiir Normalbereich B bzgl. der y—Achse

a(y)

:>/h( /d / (z,y)dx | dy

B
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23.2. Integration iiber allgemeineren Mengen

Beispiel 23.25. B := {(z,y) eR*: z€[0,1], yz <y <2 -z}

- 2—x

/(ery)d(ﬂc,y): Z(z+y dy d$—0/1|:£€y+ yL . dx

B

o O~ _

1 ) 1 o
[33(2—x)+2(2—x) -z x—2x] dx = = %0

Verallgemeinerung auf 3—dimensionalen Fall:

Sei A C R? kompakt und messbar, f,g : A — R stetig und f(z,y) < g(z,y) fiir alle (x,y) €
A.

B:={(z,y,2) eR*: (z,y) € A, f(x,y) <z<g(x,y)}

Abbildung 23.12.: Normalbereich im 3-dimensionalen Fall

Mit FUBINI erhélt man fiir stetiges h : B — R:

g(z,y)
/ h(z,y,2) d(z,y,2) = / / hz,y,2) dz | d(z,p)
B A (xg)

Beispiel 23.26.

B={(z,y,2) €ER®: 2,y,2>0, v +y+2 <1}
A={(z,y) €R?: 2,y >0, 2 +y <1}
f=0,9(y)=1-z-y

(= B={(z.y.2) €R*: (z.y) € A, f(z.y) <2< g(z.y)})
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23. Integration im R"

(1)

l—-xz—y

/ 2xyz dz | d(x,y)
0

[oy=2] =Y d(a,y) = / ry(1 -z — y)? d(zy)
A

(/a:y(l—x—y)Qdy) de =---
0

/Qxyz d(x,y,2) =

B

St B B

/(x—y+2z> d(z,y,7) =

B

(/(m—y—i—Qz)dz) d(z,y)

0
z=l—z—y

/

:/[wz—f—yz—&—zﬂ . d(z,y)
A
/

z=

23.3. Verallgemeinerung der Substitutionsregel
23.3.1. Substitutionsregel, Transformationssatz

Satz 23.27 (Substitutionsregel). G C R™ sei offen, g € G — R™ sei injektiv und stetig differenzierbar;
es gelte

det ¢'(z) # 0 fiir alle 2z € G.

B C G sei kompakt und messbar und f : g(B) — R stetig.
Dann ist g(B) kompakt und messbar, und

[ tayde= [ 1(6) - et g'(2)| s
(B) B

(ohne Beweis)

Anderer Name fiir die Substitutionsregel: Transformationssatz.
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23.3. Verallgemeinerung der Substitutionsregel

23.3.2. Anwendungen der Substitutionsregel

Polarkoordinaten (im Fall n =2) (vgl. Abb. 23.13)

Abbildung 23.13.: Polarkoordinaten—Darstellung

ri= a2 +y? = ||(z,y)
T =rcosp, y=rsinyp; r € [0, 00), ¢ € [0, 27)
Wiéhle g(r, ¢) := (rcosp, rsiny) (vgl. Abb. 23.14),

, . cosp —rsing)
detg(r,gp)det(sin(p rcos<p>r

Y
P2 Fr/,//’/ﬁ/ e
g '///////B///////‘
< V// A VA //1
Yy ays
1 IL/A/JC/:/_/_/_/_I
P2
i
0 o1 R1 RQ €T Rl RQ

Abbildung 23.14.: Polarkoordinaten zur vereinfachten Integration

Substitutionsregel mit A = g(B) :

/f(m,y) d(z,y) = /f(g(z)) . ’det g'(z)‘ dz
A B

B /f(rcosgo7 rsing) - r d(r, @)
B

(B ist Rechteck!)
Beispiel 23.28.
(1) A:={(z,y) € R?: 1 <a?+y? <4} (Kreisring) (vgl. Abb. 23.15). Berechne

A/ VAT d(z,y)
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23. Integration im R"

-
N

L/

Abbildung 23.15.: Integration {iber einen Kreisring

Achtung: g ist nicht injektiv auf B = [1,2] x [0, 27]. Auf B, := [1,2] x [0, 27 — €] ist g injektiv. Sei
A =g Y(B.).

27 —e 2
:>/\/x2+y2d(337y)=/r~rd(7"7%0)F: / /Ter dg
UBINI
Ae B. 0 1
2 7
= (2r —¢) |:7“3:| =02r—¢) =
1 3

Fiir ¢ — 0 geht (!)

/ Va?+y?d(z,y) gegen / Va2 +y? d(z,y)
A, A

14
= /\/x2+y2 d(z,y) = 57
A

(2) In der Wahrscheinlichkeitstheorie (und auch anderswo) spielt das Integral

oo

_ .2
/e$d$
0

eine grofle Rolle. Dieses Integral ist mit rein eindimensionalen Methoden nicht geschlossen berechen-
bar.

Fir R > 0 setze

Kp:={(z,y) €R*: 2,y >0, 2° +y* < R’} Qr = {(z,y) ER*: z,y € [0,R]}
3 [/ R
/67(“"2“/2) d(z,y) :/ /ef’“zr dr | dp = T (1 - 67R2>
Kr 0 \0 !
—_ 1,22 R
=—fe?]]

R /R R R
/67(932*7’2) d(z,y) B — / (/ e eV dy | de = /67302 /67‘7’2 dy | dx
0 \O 0

Qr 0
R 2
= / e~ dr
0
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23.3. Verallgemeinerung der Substitutionsregel

Andererseits:
/e—(m2+y2) d(z,y) = /+ /
Qr Kr Qr\Kr
——
>0

R
= /e_‘lczclaczgw/l—e—l%2
0

Sei o := /2 R, dann K, D Q,. Wie oben:

[ dwy) = T e =
KQ

andererseits:
/e*(x%ry?') d(z,y) = / N /
KQ Qr KQ\QR

ol

V1—e 2R

R
2
= /671 dr <
0

Zusammen mit obiger Gleichung;:

R

g\/l —e R <

o

= /ezzdx:é%

0

7r
4

o> / e~ @) d(z,y) = % (1 _ e—R2>

Kgr

(=)

R 2

Qr 0

e dx < gvl — eT2R?

Aus Symmetriegriinden (bzw. nach Substitution t = —x):

0

/ e dy = g

—0o0

oo

= /e_"Cde:\/E

— 00

[Schnelldurchgang:

(oo} o0 oo

oo

/e‘x2 dr | = /e_g”2 dm-/e_y2 dy = /
,» F'UBINI®

o0

\— OO — 00 — 00

2m [e]

= /e*(w2+y2) d(z,y) :/ /efrzr dr | dp = ]

R2

0 0
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23. Integration im R"

(3) Rotationsparaboloid B = {(x,y,2) € R®: 2% + y?> + 2 <4, z > 0} Dann gilt:

4—(z*+y7)

|B| = / / 1dz | d(z,y) = /(4 — (l’2 + yZ)) d(z,y)
FuBINI
A 0 A
27 2 2
Pl:k/ (4—r2)rdr d(p:277/(4’l"—7”3)d7‘=871'
0 0 0

(vgl. Beispiel 23.23)

Zylinderkoordinaten (im Fall n =3) (vgl. Abb. 23.16)

Abbildung 23.16.: Zylinderkoordinaten

9(r; ¢, 2) = (reosp, rsing, 2)

’x:rcosgo, y =rsing, zzz‘

cosp —rsing 0

detg'(r,p,2) =det | sing rcose 0] =r
0 0 1

Also mit A = g(B) nach Substitutionsregel:

/f(w,y,Z) d(x,y, 2) =/f(?‘coss0, rsing, z)-rd(r, ¢, 2)
A B

Beispiel 23.29. A:= {(z,y,2) e R¥: 2 +y?> <1, 0 < z < h}. Bestimme |A[:

(1) nach CAVALIERI:

Fiir z € [0,h] : Q(z) = {(z,y) € R? : 2% +y* <1}
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23.3. Verallgemeinerung der Substitutionsregel

(2) mit Zylinderkoordinaten:
B:z{(r,g@,z): 0<r<1,0< <2, nggh}

(eigentlich: B, := {(r,cp,z) te<r<1,0<p<21—¢,0<2< h} ~» Satz anwenden ~» ¢ — 0
gehen lassen)

2w h 1
|A|:/1d(:r:,y,z):/rd(r,cp,z):/ / /Td?“ dz | dp=2rh-3=m-h
A B o \o \0

Kugelkoordinaten (n =3) (vgl. Abb. 23.17)

Abbildung 23.17.: Kugelkoordinaten

’x =r-cospcosf, y=r-sinpcosh, z:r~sin9‘

us

Dabei lduft ¢ zwischen 0 und 27, 6 zwischen —3

s
und 5

Also g(r,p,0) = (rcospcost, rsinpcosh, rsinb).
detg'(r,p,0) =det |- - | =r%cos@

A = g(B); nach Substitutionsregel:

/f(x,y,z) d(z,y,z) = /f(r cos @ cos ), rsinpcosh, rsinf) - r’cosf d(r, p,0)
A B

Beispiel 23.30. A := {(z,y,2) e R3: 22 +y? +22 <1, x,y,2 > 0}
B={(r,¢,0): rc0,1], ¢ €[0,5], 8 € [0,5]}

z.B. suche
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23. Integration im R"

(1)
/(:c2 +y2+22) d(z,y,z) = /T2 (7’2 COSH) d(r,p,0)
A B
s (% /1
:/ /(/r4dr> cosf dO | dy
o \o \o
T 1 i T
—5 g/COS@d@—E
0
(2)

(1 cos @ cos 0)(r? cos 0) d(r, p, )

™

/(/r dr) cos? 0 do | cosd do
i/ /cos 0d0*—
0 0

.
O\ M w\
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24. Spezielle Differentialgleichungen erster
Ordnung

Essei D C R3, F: D — R eine gegebene Funktion. Eine Gleichung der Form

heifit gewdohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung.

Ist I C R ein Intervall und y : I — R differenzierbar, so heift y eine Ldsung von (24-i),
wenn

Ve el (z,y(x),y'(x)) € D und F(z,y(z),y (z)) =0

Beispiel 24.1. F(z,y,2) ==y — 2, D = R3, so lautet (24-i)
y—y =0

Allgemeine Losung: y(z) = ¢ - €®, ¢ € R beliebig, definiert auf I = R.

Anfangswertproblem (AWP)

D, F wie oben und (zo,y0) € D gegeben. Das zur Differentialgleichung gehorige Anfangswertproblem
verlangt zusétzlich zur Differentialgleichung die Anfangsbedingung

y(w0) = Yo

Ist y : I — R eine Losung von (24-1) mit der Zusatzeigenschaft xg € I und y(xg) = yo, so heifit y Lisung
des Anfangswertproblems.

Beispiel 24.2. wie oben y’ = y. Allgemeine Losung y(z) = ce® auf I = R.

y(xo) = Yo & e =yy & c=ype ™
Also: Losung des Anfangswertproblems:

Zo

y(x) =yo - e
Beispiel 24.3.
y/ =14+ y2

Eine Losung ist y(z) = tanz (y’(:c) = % =1+ tan? x)
Weitere Losungen:

y(x) =tan(x +¢), c€R
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24. Spezielle Differentialgleichungen 1. Ordnung

Das Losungsintervall I ist hier [ = (—c¢— %

5, —c+ %) bzw. I = (nm—c— 7%

5, nm—c+ %) mit n € Z.

(hier (und meist auch sonst): I hingt von der Losung ab und ist nicht a priori bekannt)

Anfangswertproblem: y(xg) = yo

tan(xg + ¢) = Yo = c¢=—xg9+arctan(yo)+nm, neZ

= Losung: y(z) = tan(z — zo + arctan(yp) + nm), definiert auf

s

I= (a:o —arctanyp + nm — §, o — arctanyg + nw + %)

!
Wegen xy € I muss n = 0 sein.

= Losung: y(x) = tan(z — 2o + arctan(yo)), definiert auf

I = (zg — arctanyy — 3, zo — arctanyo + %)

jus
2

24.1. Exakte Differentialgleichungen
Es seien I;,Io Intervalle in R (abgeschlossen, offen, halboffen, beschrinkt, unbe-
schréankt)

R:=1L x 1
Weiter seien P,(Q : R — R gegebene Funktionen.
Definition 24.4. Die Differentialgleichung

P(z,y) + Q(z,y)y' =0 (24-ii)
heifit exakt, falls ein F' € C1(R,R) existiert mit

F,=P F,=Q auf R
[Ein solches F' heifit auch Stammfunktion zu (P, Q)]
Beachte: Wenn ein solches F existiert, so ist F bis auf eine additive Konstante eindeu-
tig.

Sei I C I, y: I — R differenzierbar mit y(z) € I fiir ¢ € I (also (z,y(x)) € R fiir alle z €
I)

Weiter sei die Differentialgleichung  (24-ii) exakt wund F  eine Stammfunktion zu
(P, Q).
Setze ®(z) := F(z,y(z)) fir z € 1.
Ist y Losung von (24-ii), so ist ® differenzierbar auf I, und
¥'(z) = Fu(z,y(2)) + Fy(z,y(2)) y'(x) = 0

y Lsg.
=P(z,y(x)) Q(z,y(x))

= & konstant auf I

= | F(z,y(z)) =c firz e I|, mitceR
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24.1. Exakte Differentialgleichungen

Auflésen nach y(x) (falls moglich) liefert Losung y(z).

Gilt umgekehrt diese Gleichung fiir ein ¢ € R

= ® =0 = vy ist Losung von (24-ii)
Satz 24.5. Ist (24-ii) exakt und F eine Stammfunktion von (P, Q) und ist I C I; ein Intervall, y : T — R
differenzierbar mit y(x) € I fiir alle « € I, so gilt:

y ist Loésung von (24-ii) auf I < Jc € RVz €I F(z,y(z)) =c

Beispiel 24.6.

2z siny 4 2% (cosy)y' = 0, R = R?
—— ——
=P(z,y)  =Q(z,y)

Suche F mit F, = 2zsiny, F, = 2% cosy.
Wihle F(z,y) = 2%siny (+¢).
zu losen:

F(z,y(z)) = 2?siny(z) = c

= y(x) = arcsin (é) auf I =--- (selbst)

Fragen:
1. Wie kann man feststellen, ob (24-ii) exakt ist?
2. Wie kann man im Fall, dass (24-ii) exakt ist, eine Stammfunktion F' berechnen?

3. Wann kann man, falls (24-ii) exakt und F' bekannt ist, die Gleichung F'(z,y) = ¢ nach y (geschlos-
sen, oder zumindest theoretisch) auflosen?

Satz 24.7. Es seien P,Q € C'(R,R). Dann ist (24-ii) genau dann exakt (d.h. es existiert genau dann
eine Stammfunktion zu (P, Q)), wenn

P, =Q; aufR

Beweis:
e =% Sei F Stammfunktion zu (P,Q), d.h. F, = P, F, = Q.
= FcC*RR)
und

P, = (Fa:)y =

= F =
Y 9112

e < hier ohne Beweis
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24. Spezielle Differentialgleichungen 1. Ordnung

zu Frage 2: (24-ii) sei exakt. Ansatz fiir F:

Fy(v,y) = P(z,y) = F(%y):/P(w,y) dz + c(y)

y fest

Auflerdem. Fy(z,y) = Q(z,y), also

(/m%wdgy+ﬂwéQ@w>

= ) = Qo) — ([ Ploy de)

Y

Daraus c(y) mittels Stammfunktionsbildung.
Beispiel 24.8.
(12zy +3)+ 622 ¢y =0 auf R?
P(z,y) Q(wry)
P,QEOl(R27R), Py(z,y) = 12z = Qu(z,y)

2?7 Differentialgleichung ist exakt.
F, =122y +3 = F(z,y) = 62y + 32 + c(y)

= Fy(z,y) = 62% + ¢'(y) = Q(z,y) = 62

= d(y)=0 = cist konstant

= F(x,y) = 62%y + 3z ist eine Stammfunktion
Jetzt F(z,y) = c 16sen:

622y + 3z = c

-3
= y(x) = 66733 ist Losung der Differentialgleichung auf I = (0, 00) oder I = (—o00,0)

Satz 24.9. (24-ii) sei exakt, F' sei eine Stammfunktion zu (P, Q) (bzw. ,zu (24-ii)“).
Ferner sei (zg,y0) € R und sei Q(zg, yo) # 0.

Dann existiert in einer hinreichend kleinen Umgebung I von zg (I Intervall) eine eindeutige Losung
y: I — R des Anfangswertproblems

P(z,y) + Q(z,y)y =0
y(To0) = Yo

Man erhélt y, indem man die Gleichung

F(z,y(x)) = F(x0,0)

nach y(z) auflost.
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24.1. Exakte Differentialgleichungen

Beweis: ®(z,y) := F(z,y) — F(x0, y0)
= ®(x0,y0) =0, und ®y(x0,y0) = Fy(x0,y0) = Q(x0,y0) # 0

Nach dem Satz tiber implizit definierte Funktionen (22.10):

3 Umgebung U von zy und genau eine differenzierbare Funktion y : U — R mit
y(zo) =yo und @(z,y(z)) =0firallex €U

Gegebenenfalls nach Verkleinerung von U: U = I Intervall.

Also: y(zo) = yo und F(z,y(z)) = F(zo,yo0) (konstant!)

Nach 24.5: y 16st die Differentialgleichung. O

Beispiel 24.10. (12zy + 3) 4+ 62y’ =0, y(1) = 1.

Dann Q(zo,y0) = Q(1,1) =6 # 0

(allgemein: Q(zo,y0) = 623 # 0 < 2o # 0)

s.0. = F(x,y) = 62%y + 3z ist eine Stammfunktion und F(1,1) =6 +3 = 9.

Also 16se F'(z,y) = F(1,1) = 9 nach y auf.

Also: 622y +3x =9

3
T auf I = (0,00) (damit g =1€ 1)

= y@) =45

Falls (24-ii) mnicht exakt ist, so gibt es unter Umstéinden eine Funktion pu(z,y), so
dass

p(x,y) - Pla,y) + p(z,y) - Qa,y)y’ =0
exakt ist. Solch ein p heifit integrierender Faktor von (24-ii).
Die Bedingung

(- Ply= (- Q)

liefert eine sogenannte partielle Differentialgleichung fiir die Funktion p, die im Allgemeinen sehr schwie-
rig zu l6sen ist.

1y P + 1Py = 12Q + nQs (24-iii)

Héufig héngt p nur von einer Variablen ab, 2z.B. von z. Setzt man dann den An-
satz

p=p(x)
in (24-iii) ein, erhélt man

Py_Qx

p(z) = p() 0
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24. Spezielle Differentialgleichungen 1. Ordnung

Beispiel 24.11.

xsiny +ycosy+ (xcosy —ysiny)y =0

=P(z,y) =Q(z,y)
ist nicht exakt.

Ansatz mit einem integrierenden Faktor pu(z)

W)  Py—Qa
() Q

& p(r) =ce®, ceR

a4

=1 & logluyl=x+¢ ceR

I
[ &d:vz/ldw & loglul=z+¢ < p=ce”
I
Die Differentialgleichung

e”(zsiny +ycosy) + e”(zcosy — ysiny)y =0 (24-iv)

Q*

ist exakt. (Probe!). Diese 16sen wir
F(z,y) = /6””(1‘ siny +ycosy) dz + f(y) = e"ycosy +sin(y)(z — 1)e” + f'(z)
Es muss gelten: F, = Q*

F, =¢"cosy — e"ysiny + cos(y)(z — 1)e” + f'(x) £ e’ (xcosy — ysiny)
< fllyy=0 ~ wihle f(y)=0
= F(z,y) =" ((x — 1)siny + ycosy)

ist Stammfunktion, die Losungen von (24-iv) sind
F(z,y)=¢, c€R

in impliziter Form.

24.2. Differentialgleichung mit getrennten
Verdnderlichen

Wieder sei I;,Io C R Intervalle, R := Iy x Ir. f : [y = R und g : I — R seien stetig. Weiter
sei

Vyely g(y) #0.

Die Differentialgleichung

Y = f(x)-9(y) (24-v)

heifit Differentialgleichung mit getrennten Verdnderlichen.
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24.2. Differentialgleichung mit getrennten Verénderlichen

(24-v) ist gleichbedeutend mit

1Y, "
£ + () - ()
=:P(z,y)

=:Q(z,y)

Da f, 1 stetig auf I; bzw. I, existieren Stammfunktionen ® zu f und ¥ zu +.
g 7

Setze

F(x,y) = ®(x) — ¥(y) fir (z,y) e R=11 x I,

= F ist Stammfunktion zu (P, Q).
= (24-vi) ist exakt.

Ist g € I und y € I, so wihle speziell

O(x) = /f(t) dt, U(y) ::/ﬁ dt

Aus Abschnitt 24.1 folgt also:

Satz 24.12. I, I, f, g wie oben.

(1) Losungen von (24-v) erhilt man, indem man die Gleichung

/ﬁdy:/ﬂx)dax—i—c

(mit ¢ € R beliebig) nach y auflgst. (,,differenzierbar®)

(2) Ist 2 € I1, yo € I, so ist die (eindeutige) Losung des Anfangswertproblems

y' =f@)9(y),  y(@o) =yo
gegeben durch

Yy

/(Z)g(ly) dy:/mf(t) dt

Yo

(nach y(z) auflosen)

Schematisch (formal):

V= f@el) ~ = )
1
~r @ dy = f(x) dx
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24. Spezielle Differentialgleichungen 1. Ordnung

Beispiel 24.13.
(1) ¥ =y flz)=1,9y) =y

1
~ —dy:/f(x dr +c
9(y) )
S~~~
=y
=log |y|
~s |y‘ — ex+c :ec'em
——
£0
~ Yy = +e€ .e%
~—
=:¢eR

2 ¢ =14+9% fx)=1,9(y) =1+¢°

1 —
~> T+, dy=xz+c
N————

=arctan(y)

~ y = tan(x + ¢)

@)y =-5y1)=1 flz)= -z 9(y) =

f\»/ydy —/de+E
y? x

MEZ—?+C
2

= y=-2"+c = P+y’=c

<@ =

= y(z) =+Ve—22 (falls ¢ > 0, ¢ <0 liefert keine Losung)
y(1) =1 = +Zeichen, und 1 Vel = c=2

y(r) =2 — 2?2 Losung der Anfangswertaufgabe auf I = (—\/5, \[2)

20
(4) y/ = yxézsya y(o) = %a Il = Ra IQ = (Oa g)

/ycosy dyz/xeh dr +c

partielle Integration liefert

ysiny 4+ cosy = 1(22 — 1)e* + ¢

Anfangswertproblem:

1
T sin = 4 cos = = 1(2-0—1)62'0—&—0

17 4
(5+1)-75 =1
= c= ! + (7r + 1) !
‘T3 \4 /2

= Losung der Anfangswertaufgabe:
y(x) sin(y(x)) + Cos(y(ac)) = i(2x —1)e* +¢

(Auflssung nach y(z) moglich nach Satz iiber implizit definierte Funktionen [in einer Umgebung von
xo = 0, yo = %], aber nicht in geschlossener Form)
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24.3. Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

24.3. Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Sei I C R ein Intervall und a,s : I — R stetig.
Die Differentialgleichung

y' = a(z)y+ s(z) (24-vii)
heilt lineare Differentialgleichung 1. Ordnung.

(24-vii) heifit homogen, falls s(x) = 0 Vz € I, sonst inhomogen.

Sind y;,y> Losungen der homogenen Gleichung (s = 0) auf I und sind a,b € R, so
gilt:

(ay1 +by2)" = ayy + bys = aa(z)yr + ba(z)ys = a(z) (ay: + bys)

= ay; + bys ist auch Losung der homogenen Gleichung.

= Losungen der homogenen Gleichung bilden einen Vektorraum.

Weiter: Sind y;,y2 Losungen der inhomogenen Gleichung
= (1~ 92)' = [y + s(2)] — [ole)ye + s(2)] = alz) (1 — v2)

= y; — yo ist Losung der homogenen Gleichung.

Ist y Losung der homogenen, y,' Losung der inhomogenen Gleichung, so ist
(v +yp) = al@)y + [a(z)y, + s(z)] = alz)(y + yp) + s(z)

= Yy + Yy, ist Losung der inhomogenen Gleichung.

Also: Die Menge aller Losungen des inhomogenen Problems ist gegeben durch

’ {yp +y: y Losung des homogenen Problems} ‘

wobei y, eine feste spezielle Losung des inhomogenen Problems ist.

Zunéchst bestimme die allgemeine Losung des homogenen Problems:

Satz 24.14. I, o wie oben. 8 : I — R sei eine Stammfunktion von «. Dann ist die allgemeine Losung
der homogenen Gleichung (24-vii) (v’ = a(z)y) gegeben durch

y(z) = CeP@ fir z € I,

mit beliebigem C € R.

[Beachte: v/ = a(z)y ~ [
(]eﬁ(w)]

Ip =, partikuldr®
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24. Spezielle Differentialgleichungen 1. Ordnung

Beweis: Zunichst gilt fiir y(z) := Ce?@ (mit C € R):

y'(z) = C B (x) eP) = a(z)y(z)
——

=a(z)
= st Losung.

Sei nun y irgendeine Losung der homogenen Gleichung. Setze

z(z) = @), b(z) = y@)

z(x)
=a(z)y(x) =a(z)z(x)
/ !/
e A CORCICO Rt 1 C A CO R R
z(x)?

= ®(x)=C (xe€l) miteinem C R
= y(z) = Cz(x) = C firallex el

Beispiel 24.15.
(1)

y' = (sinz)y, (I=R)
——

=:a(x)
= fB(x) = —cosz
— COS T

= allgemeine Losung: y(z) = Ce

(2) Anfangswertproblem: y' = (sinz)y, y(0) =1

Fyl)=Ceer, Chem 01 5 C=e

= Losung: y(z) = el=cos®
(3) ' =y y(1) =2,1=(0,00), o) = ;
= B(z) =logz
= allgm. Losung der Differentialgleichung: y(z) = Cel°8® = Cx
Anfangswertproblem: C-1=2= C =2
= Losung: y(z) = 2z
Aus 24.14 erhalt man insbesondere:

Korollar 24.16. I, wie oben. Sei g € I, yg € R.
Dann hat das Anfgangswertproblem

Yy =alz)y,  ylxo) =20

genay eine Losung.
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24.3. Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Beweis: 24.14 = y(x) = Ce’®) allgemeine Losung der Differentialgleichung.

Anfangsbedingung: Ce?(*0) < Yo = C = yoe P0) eindeutig

= y(z) = yoeP @A) eindeutige Losung
U

Wir brauchen (wegen der linearen Struktur, s.0.) nun eine spezielle Losung des inhomogenen Pro-
blems.

Sei wieder 8 Stammfunktion zu «.

Ansatz fiir eine spezielle (partikulire) Losung:

yp(z) = C(z)eP® ,, Variation der Konstanten®

= yp(z) = C'(x)e’ ™ + C(x) B/ () ")
——

=a(x)

a(x)yp(z) + s(x) = a(z)C(2)e® @ + s(x)

D.h. y, 16st das inhomogene Problem genau dann, wenn

& O'(x)=e Ps(x)

o Cl) = / e B0(1) dt

x

= |y(z) = @ /e_ﬁ(t)s(t) dt| spezielle Losung der inhomogenen Gleichung

Insgesamt erhélt man:

Satz 24.17. Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (24-vii) ist gegeben durch (8 Stamm-
funktion zu «)

T

y(z) = CeP@ 4 B /efﬂ(i)s(t) dt

Die lineare Differentialgleichung (24-vii), zusammen mit der Anfangsbedingung

y(w0) = Yo

(mit 29 € I, yo € R beliebig) wird also eindeutig gelost durch

x
y(z) = eP@)=Bo) .y 4 £B() /efﬁ(t)s(t) dt

Zo

(auf ganz I)
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24. Spezielle Differentialgleichungen 1. Ordnung

Beispiel 24.18.

(1) ¢ = (sinx)y + sinx
Die Stammfunktion zu a(x) = sinz: 5(z) = —cosx
= allgemeine Losung:

x

y(‘,l,/.):C€7COS(E+67COSZIJ/€COSt(Sint) dt:cfefcosw_l
——

:(7ecos t)/

(2) o =2y +a
Stammfunktion zu a(x) = 2z: 3(x) = 2?

= allgemeine Losung:

N
. 2 2 42 . 2 1
y(x) = Ce™ +¢e” /e tdt=Ce" —3

(5
Dann Anfangsbedingung y(0) = 1:
1=c” -1=c-1 = c=3

1 1
2 2

= eindeutige Losung des Anfangswertproblems:

24.4. BeErNOULLIsche Differentialgleichung

I C R Intervall; g, h : I — R stetig. Die Differentialgleichung

Y +g(x)y+h(z)y =0 (24-viii)
(mit o € R fest) heilt BERNOULLIsche Differentialgleichung.
In den beiden Fiéllen ¢ = 0 und ¢ = 1 ist sie linear.

Im folgenden sei also o # 0,0 # 1.

Es gilt fiir (,, Variablentransformation®)

Z=(1=0y ¢y =(01-0y ?[-g(x)y — h(x)y’]
= ] —(1—0)g(x)z — (1 - 0)h(x) \ (24-ix)

lineare Differentialgleichung fiir z.
Losen; dann 16st y := 27¢ (24-viii).

Hier muss ggf. das Intervall, auf dem y definiert ist, gegeniiber dem, auf dem z definiert ist, weiter
1
eingeschriankt werden, damit y := zT7-¢ dort wohldefiniert ist.
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24.5. RiccATische Differentialgleichung

Beispiel 24.19. y' + HLI +(1+z)yt=0

1
1-4
2=y Tt==
e
3 3 3
’r_ o 4\ _
FETAY T A <1+ +(1+z)y ) = 1+I2+3(1+x)
Anfangsbedingung: 2(0) = (_11)3 =1
Eindeutige Losung: (Stammfunktion zu o(z) = %: B(x) = 3log(l + z) = log(1 + z)?)

Z(.’l?) — (_1) . elog(1+x)3—10g(1+0)3 10g(1+3: / — log(1+t)3 (1 + t) dt
0

3
T a+0?

—(1+z)¥+ (1 +2)* [13%}:

—_———
=-rits

=2(1+2)®-31+z)?=1+2z)?2(1+2) -3
=(1+2)*2z-1) (def. auf ganz R)

YA+ x)202x-1)

definiert auf I = (—1, %)

24.5. RiccATische Differentialgleichung

I C R Intervall; g, h, k : I — R stetig. Die Differentialgleichung
Y +g(x)y + h(z)y® = k(z) (24-x)
heifit RiccATische Differentialgleichung.

Sind y1, y2 Losungen von (24-x), so setze u =y — Y.

Dann:

= [—g(@)yr — h(@)y} + k()] — [—g(2)y2 — h(@)y3 + k()]
= —g(x)u—h(z) (41 —43)
—_—————
=u(ut+2ys2)
—g(x)u — h(z)u® — 2h(z)ys - u
—(g9(2) + 2h(z)y2(z))u — h(z)u? (BErNOULLIsche Differentialgleichung fiir )

Also: Falls eine Losung y, von (24-x) bekannt ist (in der Regel durch ,scharfes Hinsehen“),
so bestimme die allgemeine Losung wu obiger BERNOULLI-Differentialgleichung; dann ist mit-
tels

y=y2+u

die allgemeine Losung von (24-x) bekannt.
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25. Systeme von Differentialgleichungen erster
Ordnung

25.1. Allgemeines

Ein System von Differentialgleichungen 1. Ordnung besteht aus n Differentialgleichun-
gen

yi = fl(xvyla"'ayn)
Yy = fa(z,y1,- -, Un)

y’;], = fn(xayla s 7yn)

mit gegebenen fi,...,f, : D — R (wobei D <C R"") und gesuchten (unbekannten)
Yis-- -5 Yn-

Abkiirzungen: y := (y1,-..,Yyn) (vektorwertige Funktion)
Punkte (z,y1,...,yn) € D schreibe als (z,y).
f = (f17"'7fn) :D — R™

Obiges System kann also geschrieben werden als

y = f(z,y) (25-)

Ist I C R Intervall und y = (y1,...,yn) : I — R™ differenzierbar auf I (also y1,...,y, differenzierbar),
so heifit y eine Lisung von (25-1), wenn:

veel (z,y(x))eD und o(z)=f(z,y(z))

Ist 2y € R, yp € R™ mit (x0,y0) € D, so heifit

/

y = flz.y),  yl@o) =wo (25-ii)
ein Anfangswertproblem fiir das Differentialgleichungs-System (25-1).

Ist y eine Losung von (25-i) auf I und gilt xg € I sowie y(xzg) = yo, so heifit y eine Lisung des
Anfangswertproblems (25-ii).

Satz 25.1 (Existenzsatz von PEANO). f : D — R" sei stetig auf D, D C R"*! sei offen, und es sei
(l‘o,yo) e D.

Dann hat das Anfangswertproblem (25-ii) eine Losung. (auf einem méglicherweise ,kleinen® Intervall
1> $0)
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25. Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung

Definition 25.2. Sei g = (¢1,...,0n) : [a,b] — R™ eine Funktion mit g; € R[a,b] (j =1,...,n).

Dann setze
b b b
[owae={ [a@ .. [o@a)er

Satz 25.3 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von PICARD-LINDELOF). Sei f : D — R" stetig, D C R™*!
offen, (zo,yo) € D.

Ferner geniige f auf D einer LIPSCHITZ—-Bedingung bzgl. y, d.h. es existiert ein L > 0 mit
V(z,y),(®,9) € D |f(z,y) — f(@,Pll < Llly —

Dann hat das Anfangswertproblem (25-ii) genau eine Lisung (auf einem moglicherweise , kleinen® In-
tervall I 3 xg).

Setzt man bei , geeignetem® y(©) € C'(I,R™) (I hinreichend klein)
v @) =+ [ £(6sP0) d (eN)
o

so konvergiert die Folge (y(k)) . gleichmifig auf I gegen die Losung des Anfangswertproblems. (Be-
achte: k ist hier Folgenindex, keine Ableitung.)

Bemerkung 25.4. Statt einer offenen Menge D C R"*! sind auch Mengen der Form
D =a,b] xR"

zuléssig, sowohl fiir 25.1 als auch fiir 25.3.

Beispiel 25.5. n =1, vy = /|y|, y(0) = 0. (Differentialgleichung mit getrennten Variablen)

Lésen ~ y(z) = 122 (fiir 2 > 0)

= |y@) 0 firz <0 J
) =
Y %332 firx >0

Auflerdem: ist Losung des Anfangswertproblems.
[Weitere Losungen: vgl. Abb. 25.1]

f(z,y) := /|yl ist in der Tat stetig, aber f geniigt keiner LipscHITZ-Bedingung bzgl. y:
Annahme: Es existiert ein L > 0 mit || f(z,y) — f(z,9)|| < L|ly — | fir alle z,y,§ € R, dann also.

Vvl = VIl < Lly — 31 = L[Vl = Val| - (V] + V7

>0

< 1<L <\/ ly| + |§|) 4 fiir |yl, |g| hinreichend klein
y#7
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25.1. Allgemeines

Abbildung 25.1.: Weitere Losungen zum Beispiel 25.5

Satz 25.6. Es sei D = I x R™, I C R (kompaktes) Intervall. f : D — R" stetig. Die partielle Ableitung

35 L mogen auf D existieren und seien beschrinkt auf D (i,7 =1,...,n).
J

Dann gilt die Behauptung des Satzes von PICARD—LINDELOF 25.3. Die eindeutige Losung ist ferner auf

ganz I definiert.

Beweisidee: Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

mit n € Verbindunsstrecke zwischen y und g.
= |file,y) = filw,9)| < ||(grad i) (@0 -y — 7]
—_————
<L (solch ein L ex.)

= LipscHITZ-Bedingung. O

Fiir den Rest des Abschnittes spezialisieren wir uns auf den Fall:

I C R Intervall, aj; : I — R gegebene stetige Funktionen (j,k =1,...,n), und by, ..

setze

a1r1(xz) - aip(x) b1(x)
Ax) == , bz) =
an1(x) o app(2) b ()
Das zu untersuchende System ist
Y Y1
Dl =A) | | +b(x); kurz y = A(z)y + b(x)
Y, Yn
dieses System heifit lineares Differentialgleichungssystem.

Satz 25.7. Sei zg € I, yp € R™. Dann hat das Anfangswertproblem

/

Yy =A(x)y +b(z),  y(zo) =90

genau eine Losung auf ganz 1.

Beweisskizze: f(z,y) := A(z)y + b(z) stetig auf D := 1 x R"

Sei [a, b] kompaktes Intervall mit zg € [a,b] C I.

., bp I — R stetig;
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25. Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung

Dann gilt:
——
Smrél[?fb] | A(z)]|
=:L
= LipscHITZ-Bedingung
7, Eindeutige Losung des Anfangswertproblems auf [a, b].
= Eindeutige Losung auf I. |

Satz 25.8.

(1) Durchlduft y, alle Losungen des homogenen Systems

und ist y, eine spezielle Losung des inhomogenen Systems
y' = A(z)y + b(x)
so durchlauft y, + y, alle Losungen von (25-iii).
(2) Die Losungen des homogenen Systems y’ = A(x)y bilden einen Vektorraum V.
(3) Fiir y, ... ,y® € V sind folgende Aussagen iquivalent:
(a) y™,...,y™®) sind linear unabhingig.
(b) Ve € T yM(&),...,y*(€) sind linear unabhingig im R™.
(c) I eI yM(¢),...,y"(€) sind linear unabhiingig im R”.
(4) Sei € € I, und fiir j € {1,...,n} sei 29 die (eindeutige!) Losung des Anfangswertproblems
y =A@y, yl)=¢

Dann ist {z(l), ey z(")} eine Basis von V. Insbesondere gilt also dim V' = n.

Beweis:
(1) wie im Fall n = 1.
(2) (ay1 + By2)' = A(z)(ay1 + By2) Yy1,32 €V, a,BER
(3)
o .(a) = (b)“: Sei £ € T und seien ¢y, ..., € R,
ay(©)+- +ey®(©) =0
Setze y := cry™ + -+ 4 cpy® (g) V, d.h. y = A(z)y, und es gilt y(¢) = 0.
= y 16st das Anfangswertproblem y' = A(z)y, y(£) = 0.
Die Funktion = 0 16st dieses Anfangswertproblem ebenfalls!
Losung eindeutig (25.7) = y =0 auf 1
= cly(l) + ot cky(k) =0aufl

= c=-=c¢,=0,day", ...,y €V linear unabhingig.
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25.2. Lineare Differentialgleichungs-Systeme

e ,(b) = (c)“: klar (I #0)
e .(c) = (a)“: Seien ¢q,...,c, € R und
ayV 4+ 4 ay® =0 auf I
s vrel cayV@) +-+eay®™ (@) =0
= ay(©) ++ay® (€ =0 (mit £ aus (c))

= ==, =0
©

(4) Nach (3) sind z(M), ..., 2(" linear unabhingig in V, denn
2D (&) =ep,...,20M(€) = e, sind linear unabhiingig in R"
= dimV >n

Wire dim V' > n, so existiere ein y(©) € V mit
ey

Sy z(”), y(o) linear unabhéngig in V'

(:3>) z(l)(g), 2 €), y© (¢) linear unabhiingig in R™ 4

n+1 Vektoren

O

Definition 25.9. n linear unabhingige Losungen von y' = A(x)y (also eine Basis von V') nennt man
auch ein Fundamentalsystem (FS) von y' = A(z)y.

Die konkrete Berechnung eines Fundamentalsystems ist unter den bisher gemachten allgemeinen Bedin-
gungen i.a. nicht moglich.

25.2. Lineare Differentialgleichungs-Systeme

Betrachte nun den Spezialfall, dass die Funktionen a;; : I — R alle konstant sind. Wir betrachten also
jetzt das lineare Differentialgleichungs-System mit konstanten Koeffizienten

y = Ay + b(x). (25-iv)
und zunéchst das homogene System

y' = Ay (25-v)

Es sei p(\) := det(A — A\I) das charakteristische Polynom von A. Also gilt:
VA e C X Eigenwert von A < p(A) =0

Da A in unserem Fall reelle Koeflizienten hat, gilt:

Ist A € C Eigenwert von A = p(\) =0

= p()\) =0 Koﬁeell p )\) =0

= ) ist Eigenwert von A
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25. Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung

Satz 25.10 (Lésungsverfahren fiir y' = Ay).

(1) Bestimme die verschiedenen Nullstellen Ay, ..., A, € C von p, also gilt
PO) = (SO = MM (A= Ao (A= )
mit kq,..., k- € {1,...,n}.
Es gelte etwa:
Ayeooy Am ER; Aty Ar EC\R

Also

Amdl = Py Amgs = M
)\m+s+1 = m7 .. ~7)\m+2s = m

(Kann im Falle n > 5 schiefgehen, da die Nullstellen von p(A) dann moglicherweise nicht durch
»Radikale“ (geschlossene Formeln) bestimmbar sind.)

(2) Fiir A\y,..., Apts bestimme eine Basis von
Kern (A — X\;1)™)
(Amtst1 = A1, - - -y Am+2s = fis bleiben unberiicksichtigt)

(3) Sei j € {1,...,m+ s} und v einer der in (2) bestimmten Basisvektoren von Kern ((4 — A\;1)%7).

Dann existiert ein m; < k; (m; abhéingig von v) mit
(A=X\D"v=0, (A=ND)™"v#0

Setze

2 mi—1
y(z) 1= N7 v+ (A= NI+ o (A= NI Po+ -
’ 2 ’ (m; — 1)!

(A= X\,1)™ 1y

Ist A\; € R (also j € {1,...,m}) = y(z) € R" und y 16st y’ = Ay < Beitrag zum FS.

Ist \; e C\R (also j e {m+1,...,7})

= Re(y(z)), Im(y(z)) (komponentenweise) l6sen y' = Ay

= Rey, Imy beide Beitrag zum Fundamentalsystem.
Fiihrt man (3) fiir jedes A; (j = 1,...,m+ s) und jeden Basisvektor v von Kern((4 — X;1)%/) durch, so
erhélt man insgesamt ein Fundamentalsystem fiir ' = Ay (beachte ) k; = n)

j=1

Spezialfall: A sei reell diagonalisierbar, also existiert eine Basis (1, ...,%p) von Eigenvektoren zu
Eigenwerten A1,..., A, € R

= Ein Fundamentalsystem y"), ... 4 von 3/ = Ay ist gegeben durch
y (@) = Nty
Beweis:
(y(j)>/ = NNy = N (Nuy) = A (M) = AyY) (x)
——

=Ad;
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25.2. Lineare Differentialgleichungs-Systeme

AuBerdem sind (y™(0),...,y™(0)) = (¢1,...,v,) linear unabhéngig.

= yM ...,y linear unabhingig in V. O
Beispiel 25.11.

(1)

0 1 -1
y=1-2 3 —-1]|y
-1 1 1

=:A
p(A\) =det(A —A) = —(A—=2)(\ = 1)? (= M=2 k=1 =1,k =2)
/\1 =2:

0 0
= yWD@)=e® 1| = [e*
1

2z
)\2:12
1
Kern(AI)< 1 >
0
1 0
Kern((A—I)2):< 11,10 >
0 1
Also
1 0 -1
A-D|1]=0 @A-D|o|=[-1
0 1 0
1 e
= yD@)=e* 1] = |¢*
0 0
[ /0 0
yPD@)=e* [0| +2A=1) [0
1 1
[ /0 -1
= ||10) 4z | -1
|\ 0
—zxe”
= | —xe”
efl:

Allgemeine Losung von y' = Ay:

y(@) = cryM (@) + ey (@) + e3y® ()
coe® — cyxe”®
= | c1€%* + coe® — cgxe® |, c1,c9,c3 €ER
c1e%® + cze”
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25. Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung

2
y=(0 0
1

p(N) =det(A—AI) = —(A+2)[A = (L+4)] - [A = (1—4)]
/\1 = —-2:

1
Kern(A+2[):< -1 >

1
1
= yW@)=e2[ -1
1
Ao =141
2— 2
Kern(A — (1+4)I) = < 2 >
142
_ 2— 24 2—2
(12 2 = e"(cosx +isinz) 2
141 141
2cosx — 2icosx + 2isinx + 2sinx
=e* 2cosx + 2isinx
cosT +icosx +1sinx —sinx
2cosx + 2sinx 2sinx — 2cosx
=¢e” 2cos T +ie* 2sinx
cosr —sinx cosx + sinx
::y(2)(x) ::y(3)(3:)
(3)
1 -2 1
y =10 -1 —-1]|y
0 4 3
pA) =—-(A—1)°
Kern(A—I):<

SO = OO
~

Kern((A —I)?) = <

1 0
Kern((A—I)3):]R3:< of,{1].10 >
0 1
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25.2. Lineare Differentialgleichungs-Systeme

1 0 0 0 0 —4
(A-D?*|o| =10 (A-D)?*[ 1 |=|o0 (A-D?{0o|={0
0 0 —2 0 1 0
1
= yWB@)=e" [0
0
[/ 0 0 —4
Yy (z) = e” 1|4z 1 142|0
|\ -2 —2 0
[ /0 0 2 0
yS@)y=e* | |0 +2(A-1) |0 + 5 (A= n%lo
L\l 1 1
/0 1 g2 [
=e” O] +x| -1 —l—? 0
\1 2 0

Wir betrachten jetzt die inhomogene Gleichung
y = Ay + b(x); b: I — R stetig

Wir konnen jetzt sogar wieder z—abhéngiges A zulassen. Wir brauchen allerdings ein Fundamentalsystem
von y' = A(z)y.

Sei  y™M, ...,y  ein  Fundamentalsystem; bilde daraus die sog.  Fundamentalma-
triz

V()= (y0@) [ @ @) | - |y @)
Die allgemeine Losung von ¢y’ = A(x)y lautet:
C1
ey (@) + ey P (@) + -+ eay™ () = V() - Dl =Y(x)c mit ¢c=(c,...,cn) ER”
Cn
Ansatz fiir eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung;:
yp(x) =Y (x)c(z) ,» Variation der Konstanten®

(¢c=(c1,...,cn), ¢; differenzierbar)

= )= (1) @ | | (1) @) o) + (@) 0)

= (A@yM@) | - | A@y™ @) @) + Y (@) (@)

(@)Y (z)c(x) + Y (2) (2)
(@)yp(2) + Y (2)c (2)
()

(
yp() + b(z)

3]

A
A
A

xT
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25. Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung

& Y(z)d(z) =b(z)

& d(x) =Y (x) " b(x) (da y™M(x),...,y"™ (z) linear unabhingig, also Y (z) invertierbar)

& clx) = /Y(t)_lb(t) dt (komponentenweise)

= | yp(z) :Y(x)/Y(t)_lb(t) dt

ist spezielle Losung der inhomogenen Gleichung y' = A(z)y + b(z).

= Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist also

(@) = Y (2)e + Y () / V(&) 'b(t) dt,| ¢ R" belicbig

Beispiel 25.12.

f_ (Lo, (e
y* 0 _1y e—QL’

= Fundamentalsystem

Ww=e (o). u = (])
:>Y(x):(eg e%) - Y@;)l:(e(; eﬂ)

= ]Y(t)—lb(t) dt:f(eot ft) (:tt) dt:/IG) dt = (i)

= allgemeine Losung:
_(e* 0 c1 e 0 T\ cre’ + xe* ) L
ylx) = (O efﬂ) (62> + (O er) (x) = (czem N zez> ; c1, ¢z € R beliebig

25.3. Reduktionsverfahren von D’ ALEMBERT

Gegeben sei das System

y'(z) = A(@) - y(z) (25-vi)
auf einem Intervall J. (y = (y1,...,yn), A = (ajk(x))jﬁk:Lm,n )
Im allgemeinen ist es nicht moglich, die Losungen in geschlossener Form anzugeben. Ist jedoch eine

Losung ¢ bekannt, 148t sich das System auf ein System mit n — 1 Differentialgleichungen zuriickfiithren
mittels des Ansatzes

y() = o(z) - §(x) + 2() (25-vii)
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25.3. Reduktionsverfahren von D’ ALEMBERT

mit einer skalaren Funktion ¢ und einer vektorwertigen Funktion

Dieses y 16st (25-vi) genau dann, wenn
Z=Az—¢ -9

In Komponenten ausgeschrieben:

n
0= Z 1525 — (,O/Ql (25—Viii)
j=2

Vk=2,...,n: 2z, = Z ag;(2)zi(z) — @' (2)gx(z) (25-ix)
j=2
Eliminieren von ¢’ ((25-viii) in (25-ix)) ergibt:

Z]lc = Z (a/kj — aljg’;) Z] (k = 2, . ,n) (25_X)

j=2
also ein homogenes System mit n — 1 Gleichungen.

Dabei ist §1(x) # 0 in J vorausgesetzt (statt der ersten kann man auch eine andere Komponente
auszeichnen: z; =0, g; # 0 in J).

Ist (22,...,2y,) eine Losung von (25-x), dann erhélt man aus (25-viii)

1 n
o(z) =/T§ a5z dx
h =

und daraus eine Losung von (25-vi) geméf (25-vii).

Hat man ein Fundamentalsystem Z(z) = (2¢®,...,2(") von (25x), so fiihrt dies auf n — 1
Losungen 3, ..., y™ von (25-vi), die zusammen mit § ein Fundamentalsystem von (25-vi) bil-
den.

Beweis: der linearen Unabhéngigkeit.

Sei fiir k=2,...,n: y® = pp(z)j + 2% und sei

MG+ Xy + - Ny™ =0 e R” (25-xi)
Fiir die erste Komponente folgt (wegen zgk) =0):

ALt Apa 4+ Appn =0
Mit g multipliziert und von (25-xi) subtrahiert ergibt

Az® 4Nz =0 = A=...=X,=0

= A =0
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25. Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung

Beispiel 25.13.

2
Eine Lésung ist g(t) = (i >

Ansatz: t
v=v0 (5)+ (.0)
= () = %f (1)t2t> (1) —% A(t)

o tdt = —logt

wenn wir J = (0, 00) zugrunde legen.

= y(t) = —logt (i) i <(t)) - (t(i’t; tloftl))

ist eine zweite Losung des urspriinglichen Systems.

= ein Fundamentalsystem ist

2 —t?logt
Y() = (t t(logt + 1))
Bemerkung 25.14. Reduktionsverfahren fiir

v + a1 (Y (E) + -+ agy(t) = 0

geht mit dem Ansatz y(t) = g(¢) - z(¢).
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26. Lineare Differentialgleichungen hoherer
Ordnung

Wir betrachten eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung

Y™ + a1 (2)y™ Y 4 ag ()Y + ao(z)y = b(z) (26-)
mit gegebenen ag,...,an—1: I = R, b: I — R, alle stetig. (I Intervall)
Gesucht ist also eine n-mal differenzierbare Funktion y : I — R, so dass

Ve el y" () + an @)y V(@) + - + ao(@)y(x) = blx)

Setze

2(x)=1| ¥ , alsoz:I—R

y = (2)

Dann ist (26-1) dquivalent zu

0 1 0 0 0
7= SR R

0 0 1 0

—ag(x) -+ oo e —ap_q(x) b(x)

Aus Abschnitt 25 erhalten wir daher:

Satz 26.1.
(1) Sei xg € I; seien yo,y1,Y2,- - -, Yn—1 € R vorgegeben.

Das Anfangswertproblem
y(ﬂ) _|_ an—ly(nil) + o o _|_ aoy(x) = b(x)

y(z0) = Yo, ¥'(x0) = y1, -+ ¥ (w0) = Yn1

Yo

Y1
& z(wo)=

Yn—1
hat genau eine Losung auf I.

(2) Die Losungen der homogenen Gleichung (b = 0) bilden einen n-dimensionalen reellen Vektorraum
V.
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26. Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung

Definition 26.2. Sind y1,...,y, : I — R Losungen der homogenen Gleichung und sind ¥, . . ., y, linear
unabhéngig in V', so nennt man y, ..., ¥y, wieder ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung.

Satz 26.3. Ist yi,...,y, ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung und ist y, eine spezielle
Losung der inhomogenen Gleichung, so hat jede Losung der inhomogenen Gleichung die Form

y=ciy1+ -+ cyn +yp mit c1,...,c, ER

Wir spezialisieren jetzt:
ag,a1,...,0,_1 seien konstant

Die Differentialgleichung heifit dann lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten.

Wie bei obiger Transformation sei nun

0 1 o -- 0
A=
: . . 0
0 R () 1
_ao _al .« .. RS _anfl

Durch Entwicklung nach der letzten Zeile erhédlt man
p(A) =det(A—X-I) = (=1)" [\" + ap_1 A" "+ + a1 A + ag
(charakteristisches Polynom der Differentialgleichung n-ter Ordnung)

Aus 25.10 erhalten wir folgende Methode zur Bestimmung eines Fundamentalsy-
stems:

(1) Bestimme die verschiedenen Nullstellen Ay, ..., A, von p(A) und deren Vielfachheiten.
pA) = (=1)"A = A" - (A= AP
Dabei seien

AM,yoo s Am €R; Ayt A €C\R

)\m—i-l :,u17--~7)\m+s = Usg
Amtlds = A1y -y Amt2s = fis (M +2s=7)

(2) Seij € {1,...,m}. Dann sind

Ajx Ajx 2 Mz ki1 _Ajx
it et pte™NT L. i—len

e , T
k; Beitrdge zum Fundamentalsystem

(3) Seije{m+1,...,m+s},)\j:aj—i—iﬁj, (Oéj,ﬁjER, ﬂj#())

Dann sind
%% cos(Bjx), xe®® cos(Bix), ..., xFi~1e*” cos(B;)
eV® sin(Bjz), xe®® sin(Bjz), ..., e sin(B;x)

2k; Beitrdge zum Fundamentalsystem.

(4) Fiihrt man (2) fir j = 1,...,m und (3) fir j = m+1,...,m + s durch, so erhélt man insgesamt
ein Fundamentalsystem.
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Beispiel 26.4. y©®) + 4y 42y — 4y + 8y’ + 16y =0
charakteristisches Polynom:

p(A) = (=1)"(X° + 41" + 2X% — 4X* + 8) + 16)
=(-1)"O+2P A= (1 =9)] - A= (1 +1)]

AM=-2k=3
= yi(z) =e 2, yo(x) =2e 2, y3(z) = 2%
No=1—i ko =1
= ga(z) = e"cos(—z) =e"cosx
Js(xz) = e“sin(—z) = —e®sinz
= ya(@) = T oosz,  ys(a) = e sina
= allgemeine Losung:
y(x) = e 2 (01 + cox + 03x2) +e” (ecgcosz +cysinz) mit ¢p,...,c5 ER

Um eine spezielle Lésung y, der inhomogenen Gleichung zu erhalten, kann man immer mit Variation
der Konstanten zum Ziel kommen:

Ist y1,...,yn ein Fundamentalsystem der Gleichung n-ter Ordnung, so ist ein Fundamentalsystem des
dquivalenten Systems 1. Ordnung gegeben durch

also eine Fundamentalmatrix Z durch

yl ... yn
Zx)=1 + . (@
ygn—l) . y7(ln—1)

= Spezielle Losung der inhomogenen Gleichung beim System 1. Ordnung:

Die 1. Komponente von z, ist dann eine spezielle Lésung v, der inhomogenen skalaren Gleichung n-ter
Ordnung.
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26. Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung

26.1. Differentialgleichungen mit speziellen
Inhomogenitdten

Fiir spezielle Inhomogenitéten b(x), ndmlich
b(z) = q(z) - e** cos(Bx)

mit «, 8 € R und einem Polynom ¢ vom Grad k, kann man mit folgendem Ansatz fiir eine spezielle
Losung y, einfacher zum Ziel kommen:!

(z) = (4(x) cos(Bz) + () sin(Bz)) e falls p(a 4+ i5) # 0
A P v (4(x) cos(Bx) + ¢(x) sin(Bx))e*® falls o + i eine v-fache Nullstelle von p ist

Dabei sind ¢ und ¢ anzusetzen als Polynome vom Grad k.
Beispiel 26.5.
(1) g~y =21
1. homogene Gleichung: charakteristisches Polynom: p(A\) = —(A% = \) = =A(A = 1)(A + 1)

x

= Fundamentalsystem: (eom) =1, €7, e ”*
2. inhomogene Gleichung: b(z) = z — 1 (von obiger Form mit ¢(z) =z — 1, a = 3 =0)
= Ansatz mit Polynomen ¢, § vom Grad 1:
yp(z) = 2! (4(x) cos(0z) + §(z) sin(0z) ) e®”
(z1, da 0 + 40 einfache Nullstelle von p()\))
d.h. yp(z) = z(az + b).

= y,(z) =20z 4+

Yp(2) = 2a
Yy (x) =0

=y (z) — y;(x):—2ax—béx—l

— _1 —
:>CL——§, b=1

1
= yp(x )fx—§x2

= allgemeine Losung von 3" —y' =z — 1:

T —x 1 2
y(x) =c1 + coe” +cze™* +x — 2%
(2) v’ 4+ 4y’ = cos(2x)
1. homogene Gleichung: charakteristisches Polynom p(\) = A2 + 4\ = A\(\ + 4)

= Fundamentalsystem: 1, e~ 4*

! Die folgenden Aussagen gelten analog auch fiir b(z) = g(z) - e*® sin(Bz)
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26.2. EULERsche Differentialgleichungen

2. inhomogene Gleichung: (¢ =1, a =0, § = 2)
= «a + i = 2i keine Nullstelle von p.
= Ansatz:

Yp(x) = acos(2x) + bsin(2x)

= y,(x) = —2asin(2z) + 2bcos(2z)
Yy, () = —4a cos(2x) — 4bsin(2x)

= Y, (x) + 4y, (x) = (—4a + 8b) cos(2x) + (—4b — 8a) sin(2z) < cos(2z)

& —4a+8h=1, —4b—8a=0

T YT

1 1
= yp(x) = ~39 -cos(2z) + 0 - sin(2z)

= allgemeine Losung von y” + 4y = cos(2x):

1 1
y(x) = c1 + ce™ ™ - 20" cos(2x) + 0 -sin(2x)

26.2. EuLERsche Differentialgleichungen

Die EuULERsche Differentialgleichung ist eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit
nicht-konstanten Koeflizienten, bei der man dennoch ein Fundamentalsystem geschlossen angeben

kann:

anm”y(") + an,lxn_ly("_l) + o daxy +agy =0

d.h. die ,alten a;(x) sind jetzt gegeben als a; - 27 (mit ,neuen“ Konstanten ao,...,an, a, #

0).

Wenn y(z) eine Losung ist, dann auch y(—=x). (Nachrechnen)
= Betrachte nur positive x.

Substitution: x = et; d.h. setze u(t) := y(e?)

Dann:

W(t) = ' (e)e! 2y (2)

Yy
u//(t) _ y// et)th + y/(et)et — 1'23,///(1') +.Ty/(1')

Dies fithrt auf eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten fiir

u.

295



26. Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung

Beispiel 26.6. 2%y” —3xy’ + 7y =0

u(t) =y (et) = y(x)
u'(t) =y (e')e’ = zy'(x)
u”(t) — y//(et)th +y/(et)€t _ x2y”(x) +xy'(x)

0=a%y" —3zy’ + Ty
2,11

= (z%y" +ay') —day’ + Ty
= (t) — 40/ (t) + Tu(t)
Charakteristisches Polynom:
p(N) = A2 =4\ 47
Nullstellen: 2 + iv/3

= Fundamentalsystem:
up(t) = e* cos (\/g . t)
uy(t) = e* sin (\/§ : t)

Jetzt Transformation z = e, u(t) = y(e?) riickgéingig machen:

= Fundamentalsystem:
y1 () = 2% cos (\/§ -log a:)
Yo (t) = % sin (\/g log 33)

26.3. Weitere Speazialfille

Gegeben sei eine Differentialgleichung der Form

Fy,y',y")=0
auf einem Intervall J, in der die Variable x nicht explizit auftaucht.

Falls es eine nicht-konstante Losung y gibt, dann gibt es in J eine Stelle z1 mit y'(z1) # 0. Zumindest in
einer Umgebung von z; ist dann y umkehrbar. Man fithrt die neue Funktion

p(y) =9 (z(y))

ein, wobei z(y) diese Umkehrfunktion ist. Es gilt dann:

y" (x(y))

() =y"(z() - 2'(y) = EmR

also

und es ergibt sich die Differentialgleichung erster Ordnung

F(y,p,pp') =0
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26.3. Weitere Spezialfélle

fiir p(y).

Ist p(y) eine Losung, dann erhiilt man z(y) als Stammfunktion von ﬁ und daraus y(x) als Umkehr-

funktion (eventuell nicht explizit):

po) =/ (o) = 55 = w0 = [ sy

Anfangsbedingungen transformieren sich folgendermafen:

y(zo) =yo, Y'(xo) =11 ~ py) =9 (z(w)) =un
—_—

z(yo)=x0
Spezialfall:
y'=f(y)

Es sei F eine Stammfunktion von f. Man kann diese Differentialgleichung mit der sogenannten , Energie-
Methode“ 16sen:

v =fly) = 2y =2yf(y)

d

s (W) = 2 F(y(x))

& (Y)?=2F(y)+a

= y = +/2F(z) +a,

wobei das Vorzeichen und der Wert von @ durch Anfangsbedingungen festgelegt wer-
den.
Warum ,,Energie-Methode*“?
Sei F' ein Kraftfeld, das einem Potential entspringt:
—VV(x) = F(x)
Bewegungsgleichungen (NEWTON): mi(t) = F(z(t)) = —VV (x(t))
= 2m-&-3&=—-2¢-VV(zx)

& m (i) = 29V (a(h)

& mi® = -2V (x(t)) + 2E

2

kin. Energie

s B= "2 4 V(z) = konstant
~——

pot. Energie

Beispiel 26.7.
(1) " =y -siny, y(0) = 0, y'(0) = 1 ~ x(0) = 0, p(0) = y'(0) = 1
= p-p/ =p’siny
Yy
log p(y) — log p(0) = /sinn dn
0

& ply) =7 =y/(2) = x’iy)

Yy
= aly) — o(0) = [ e dy
0
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26. Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung

1 /

2) W)P=2-y-y.p=y.y =pp
= p> =2y pp

Falls p # 0 (y = ¢ = konst. ist eine Losung),:
1 2

= & logp*=log(y-c)
Y

= py)’=cy = y=x/y
= i% Wey=x+b
= y(z) = {(z + b)? = a(z +b)?

Weitere Losungen der Differentialgleichung: y(z) = c.

/

"2 ’
(3) y'=YLE oy —p oy =pp

1
épp,:p(er)
Y
= v L ( # 0 ist eine Losung)
==, =c ist ein un
p+l gy Y g

< loglp+1=logley] = p+l=cy
=y =cy—1 = llogley—1=a+b
= cy—1=be™
:>y(x):%(1+be“), c#0,beR
4) v =2 +y), y(0) =0,y (0) =1
= 2/ = () =4 (* +y) = (s + 27
= (yl)Z :y4+2y2+y/(0)2 _ (y2+1)2
=y =% +1)
= y(x) = tan(z + b)
y(0)=0 = b=k-7 (keZ)

= Losung y(x) = tanz.
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27. Die FOURIER—Transformation

Definition 27.1.

(1) y : [a,b] — R heifit stickweise stetig auf [a,b], wenn gilt: Es existiert eine Zerlegung {tq,...,tm}
von [a,b] mit: g ist auf jedem Teilintervall (¢,_1, t;) (j = 1,...,m) stetig und es existieren die
einseitigen Grenzwerte

g(tj+) = lim g(t), g(t;—)= lim g(t), g(a+), g(b—)

t—t;+0 t—t;—0

(2) g stiickweise glatt
& 3 Zerlegung z = {to,...,tm} Vj € {1,...,m} g stetig differenzierbar auf (t;_1, t;)
und es existieren die einseitigen Grenzwerte
9t;+), 9t;i—), 9't+), g(-)

glat), g(—-), g'(at), g¢'(b-)
(Siehe 16.6.)

Klar: g stiickweise glatt, so muss g in den Punkten ¢; (j =1,...,m — 1) nicht stetig, also auch erst
recht nicht differenzierbar sein.
(3) h: R — R heiit stickweise Z’;Zizg , wenn h auf jedem kompakten Intervall [a,b] C R stiickweise
stetig | .
glatt ‘ 1st.

(4) Sei h: R — R stiickweise glatt und zo € R (dann existieren h/(zo—) und h'(xo+))
Definiere:
R (zo) == % (R (zo—) + B (zo+)) (27-1)
(Falls h in z¢ differenzierbar, so stimmt (27-i) mit der Ableitung von h in x iiberein.)
(5) Sei f: R — C; setze u:=Re f, v:=Im f (also f = u+ iv; u,v : R = R)
() |
stetig

f hei3t stiickweise olatt

‘ < u und v stiickweise

stetig
glatt

Ist f stiickweise glatt und zg € R, so setze
(o) == (mg) + v (o),

wobei u/(xg), v'(z0) geméB (27-1) definiert sind.
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27. Die FOURIER-Transformation

(ii) Ist [a,b] C R und gilt u,v € Ra,b], so sagen wir, dass f (RIEMANN-) integrierbar iiber [a, b]
ist und setzen

v(x) dx

—

iy

8

~—

U

8

Il
:\@

N

8

~—

U

8

L

~.
S

(iii) Sind
/u(m) dx  und /v(m) dx
beid konvergent o wir. d foo f(x) d konvergent ist. und
A9 absolut konvergent » SO SAEEN WL, QaSS J_ oo JIT) AT 1 ahsolut konvergent St W
setzen
/f(:v) dz = /u(x) dm—i—i/v(m) dz
— o0 —0o0 — 0o

Ist ffooo f(z) dx absolut konvergent, so heifit f absolut integrierbar (aib) iiber R.

Entsprechende Definition fiir die anderen Typen uneigentlicher Integrale.

Bemerkung 27.2.

(1) Sei f =u+iv:[a,b] = C, u,v € Rla,b]. Weiter seien U,V : [a, b] Stammfunktionen zu u bzw. v auf
[a,b] und F :=U + iV : [a,b] — C.

Dann gilt
FI=U+iV =utiv=Ff

Nenne also F' auch Stammfunktion zu f.

(2) Ferner:
b b b
/f(t) dt = /u(t) dt+i/v(t) dt
=U(b) = U(a) +i[V(b) — V(a)]

= F(b) — F(a)

Beispiel 27.3. Sei 29 € C, 29 € 0, f(t) := e*!
1
F(t) := —e*!
(t) o
Dann (Nachrechnen!):
F'(t)=f(t) VteR

also:

20

b
/ezot dt = i (ezob _ ezoa)
a
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Lemma 27.4.

f : R — C ist absolut integrierbar < / |f(z)| dx ist konvergent

— 00

In diesem Fall ist [*_ f(z) da konvergent, und

7f(93) dr| < /°° |f(z)] dz

Entsprechendes gilt fiir die anderen Typen uneigentlicher Integrale.

Beweis: Sei u:=Re f, v:=Im f.
Nach 17.3:
Ve eR |u(@)l, [v(@)] < [f(2)] < |u(@)] + Jv(z)| (27-ii)

Sei f absolut integrierbar = u, v absolut integrierbar

= 7 |u(z)| dz, 7 [v(x)] de < oo

= / (|u(:17)| + |v(a:)\) dr < oo

Aus dem Majorantenkriterium und (27-ii) folgt:

N /|f(z)|d:c<oo

Sei [T |f(z)| dx  konvergent. Dann folgt aus dem  Majorantenkriterium  und
(27-ii):
N /|u(a:)|dx, /|v(x)\dx<oo

= f ist absolut integrierbar.

Zur Dreiecksungleichung:
Sei ffooo f(x) dz =: re mit r € (0,00), ¢ € (—m, 7).

Setze ¢ := e~ also

c/oof(x)dxr
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27. Die FOURIER-Transformation

[ee] oo

= jof(o:)do: :r:c/f(x)dx:Re c/f(x)dm

_ / Relef (2)] dz — / Relef (x)] dz

— 00 oo

o0

S/ |Re[cf(x)H dx

%0 <Llef (@)= f (=)
]

Satz 27.5 (Vergleichskriterium). Ist f : R — C stiickweise stetig und g : R — C absolut integrierbar
und gilt

Ve eR |f(z)| <lg(z)l,

so ist f absolut integrierbar. (Entsprechend fiir andere Typen uneigentlicher Integrale)

Beweis: Majorantenkriterium, 27.4 ]

27.1. Die FOURIER-Transformierte

Definition 27.6. Sei f: R — C stiickweise stetig und absolut integrierbar. Sei s € R und
gs(t) = f(t)e "

(dann: g stiickweise stetig und g absolut integrierbar, da |e=%!| = 1 und 27.5)

Setze

! / ft)e™"" dt (27-ii)

f(s) ZZ%

Dieses definiert eine Funktion f :R— C.

f heifit FOURIER—Transformierte von f.

Satz 27.7. Sei f: R — C stiickweise stetig und absolut integrierbar.
Dann ist f : R — C stetig.

(ohne Beweis)

Beispiel 27.8.
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27.2. CAucHYscher Hauptwert

(1) f(t) := e~ (ist stiickweise stetig und absolut integrierbar)

[ee]

f(s) _ / eIt g7t gy

— 00

0

o0

= S / el et dt + /e_t ceT it gt
27

— 0o

Es ist
0 0

0

/ete—ist g — /e(l—is)t g — 1 s =01 ‘ (1 _8(1_15)0) oo 1 .
1—1s t=c 1—1s N—— 1—1s

ece—ise

N 1 1 1
1+44s| 7 1+s2

-1

Analog:
/e*te*“t dt = !
1+is
0
A 1 1
= =52 {1—1'3
(2)
1 fiir 2| <1
f@) = {o fiir 2] > 1
s=0:
1 T 1 i 1
; —i-0-t
= — = — 1 = —
f(0) 5 / fte dt 27r/ dt -
s#0:

oo

1

f(S) = % / f(t)e_iSt dt = %/e—ist dt

oo

-1

1 1 —is __ s
Z%[_is(e e )]

1 el
Cosm 2i
—sin(s)
1 sin(s)
T s

27.2. CaucHyscher Hauptwert

Fiir f:R — C war [*_ f(z) dz definiert als

C

0
Jim [ @) do s Jim [ f@) da,
d

0
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27. Die FOURIER-Transformation

falls beide Grenzwerte existieren, und nicht als
Beispiel 27.9. f(x) := z, dann

0
/f(x) dr 272 oo
d

f(z) dzx L2H0 oo

o

o0
= / x dx nicht konvergent, aber
—0o0
«
lim rdr=20
oa—r00
-
——
=0

Definition 27.10. Sei f : R — C gegeben. Falls

(e}

Oth_}n;@ f(z) dz

existiert, so heiflt er der CAUCHY sche Hauptwert (CH) und man schreibt
lim [ f(x)dx=: CH / f(z) dx

a— 00

Beispiel 27.11. ffooo x dx ist divergent, aber

oo

CH/xdz:O

— 00

27.3. Umkehrung stiickweise glatter Funktionen

Satz 27.12 (Umkehrsatz fiir stiickweise glatte Funktionen). f : R — C sei stiickweise glatt und absolut
integrierbar.

Dann gilt:

wwer LEt)t Sl

) = CH / f(s)e™ ds
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27.3. Umkehrung stiickweise glatter Funktionen

Ist also f stetig in x, so gilt
f(z) = CH 7f(s)e”s dx
Ist auBlerdem f absolut integrierbar, so gilt
f(@) = 7f<s>em ds
(Formel der selben Bauart wie (27-iii).)
(ohne Beweis)

Das folgende Beispiel zeigt, dass im Allgemeinen der CAUCHYsche Hauptwert in obiger Transformation
nicht durch das uneigentliche Integral ersetzt werden kann.

Beispiel 27.13.

1 fir 2| <1 sy 1 s=0
f(x)_{o fiir |z] > 1 <:> f(s)_{}r-si“ 8750>

S

f(s)es = 1 {(coss—l—isins) SIS figr 5 £ 0

T |1 firs=0
= / f(s)e™ da ist nicht konvergent
Aber:
(o3 X - 1 [e3% o 1 [ )
/f(s)e“ d827/coss sin s ds+i~—/sm S s
T s T s
o o 7,
=0
1 [ si 2
_ 1 sin(2s) s
2m s
2
1 .
== Slzu du (27-iv)
—2a
_ _ : n i-0-s
= 1=1(0) 27.12 ah—{%o / Fls)e™ ds
. 2 1. sin s
= lim [ f(s)ds=— lim | —ds
a—o00 T a—00 s
—Q —Q
= him [ 22 gs
T a—00 S
0
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27. Die FOURIER-Transformation

= /Sms ds=—=  (vgl 14.15)
s 2
0
« 2a 2a
A . 1 sinu 1 sin u a—soo 1 ™ 1
= Yds = — du=—"-2 du —— — -2 —=—
(27-iv) /f(s)e s s u Y 27 / Y 2w 2
- —2a

= CH/f(s)eis ds :%

Da auch §(f(14)+ f(1-)) = $(0+1) = 3, ist dies konsistent mit Satz 27.12.

Satz 27.14. fi, fo : R — C seien stiickweise glatt und absolut integrierbar. Falls fl = fg, so gilt

fi(x) = fa(x) in allen Punkten z, in denen f; und f5 beide stetig sind.

Beweis: Sei z ein solcher Punkt.

(03

= fi(x) = CH/fl(s)ei‘“ ds = CH/fz(s)em ds I fa(x)

27.1

—Q

Satz 27.15. fi, fo : R(C) — C seien stiickweise stetig und absolut integrierbar, ferner «, 5 € R.
Dann gilt:
(afi + Bf2) = afy + Bfa,

d.h. die Zuordnung f — f ist linear.

Beweis: trivial (Linearitit des Integrals) O

Satz 27.16. f: R — C sei stiickweise stetig und absolut integrierbar. Fiir h € R fest setze
fo(x) == f(x +h) (fur z € R)

Dann gilt:

fn(s) = eish . f(s) fiir alle s € R

Beweis:
fuls) = o= /oo fult) e dt
A T
—O0 =f(t+h)
Sei ¢ > 0:

/ f(t+ h)e "t at
0
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27.4. Faltungen

Substituiere 7 =t + h, dr = dt

c+h cth

_ /f(T)e—iS(T—h) dT:eish / f(T)eiST dr
h h
Sei d < 0:

0
/f(t + h)e "t dt
d

wie oben:
h
_ _ish / f(T)efzsr dr
d+h
0 c ct+h
= /f(t + h)e "t dt + /f(t +h)e st dt = €'t / f(r)e ™" dr
d 0 d+h

—_———
S [, fr)emier

c

0
= fh(s) - o lim /f +h —ist dt+ hm f(t+h) —1st dt

d——o0
d 0
%)
sh 1 —iST
- — f(r)e dr
2
=f(s)

27.4. Faltungen

Definition 27.17. Es seien f1, fo : R — C so, dass fiir jedes t € R das Integral

7 fit — z) fa(z) dx

konvergiert. Dann heifit die Funktion f; * fo : R — C
(f1% f2)(t 7/f1t_37f2 r) dzx

die Faltung von fi und fs.
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27. Die FOURIER-Transformation

\ -1 1

(a) Funktion fi (b) Funktion fa

|
I I !
—1 1

(c) Faltung f1 * f2

Abbildung 27.1.: Funktionen aus Beispiel 27.18

Beispiel 27.18. Gegeben seien die Funktionen

et fiirt>0 1 fir [t <1
t) = - und t) = -
L) {0 fiir t < 0 f2(1) {o fiir [t > 1

Dann gilt fiir jedes ¢t € R:

00 1 y=t—x t+1
dy=—dx
()= 5= [ filt-apa@ o= [ne-oa = 5 [ rw)d
oo -1 t—1

1. Fall: ¢ < —1; dann ist t + 1 < 0 und somit (f1 * fg)(t) =0
2. Fall: —1 <t < 1; dann

) t+1 )
_ 4 v gy — = (1 —<t+1>)
(hes)O =5 [erdy=5-(1-c
0
3. Fall: ¢t > 1; dann
. t+1 ) )
- -y - -t _ -
(f1 % f2)(t) o /6 dy o (e (e e))
t—1
insgesamt also
0 firt < —1

1
(fixf2)(t) = =1 —e 0D fiir —1<t<1
2
ef(e=1) firt>1

Satz 27.19. fi, f> seien stetig und absolut integrierbar. Weiter sei f; auf R beschrdnkt.

Dann:
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27.4. Faltungen

Vit eR / f1(t — x) fa(x) dz absolut konvergent

— 00

1

ER |(fixf) O] < - -suwlh@)] - [ |fa@)] de

— 00

(3) f1* fo ist stetig auf R und absolut integrierbar.

(4)

A~ A~

VseR (i f2)(s) = u(s) - Fals)

(ohne Beweis)

Satz 27.20. Sei f : R — C stetig und stiickweise glatt. Weiter seien f und f’ absolut integrierbar
(beachte: f’ ist geméf Definition 27.1 {iberall definiert.)

Dann gilt:

(1)

(f1)(s) =is- f(s)|fiir alle s € R

(2) lim f(z)=0

z—+o0

Beweis: Zeige zunichst die Hilfsaussage (2), dies aber nur fir lim f(z). Es ist zu zei-

gen: T
Ve>03de>0Ve>c |f(z)|<e
Annahme: dies sei falsch. Also existiert ein € > 0 derart dass
Ve>03w, >0 |f(ze)]>¢ (27-v)

Da [%_|f/(x)| dz konvergent, existiert ein zg > 0 mit

(i)
/’f’(m)‘ dr < g
(ii) nach (27-v): |f(xo)| > €
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27. Die FOURIER-Transformation

Sei z > x(; dann

1@~ sl = |[ro @) < [lrola < [lro)a <

= |f(x)| > |f($0)|*% >

= /x]f(t)|dt > /%dt = S(z—w0) 2 0

o

[\

= Widerspruch zu: f absolut integrierbar.

zu (1):
Sei ¢ > 0. Seien z1,...,z, € (0,¢) die Unstetigkeitsstellen von f’ im Intervall (0,¢). t := 0, tgy1 =
c
c o Titl
= /f’(t)e_m dt=>" / f(t)e it dt
0 7=0 z;

Tj+1

- /f (is)e™ " dt
t=x;

(&

[f(xj+1_)e—isz_j+1 _ f(xj+)e—i51_j] +(Z'S)/f(t)e_i5t dt

0

Fwe|”

<
I
o

|

I
KM?-”

I
o

J

k
=f(e)emteet 3 [flag =)= fla; )] e™ % —1(0)
1= %/_/

=0, f stetig

— (is) / Ft)e=i= di + f(e)e=¢ — F(0)
e /f e "t dt — f(0), da f(c) — 0und !e_isc| =1
0

= /f et dt = (is O/f et dt — £(0)

Analog;:

0 0

[ roetae=gs) [ et des so)

Addieren, durch 27 dividieren:

f'(s) = isf(s).

Aus dem Beweis ist ersichtlich:
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27.4. Faltungen

Satz 27.21. f : R — C sei stiickweise glatt und f, f’ seien absolut integrierbar. f besitze héchstens

endlich viele Unstetigkeitsstellen z1,...,x, € R.

Dann gilt:

o~

Fi(s) = (is)f(s) + o= Y _[f(w;=) — flaj+)]e 7

21
Jj=1

fiir alle z € R.
(Teil (2) von Satz 27.20 gilt genauso.)

Aus 27.20 ergibt sich rekursiv (durch vollsténdige Induktion):

Satz 27.22. Sei f : R — C (n —1)-mal stetig differenzierbar (d.h. Re f,Im f : R — R seien (n —1)-mal
stetig differenzierbar). Weiter existiere f (") auf R und sei stiickweise stetig (arithmetisches Mittel in den

Sprungstellen!); anders formuliert: f(~1 sei stiickweise glatt.
Ferner seien f, f', ..., f(™ absolut integrierbar.

Dann gilt:

F®(s) = (is)* f(s)

fuirallese R, k=1,...,n.
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312



28. Die LArPLACE—Transformation

Definition 28.1. Gegeben sei f : [0,00) — C.
K;:=(¢seC: /e*“f(t) dt konvergent
0

Die Funktion F': Ky — C, definiert durch

(e}

F(s):= /eiStf(t) dt

0

heifit LAPLACE—Transformierte von f und wird mit L[f] bezeichnet.

Beispiel 28.2. Sei a > 0 und

ha(t) = {1 t>a

0 0<t<a

(also hg = 1)

hq heifit auch Heavyside—Funktion.

Sei ¢ > a:
C C
—st —st 1 _—st t=c 1 —sa
e he(t)dt = | e dt e L M (e7® —
0 a

Nun ist (falls s = g + 90 mit p,0 € R):

eS¢ — 67(Q+io)c L efiac c—0 0 < 0>0
N~
.|:1

c

c—oo 1 —
- /e—stha(t) dr L2 Z ¢ 5@ falls Res >0
S

0
Also Ky D {s € C: Res > 0}.

D.h.

e*Sa

1
L[hg] = ,  insbesondere L[1] = =
s s

Definition 28.3.

e—sc)
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28. Die LAPLACE-Transformation

(1) f :]0,00) = R(C) heifit stiickweise ;Zﬁg , wenn f in jedem kompakten Teilintervall [a,b] C
. . stetig | .
[0, 00) stiickweise clatt ‘ ist.

(2) f:[0,00) = R(C) heifit von exponentieller Ordnung v, falls v € R und

IM >0Vt e [0,00) |f(t)] < Me

(3) f:[0,00) = R(C) heifit von exponentieller Ordnung, falls

Jy € R f ist von exponentieller Ordnung ~y

Beispiel 28.4.

(1) Sein € Nund f(t) = t™. Wir wissen, dass fiir jedes v > 0:

1
n'

=1+t + i)+ ()" 4+ > = ()" fiir t € [0,00)

!
= |fO)]=t"< n—n e’ fiir t € [0, 00)
Y

=M
= Vv >0 f(t) =1t" ist von exponentieller Ordnung ~
f ist aber nicht von exponentieller Ordnung 0 (aufler wenn n = 0), denn
|f(t)] < Me® (¢t €[0,00))
ist fiir kein M richtig.
(2) Aus (1) folgt: Jedes Polynom ist von exponentieller Ordnung +, fiir jedes v > 0.
(3) Konstante Funktionen # 0 sind von exponentieller Ordnung 0.
Die Nullfunktion ist von exponentieller Ordnung ~ fiir jedes v € R.
(4) Jede beschrinkte Funktion (z.B. auch die Heavyside-Funktion, die Sinus—Funktion, die Cosinus—

Funktion) ist von exponentieller Ordnung 0.

Satz 28.5. Sei f :[0,00) — C stiickweise stetig.

Dann gilt:

(1) Ist sp € Cund [~ e *! f(t) dt absolut konvergent, so ist Ky D {s € C: Res > Resg}.
Fiir s € C mit Res > Re sy konvergiert [~ e~ f(¢) dt sogar absolut.

(2) Ist f von exponentieller Ordnung v, so gilt:

K; D {seC: Res>n}

Fiir s € C mit Res > v konvergiert [~ e~ f(t) dt sogar absolut.

314



Beweis:

zu (1) Sei s € C, Res > Re s

|€_Stf(t)| — ‘e—(Re s)t

. ‘e—i(hn s)t

|£@)]
=1

= e (Ret | £ (1))
< e (Resolt | £(1)| = [0t - (1))

= Nach Majorantenkriterium ist [;~|e™*f(t)| dt konvergent.

zu (2) Nach Voraussetzung existiert ein M > 0 mit V¢ > 0 |f(¢)] < Me.

= [e7tf ()] = e @I f(1)] < Mem (oot

o0

/e_(ReS_'Y)t dt konvergent = Res >,
0

folgt die Behauptung aus dem Majorantenkriterium.

Beispiel 28.6. Sei w € R, f(t) := cos(wt), g(t) := sin(wt).

Seien F' := L[f], G := L[g], definiert mindestens auf {s € C : Res > 0} (da f, g von exponentieller
Ordnung 0)

F(s) +iG(s) = /e*“ cos(wt) dt + i/e*“ sin(wt) dt

0 0
0

= /e_St [cos(wt) + isin(wt)] dt
0

—eiwt

o0

— /e(—s+iw)t dt

s —iw’
da Re s > 0 und somit

—(Res)e €20,

‘e(feriw)c —e

Betrachte hilfsweise f(t) = cos(—wt) (= f(t)), §(t) = sin(—wt) (= —g(t)), F := L[f], G := L[f]
=F=F G=-G
Nach obigem:
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28. Die LAPLACE-Transformation

1
F(s)—iG(s) =
(5) ~i6(s) = o
Addiere dies zu F(s) +iG(s) = ——:
1 1 2s
2F(s) = =
() s—l—iw—'_s—iw 52 + w?
s
Fs) = —>
= | F(s) T

Entsprechend durch Subtraktion:

1 1 24w
2. = — =
iG(s) s—iw Ss+iw 824+ w?
w
= G(s):752+w2
Also
Llcos(w )](s) = 5——
cos(w s) = R
. w
E[SIH(OJ )] (S) = m
at 1 -
E[e}: fir Res > a
s—a

Satz 28.7 (Umkehrsatz fiir die LAPLACE-Transformation). f :[0,00) — R sei stiickweise glatt und
VE>0 |f(t)] < Me"

F := L[f] fiir Res >~

Dann gilt fiir jedes x > :

] i FED+1E0)
%~CH/F(x+z‘s)e(”“)t ds = f(0+)2 .
e 5 -

Insbesondere: Ist f in ¢ € (0,00) stetig

1 T _
= f(t) = o CH / F(z + iy)e@+r?t dy

— 00

Beweis: Sei z > 7.

{e—“f(t) t>0

t) :=
9 =1, £<0

g(t) ist stiickweise glatt,

lg(t)] = |e ™ f(1)] < Me™ """ vt >0
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28.1. Eigenschaften der LAPLACE-Transformation

= (Majorantenkriterium) [~ _|g(t)| dt konvergiert.
= ¢ ist absolut integrierbar.

Nach Abschnitt 27:

1 7 . 1 7 .
i(s) = o / g(tye™™" dt = o / F(£)e @ gt = F(z + is)
—o0 0

2w T
t =) 1 7 , T ,
27.12 = V>0 % = -CH / §(s)e"* ds = CH / F(+is)e™ ds
i T

oo

& w:%~CH/F(w+is)e(m“3)t ds Vt>0
77

— 00

t=0: f(r)=firt<0= f(0—)=0

L J) + ) _ £(04)

2 2

Fiir diesen Sachverhalt in 28.7 schreibt man symbolisch:

f(t) = L7 [F(s)]

Korollar 28.8 (Eindeutigkeitssatz). fi, fa : [0,00) — R beide stiickweise glatt und von exponentieller
Ordnung ~. Fy, F5 seien die LAPLACE-Transformierten von fy, fs.

Gilt Fi(s) = Fs(s) fiir Res > =, so gilt in jedem Stetigkeitspunkt von f; und fs:

f(t) = f2(t)

Insbesondere folgt fiir stetige f1, fo: f1 = fa

Beweis: folgt unmittelbar aus 28.7 U

28.1. Eigenschaften der LAPLACE-Transformation

In den folgenden Sétzen seien die vorkommenden Funktion f, f1, fa, ... stets stiickweise stetig auf R und
=0 fir t <O0.

Auflerdem seien sie von exponentieller Ordnung.
Satz 28.9. fi, f2 seien von exponentieller Ordnung v und «, 5 € R.
Dann gilt:

Llafy + Bf2] = aLlfr] + BLIS:]

Beweis: Nachrechnen. O
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28. Die LAPLACE-Transformation

Beispiel 28.10. f(t) = cosh(wt) fiir t > 0 (w > 0)

1 1
= f(t) = §€wt + §€_Wt

= fiir Res >w: Llcosh(wt)](s) =L [e ( )+ ;/3 [e=“*] (s)

w\»—wo\»—‘

1 _ S
s+w 82 — w2

Satz 28.11. f sei von exponentieller Ordnung v und F = L[f].
(1)
L[ f(t)] =F(s—¢) fir Res>v+d, 6€R
(2) Sei h; die Heavyside-Funktion (8 > 0)
g(t) := hs(t) f(t - 0)
= L[g] = e % F(s), fiir Res >~

(3) Seia #0,acR.

=1-F(2) fiir Res >~v-a

a

L[f(at)]

(1), (2) heiflen Verschiebungssitze, (3) heifit Streckungssatz.

Beweis: Wir zeigen nur (2). (Der Rest wurde in der Saaliibung erbracht.)

oo oo

o] = /e_Stg(t) dt — /e—stf(t —5) dt
0 5
= 1 n —stf(t —§) dt = T=tmo
BEEEY " dr=adt
5
n—=a 0o
= lim e Ut f(r) dr = /eiSTf( ) dr e=*°
n—00
0 0
= e *°F(s)

Beispiel 28.12. f(t) = e’ cos(wt), L[coswt](s) = =

ho?
s—90
2811 Llfl = (s —0)? +w?

28.2. Faltungen
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28.2. Faltungen

Definition 28.13. Seien f1, fo : R — R stiickweise stetig und

fl(t) = fg(t) =0firt<O0
t
(Froe £)O = [ 5t -w)fa(w) du (e B
0
heifit die Faltung (Konvolution) von f1, fa.

Bemerkung 28.14. Zwischen der eben definierten Faltung %7 und der Faltung *r bei der FOURIER—
Transformation (vgl. 27.17) besteht folgender Zusammenhang:

(f1xp f2)(t) = % / fi(t —u) fo(u) du
— 5 [ At whaw) du= - [ At - wpa(w) du
0 0
= %(fl «1, f2) (t)

Vereinbarung: In diesem Abschnitt schreiben wir * statt *g.

Satz 28.15 (Faltungssatz). fi sei stetig, fo sei stiickweise stetig und beide seien von exponentieller
Ordnug v (f1 = f2 = 0 auf (—o0,0))

Dann existiert L[ f1* f2] (s) fiir alle Res >~ und es gilt

L[f1* f2] = LIf1] - L[f2]

(ohne Beweis)

Beispiel 28.16. Sei F(s) = 1

S

. ﬁ gegeben. Gesucht: f mit L[f] = F.
Sei

s={ 5 120 }=talt

und h(t) = sin(2t).

Bekannt:

Clg) = % L= ) fir Res >0
also:

F(s) = Llgl(s) - LA = L[g «H](5)

t

g(t —u)h(u) du = /Sin(2u) du =
0

(1 — cos(2t))

~
—~
~
S~—"
|
—~
s
*
>
SN—
—~
~
S~—
Il
o\w
N |

319



28. Die LAPLACE-Transformation

28.3. Ableitungen und Stammfunktionen

Satz 28.17. f sei auf [0,00) stetig und stiickweise glatt. f sei von exponentieller Ordnung +.

Dann existiert die LAPLACE-Transformierte £[f’] von f’ fiir Re(s) > v, und

L[f'](s) = sLf](s) — £(0)

Beweis: Sei s € C, Res > v, F := L[f].

Dann gilt fiir n € (0, 00):

U] n n
[estrwar=e o]+ [ de=enpn - f0) s [ e at
0 B 0 0

2B (s)

Zu zeigen: e *"f(n) — 0 fir n — oo

|efsnf(n)| — efR/e(S)-n.|f(77)| < e B, prevn = ppe—(Re(s)=)n 2700 (Re(s) > )

o0

= /e_Stf’(t) dt
0
ist konvergent (und damit = L£[f’](s)) und

LIf'](s) = =f(0) + sL[f](s)

Mit Induktion erhélt man aus 28.17:

Satz 28.18. f sei auf [0,00) (r — 1)-mal stetig differenzierbar, und f("=1 sei stiickweise glatt.
f,..., f"=1) seien von exponentieller Ordnung +.

Dann existiert die LAPLACE-Transformierte £ f (T)] von f() fiir Re(s) > =, und es gilt

L]f0) () = 5" L[F1(s) = [ (0) + 8" 721(0) + -+ + 57D (0) + £ (0)]

Beispiel 28.19. Sei f(t) := sin(wt + )
f(t) = sin(wt) cos ¢ + cos(wt) sin ¢

= E[f] (s) =cosp- E[sin(w-)] (s) +sin¢g - E[cos(w-)] (s) = cos SDwQL—FsQ + sin (‘O%W

Berechne (einfacher, falls £ [sin(w-)] und £[cos(w-)] noch nicht bekannt) £[f] mit Hilfe von 28.18:

() = —w?f(1)
= 0= L[0](s) = LI +w?f](s) = LI"](s) +w L[f](s)
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28.3. Ableitungen und Stammfunktionen

L[f"](s) = s*L[f](s) - (s@+ ﬁ@)

= 0= (s"+w?) L[f](s) — (ssing + wcos p)
= E[f](s):

$8in @ + wcos
§2 + w?
Verhalten der LAPLACE-Transformation bei Stammfunktionsbildung:

Sei f : [0,00) = R stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung . Weiter sei g : [0,00) — R
definiert durch

YVt € [0,00) g(t):= /f(u) du

Nach 10.25 ist g stetig und stiickweise glatt (¢'(t) = f(¢) in allen Stetigkeitsstellen ¢ von f) Fer-
ner:
¢ ¢ (@' =1) fallsy>0
vt >0 |g(t)|§/|f(u)|du§M/ewdu: t falls v = 0
0 0 (1 —-e) fallsy <0

2]
Y v>0
= g ist von exponentieller Ordnung ¢ 6(> 0 beliebig) ~+ =10
0 v<0

= L[g](s) ist definiert fiir Re(s) >y 7>0
Re(s) >0 ~<0

und nach 28.17 gilt
L[f](s) = L[g'](s) = sLg](s) - 9(0)

~—~
=0

Re(s) >~y ~+>0

= |£lg)(s) = SL[/](s) fiar {Re(8)>0 Y <0

Beispiel 28.20. Sei f(t) :=t" mit einem n € Ny
Behauptung:
n! .
L[f](s) = sy fiir Re(s) >0
Beweis: n = 0: Schon bekannt: £[1](s) = 1 fiir Re(s) >0
n — n+ 1: Gelte (mit f,,(¢) :=t"):

n!

’C[fn] (8) = gn+1

1 nl (n+1)!
L s e

= L{for1](s)=L|(n+1) [ u" du (s)z(n+1)-1-£[fn](s)
S I
0

O
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28. Die LAPLACE-Transformation

Satz 28.21. f:[0,00) — R sei stiickweise stetig und periodisch mit Periode T > 0, d.h. es gelte
Vi e [0,00) f(t+T)=f(t)

(Insbesondere ist also f beschrinkt, d.h. von exponentieller Ordnung 0.)

Dann gilt fur Re(s) > 0:

T

: /e_Stf(t) dt

0

1
1—eTs

L[f](s) =

Beweis:
VkeNVE>0 [f(t+kT)=f(t)

Daher fiir Re(s) > 0:

[ oo (k+1)T
z[f](s):/e—stf(t) =3 / e~ (1) dt
0 k=0 pgp

Subst. u=t—kT

o

—_——
=f(u)

b
Il

T
/e_s("+kT) flu+kT) du
00

M

T
e—skT/e—suf(u) du
0

—_———

unabh. von k

- li (e—sT)’“l .O/Te_s“f(u) du

k=0

x>~
Il

0

. T
=T /e_s“f(u) du
0
da [eT| =€~ Re(s)T" < 1, da Re(s) > 0, T > 0. (vgl. auch Seite 208) O

0 t<0

Beispiel 28.22. Sei T'> 0 und h := hg :=
1 t>0

Setze
Vt€[0,T) f(t):=h(t)—2h(t—F)

Setze f T-periodisch auf [0, c0) fort.
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28.4. Anwendungen auf lineare Differentialgleichungen

Also nach 28.21: Fiir Re(s) > 0 gilt:

T
1 —s
0
z T
SR St — | et dt
T 1—esT € ¢
0 T
2
1 l—e5% 5% —eoT
T 1T s B s
2
T _sT
1 1-27% 47 1 (1—6 2)

1—e=sT

|
VA
VA
—_
\
o
|
w
S
~—
—
—
+
o
|
@
vl
~—

1 1—e5% 1 5T —e 57
5 14e 5% 5 €T 4 e 57
_ 1, .T
= ¢ -tanh (s 4)

Tabellen wie A.5 (Seite 330) sind insbesondere wichtig, um die Umkehrabbildung der LAPLACE-
Transformation zumindest teilweise zu kennen.

L71[F] berechnen < Aus Tabellen ,erkennen®, welches Urbild F' hat.

28.4. Anwendungen auf lineare Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten

Wir betrachten das Anfangswertproblem
y " 4 any ™Y o ay +aoy = g(2)

y(0) =vo, ¥ (0)=v1,- .,y "V (0) = yns
mit ag,...,a,—1 € R (C), yo,---,yn—1 € R (C), g : [0,00) = R (C) stetig und von exponentieller
Ordnung. Setze a, :=1

Dann:

Llg](s) = L

Zn: aky“‘”] (s)

k=0

=Y [y] o
k=0
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28. Die LAPLACE-Transformation

(p ist das charakteristische Polynom der Differentialgleichung)

n

k-1
= | Lly|(s) = % | Llg](s) + Zak Zsk_l_jyj
k=1  j=0

Hieraus mittels  Inversion der LArPLACE-Transformation  die  Losung

men!

=T

=

Beispiel 28.23. y" +y =0, y(0) =1, ¢/(0

= 0=_2L[0](s) = L[y +y](s) = L[y"](s) + L[y](s)

s+m S 1 .
= ﬁ[y}(s)—52+1:52+1+7f 52+1:£[COS+W'SIH}(S)
——
L]cos](s) L[sin](s)

e y(z) = cos(z) + 7 - sin(x)

Probe: ist tatsédchlich Losung

Beispiel 28.24. Randwertproblem:

Yy’ +9y = cos(2z), y(0)=1,y (g) -

E[COS(Q-)](S) = ﬁ
= ﬁ = Ly" +9y](s) = L[y"](s) +9L[y] (s)
= s*Ly](s) —y'(0) —s - y(0) +9L[y] (s)

=c =1

= (s> +9)L[y](s) — (s +¢)

S S S

1
E [ — = -
= L[y](s) 259 <82+4+s+c> (s2+9)(52+4)+ 219 +c 219

Lleos(3-)](s) =&
Wir brauchen das Urbild von m unter L:

s _As+B  Cs+D
(s249)(s2+4) s2+9 s2+4

& s=(As+ B)(s*+4)+ (Cs+ D)(s* +9)
=5%(A+O0) + s*(B+ D) + s(4A+90) + (4B + 9D)

12 444+9C =54 = A:—% = C:%

0=4B+9D=-5B = B=D=0
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28.4. Anwendungen auf lineare Differentialgleichungen

s 1 s 1 s

T E19(2+4 5 219 5 44
=L efeos@)] )+ 5 - Lleos(21](5)

= Lly|(s) = —% - L[cos(3-)](s) + % - L[cos(2-)](s) + L[cos(3-)] (s) + & L]sin(3-)] (s)

=L [;l cos(3-) + éCOS(Z) + Esin(3~)] (s)

= y(z) = % - cos(3z) + é -cos(2z) + ¢ - sin(3x)

28.8
Jetzt ¢ so einrichten, dass die zweite Randbedingung y (g) = —1 erfiillt ist:
114 3 +1 ()+~,3 1~:>~4
—1l=—--cos| =7 —-cos(m)+¢-sin|--7m)=—-—¢ c=—
5 2 5 2 5 5
4 . 1
= y(x) = ' [cos(3x) + sin(3z)] + 5 cos(2x)

Beispiel 28.25. System:

1 1 0
v = <4 _2> v y(0)= (5>
Setze y = (Z), also

W =u+v

v = 4u — v

= L](s) = LIul(s) + LI](s) = sLIul(s) — u(0) = sL[u](s)
L[](s) = 4L[ul(s) — 2L[v](s) = sL[](s) = v(0) = sL[v](s) — 5

< (s—1)- Lu](s) — L[v](s) =0
4L[ul(s) — (s +2) - L[v](s) = =5

= [4—(s+2)-(s—1)]-Llu)(s)=-5
5) 5 1 1

= Llu](s) = o G213 =3 513 =L[e*] = L[e7*](s)
Te u(r) = e** —e ™3

= v(z) = (u(z) +v(z)) —u(z) =u'(z) —u(z) = 2> + 373" — > + 7% = + 4™
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28. Die LAPLACE-Transformation
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A. Tabellen

Tabelle A.1.: Verschiedene Funktionsdefinitionen

o " T 2 IS
e H;OH:1+ﬂ+§+§+
) x2n+1 .133 .I‘5
. _1\n ...
sinz ) 2 (D" G TR
o 22" R
cos ngo(_l) (2n)!:1 gt
sinx
tanx , TER 2k+1)-Z |keZ
anx oss ° \{( +1)- 3| }
cosx 1
cot — = , zeR\{k-nw|kelZ}
sinx tanx
sinh x % (e —e™®)
coshz % (e e ")
sinhz e¥ —e™”
tanh x =
coshx e +e 7@
coshzx e*+e 7
cothz - =
sinhx e*—e™®
arsinhz | log (:v +Vaz? + 1)
arcoshz | log (z + V22 — 1)
1+
1
artanhz | 5 -log -
r+1
arcoth x % - log
r—1
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A. Tabellen

Tabelle A.2.: Additionstheoreme

e sin(z +y) =sinzcosy + siny cos

e cos(x +y) =cosxwcosy —sinxsiny
: 2 2. =

e sin“z +cos“x =1

e cosh?x —sinh?x =1

Tabelle A.3.: Einige Funktionen und ihre Ableitungen

f f
z" na" 1
-n
ﬁ anrl
NG !
T
2\/x
1
\/E n Y xnfl
e’ e’
1
log x —
x
a® a”loga
1 1 1
O Papp—
8a ¥ loga =
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Tabelle A.4.: Trigonometrische Funktionen und ihre Ableitungen und Stammfunktionen

Ableitung f’(x)

Funktion f(x)

Stammfunktion F(x)

cos(x) sin(x) — cos(x)
— sin(x) cos(z) sin(x)
=1+ tan?(z) tan(x) — log|cos(z)|
cos?(x)
Sn2(2) = —(1 4 cot*(z)) cot(x) log|sin(z)|
cosh(z) sinh(x) cosh(x)
sinh(x) cosh(z) sinh(x)
1
—_— tanh(x log(cosh(x
cosh? (z) (@) 8 (=)
-1
—_— coth(z log (sinh(z
sinh? () (@) g(sinh(z))
1
—_— arcsin(x x - arcsin(z) + v1 — 2
N (@) @)+
-1
—_— arccos(z x - arccos(z) — V1 — 2
e (@) @) =
1
e arctan(z) - arctan(z) — 3 log (1 + z?)
L arccot(z) - arccot(z) + 3 log (1 + 2?)
1+ a? 2
1
—_— arsinh(x x - arsinh(z) — Va2 + 1
it ) ()=
1
— arcosh(z) x - arcosh(z) — Va2 — 1
22—
! artanh(z) - artanh(z) + 3 - log (1 — 2?)
1— 22 27708
-1 arcoth(x) -arcoth(z) + 1 - log (2% — 1)
o rcoth(z x - arcoth(z) + 5 - log (
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A. Tabellen

Tabelle A.5.: Einige Funktionen und ihre LAPLACE-Transformierten

f(t) (auf [0,00)) LIf](s)
1
1 -
s
1
! 2
N n!
t SnJrl
eat 1
s—a
tn—leat 1
o "EN G—ayr
w
i t
sin(wt) T
s
t
cos(wt) o
) w
e t SIH(wt) m
s—a

t
e COS(wt) m

sinh(at) = f e
cosh(at) 2 j pe
b sinh(at) Gori—a
b cosh(bt) _sob
(s —b)2 —a?
2ws
tsm(wt) m
t cos(wt) (CEE
g'(t) sL{g](s) — 9(0)
0| L)) (" ig0) + g )
[owd | £l
Jfl (’U,)fz(t — U) du E[fl] (5) . ,C[fg] (S)
e g(t) L[g](s + a)
a9(2) Llg](as)
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A

Abbildung, 3
bijektiv, 4
injektiv, 4

surjektiv, 4
abgeschlossen, 194, 197
Ableitung, 93, 217, 230, 328, 329

hohere, 109

partielle, 212, 213

Regeln, 95
absolut

integrierbar, 300

konvergent, 206
Abstand, 191
abzéahlbar, 19
Additionstheoreme, 167, 169, 328
Aquivalenz, 4
D’ALEMBERT, Reduktionsverfahren von, 288
All-Quantor V, 4
Anfangswertproblem, 265, 279
Anordnungsaxiome, 8
Arcuscosinus, 329
Arcussinus, 139, 329
Arcustangens, 107, 329
Areacosinus

hyperbolicus, 327, 329
Areacotangens

hyperbolicus, 327, 329
Areasinus

hyperbolicus, 327, 329
Areatangens

hyperbolicus, 327, 329
Aussagen, 4
Axiome

PEANO-, 5

reelle Zahlen, 7

B

BERNOULLIsche Differentialgleichung, 276
BERNOULLIsche Ungleichung, 15
beschréankt, 10, 11, 76, 193, 195
BEssELsche Ungleichung, 182
Betrag, 191

komplexe Zahlen, 167

reelle Zahlen, 9

bijektiv, 4, 47

Binomialkoeflizient, 15

Binomischer Lehrsatz, 16
BoOLzZANO-WEIERSTRASS, Satz von, 33, 196

C

C, 205
CANTOR, 3, Mengel42
Caucny-Folge, 34
CAucCHY-Kriterium
Folgen, 34, 196
Funktionen, 67, 200
Reihen, 39, 206
uneigentliche Integrale, 161
CaucHYy-Produkt, 48, 207
CAucCHY-SCHWARZsche Ungleichung, 192
CAucHYscher Hauptwert, 304
CAVALIERI, Prinzip von, 253
CH, siehe CaucHYscher Hauptwert
charakteristische Funktion, 247
charakteristisches Polynom, 283
cn, 110, 214, 229
Cosinus, 54, 56, 105, 110, 156, 327, 329
Ableitung des, 105
hyperbolicus, 109, 210, 327, 329
komplexer, 167, 169, 209
Cotangens, 327, 329
hyperbolicus, 327, 329

D

0, 211
definit
negativ, 225
positiv, 225
DGL, siehe Differentialgleichungen
Differentialgleichungen
1. Ordnung, 265
BERNOULLIsche, 276
EuLERsche, 295
exakte, 266
homogene, 273
inhomogene, 273
lineare, 273
mit getrennten Verédnderlichen, 270
partielle, 269
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Index

RiccATische, 277
Systeme, 279, 325
Differentialrechnung, 211
Differentiation, siehe Ableitung
differenzierbar, 93, 215, 218, 229
in Richtung a, 221
partiell, 212
stetig, 110
stetig partiell, 213
disjunkt, 3
divergent, 21, 206
Division mit Rest, 148
Dreiecksungleichung, 9, 192
Integrale, 132, 244

E

e, 30, 47

Eigenwert, 225, 283
Eindeutigkeitssatz, 317
Einheitsvektoren, 191
Einheitswurzeln, 171
endlich, 19
Energie-Methode, 297
Entwicklung, g-adische, 59
e-Umgebung, 21

EuLERsche Differentialgleichung, 295

EULERsche Zahl, 30, 47
exakt, 266
Existenzquantor 3, 5

Exponentialfunktion, 47, 68, 74, 80, 97, 327

Eigenschaften, 48

komplexe, 167, 209

Reihenentwicklung, 327
exponentielle Ordnung, 314
Extrema, 98, 115
Extremum, 226

F

Faltung, 307, 319
Faltungssatz, 319
Folgen, 19
CAucHY-Kriterium, 34
Funktionen-, 85
Teil-, 30
FOURIER
-Koeffizienten, 177
komplexe, 186
-Reihen, 175, 177
komplexe, 186
-Transformierte, 302
FuBiNi, Satz von, 244
Fundamentalmatrix, 287

Fundamentalsatz der Algebra, 147

Fundamentalsystem, 283, 292
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Funktionalmatrix, 229
Funktionen, 63, 327
beschrénkte, 76
CAucHy-Kriterium, 67
charakteristische, 247
gerade, 177
implizit definiert, 233
komplexe, 207
ungerade, 177
Funktionenfolgen, 85, 209
Konvergenz von f), 143
Funktionenreihen, 85
Majorantenkriterium, 87

G

g-adische Darstellung, 60
g-adische Entwicklung, 59
ganze Zahlen, 14
GAUss-Klammer, 59

Gebiet, 218

geometrische Reihe, 37, 208
gerade, 177

glatt, stiickweise, 178, 299, 314
gleichméBig

konvergent, 209
stetig, 201, 202
gliedweise, 131
Gradient, 213
Graph, 251
Grenzfunktion, 85
Grenzwert, 63, 195, 199
Grenzwertsatz, ABELscher, 108

H

H&aufungspunkt, 63
Haufungswert, 195
Héufungspunkt, 197
Haufungswert, 31
harmonische Reihe, 38

Hauptsétze der Diff.- und Integralrechnung

1. Hauptsatz, 126

2. Hauptsatz, 134

Potenzreihen, 131
Hauptwert, CAUCHYscher, 304
Heavyside-Funktion, 313
HEessE-Matrix, 224
Hintereinanderausfithrung, 4
homogen, 273
I'HospiTAL, 103

I

Implikation, 4
implizit definiert, 233
indefinit, 225



Index

Induktionsmenge, 12 LEIBNITZ, 41
Infimum, 10 Majoranten, 42
Inhalt, 241, 248 Minoranten, 42
inhomogen, 273 Quotient, 45
injektiv, 4 Wurzel, 43
lokal, 238 Konvergenzradius, 51, 55, 208
Innenprodukt, 191 konvex, 218
innerer Punkt, 98 Konvolution, 319
Integrabilitatskriterium, RIEMANNsches, 124 Koordinaten
Integral Kugel-, 263
oberes, 121, 242 Polar-, 259
RIEMANN-, 121, 243, 300 Zylinder-, 262
iiber allg. Mengen, 247 Kreisring, 259
unbestimmtes, 136 Kriterium, RIEMANNsches, 243
uneigentliches, 159 Kugel, 193
unteres, 121, 242 Kugelkoordinaten, 263
Integralkriterium, 165
Integration L
partielle, 136 Lénge, 191
rationale Funktionen, 151 LAcrANGEsche Multiplikatorenregel, 239
Substitution, 137, 155, 258 LAPLACE-Transformation, 313, 330
Unstetigkeitsstellen, 140 Eindeutigkeitssatz, 317
Warnungen, 127 Faltung, 319
integrierender Faktor, 269 Streckungssatz, 318
Intervall, 10, 241 Umkehrsatz, 316
Verschiebungssétze, 318
J Lehrsatz, Binomischer, 16
JAKOBI-Matrix, 229 LEeiBNITZ-Kriterium, 41
JORDAN-messbar, 248 Limes, 20, 195
inferior, 33
K superior, 33
Kettenregel, 95, 218, 232 LipscHITZ-Bedingung, 280
kompakt, 194, 197, 203 LipscHITZ-stetig, 201
Komplementmenge, 3 Losung, 265, 279
komplexe Zahlen Logarithmus, 80
Betrag, 167 lokal injektiv, 238
Polarkoordinaten, 169
konvergent, 21, 195 M
absolut, 206 Majorantenkriterium
punktweise, 209 Integrale, 163
Konvergenz, 20, 195 Reihen, 42, 206
absolut, 40, 162 Matrix
Folgen, 205 HESSE-, 224
Funktionenfolgen, 209 JAKOBI-, 229
gleichméBig, 86, 143 Norm, 193
punktweise, 85 Submultiplikativitat, 193
Reihen, 37, 206 maximieren, 239
uneigentliche Integrale, 161 Maximum, 98, 226
Konvergenzkriterium Menge, 3
Folgen, siehe Folgen abgeschlossen, 75
Integrale, 163, 165 CANTOR-, 142
Potenzreihen, 90 kompakt, 75
Reihen Komplement-, 3
CAUCHY-Produkt, 48 konvex, 218
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Index

Schnitt-, 3
total geordnet, 9
Vereinigungs-, 3
messbar, 248
Minimum, 98, 226
Minorantenkriterium
Integrale, 163
Reihen, 42, 206
Mittelwertsatz
Differentialrechnung, 99, 219
Verallgemeinerung, 103
Integralrechnung, 143, 251
Monotonie, 25
bei Funktionen, 78
Kriterium, 25

Multiplikatorenregel, LAGRANGEsche, 239

N

n-te Wurzel
komplexe, 171
reelle, 16
Nabla-Operator V, 223
natiirliche Zahlen, 12, 14
Nebenbedingung, 239
Negation, 4
negativ definit, 225
niedrig, 32
Norm
Matrix, 193
Submultiplikativitat, 193
Vektor, 191
Normalbereich, 255
Nullmenge, 249
Nullstellen, 74, 147
Nullstellensatz von BOLZANO, 74

(0]

Obersumme, 119, 242

offen, 193

Ordnung, exponentielle, 314
Orthogonalitétsrelation, 175

P

Partialbruchzerlegung, 147, 149
Partialsumme, 37

partiell differenzierbar, 212
partikuldr, 273, 275

PEANO, Satz von, 279
PEANO-Axiome, 5

mw, 105

P1cARD-LINDELOF, Satz von, 280

Polarkoordinaten, 169, 259
Polynom, charakteristisches, 283
positiv definit, 225
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Potenz, 14
allgemein, 80
rationale Exponenten, 17
Potenzmenge, 3
Potenzreihe, 51, 72, 89, 208
Hohere Ableitungen, 111
Identitétssatz, 90

Konvergenzradius, siehe Konvergenzradius

Produkt
inneres, 191
Skalar-, 191

Produktzeichen, 15
punktweise konvergent, 209

Q
Quader, 241
quadratische Ergidnzung, 157
Quadratische Form, 224
Quantor

All-, 4

Existenz-, 5

R

R™ 191

Rla,b], 121, 243, 300

Rand, 249

Randpunkt, 249

Randwertproblem, 324

rationale Zahlen, 14

Raum, 191

Reduktionsverfahren von D’ ALEMBERT, 288

reelle Zahlen, 7

Reihe, 37, 206
alternierende harmonische, 40
CAucHy-Produkt, 48
geometrische, 37, 208
harmonische, 38
Konvergenz, siehe Konvergenzkriterium
Potenz-, siche Potenzreihen
trigonometrische, 176

Riccatische Differentialgleichung, 277

Richtung, 221

Richtungsableitung, 221

RIEMANNsche Summe, 125

RiEMANNsches Kriterium, 243

Rotationskorper, 255

Rotationsparaboloid, 255, 262

S

Sattelflache, 227

Satz
von BOLZANO—WEIERSTRASS, 33, 196
von FUBINI, 244
von PEANO, 279



Index

von PICARD-LINDELOF, 280
von RIEMANN-LEBUEQUE, 184
von SCHWARZ, 214
von TAYLOR, 112, 224
Schnittmenge, 3
Schranke, 10
SCHWARZ, Satz von, 214
Sinus, 55, 56, 105, 110, 156, 327, 329
Ableitung des, 105
hyperbolicus, 109, 210, 327, 329
komplexer, 167, 169, 209
Skalarprodukt, 191
stiickweise glatt, 178
Stammfunktion, 126, 127, 135, 266, 300, 329
stetig, 71, 199, 201, 207
gleichméBig, 82, 201, 202
LipscHITZ, 83, 201
stiickweise, 299, 314
stetig differenzierbar, 110, 218, 229
Streckenzug, 218
Streckungssatz, 318
stiickweise
glatt, 299, 314
stetig, 299, 314
Submultiplikativitat, 193
Substitutionsregel, 137, 258
Summenfunktion, 85
Summenzeichen, 15
Supremum, 10
surjektiv, 4
System, 279
lineares, 283

T

Tangens, 107, 210, 327, 329
Ableitung des, 107
hyperbolicus, 210, 327, 329

Tangentensteigung, 93

TAYLOR
Reihe, 112
Satz von, 112, 224

Teilfolge, 30, 195

Teilintervall, 241

Teilsumme, 37

total geordnet, 9

Transformationssatz, 258

Transformierte
FOURIER-, 302
LAPLACE-, 313, 330

trigonometrische Reihe, 176

U

iiberabzahlbar, 19
iiberlappend, 251

Umgebung, 21, 236
Umkehrfunktion, 78, 96, 202
Umkehrsatz
LAPLACE-Transformation, 316
Umordnung, 47
ungerade, 177
Ungleichung
BERNOULLIsche, 15
BESSELsche, 182
CAUCHY-SCHWARZsche, 192
Dreiecks-, 9, 192
Unstetigkeitsstellen, 140
Untersumme, 119, 242

Vv

Variablentransformation, 276
Variation der Konstanten, 275
Vektor

Richtungs-, 221

Zwischen-, 125
Vektorraum, 164, 243, 273, 282
Verbindungsstrecke, 218
Vereinigungsmenge, 3
Verfeinerung, 242
Vergleichskriterium, 302
Verschiebungséitze, 318
Vollstdndige Induktion, 13

w

Wurzel, 16, 171
Wurzelkriterium, 43

Z
Zahlen, 7
ganze, 14
komplexe Zahlen
Betrag, 167

Polarkoordinaten, 169

natiirliche, 14

rationale, 14

reelle, 7
Zerlegung, 119, 241

Feinheit einer, 125

Verfeinerung, 120
Zwischenvektor, 125
Zwischenwertsatz, 73, 202
Zylinderkoordinaten, 262
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