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Kapitel TV

Mechanik der Wellen

IV.1 Wellenausbreitung und Wellengleichung

IV.1.1 Wellenausbreitung
e universales Phianomen

e Ubertragung von Information durch ,, Wellen“ oder ,, Teilchen“ (Dualismus)

Was wird iibertragen? Austausch von Ay (Impulsiibertrag), AFE, AL (Drehimpulsiibertrag), AQ,

Wellen: Teilchen: Teilgebiet
Schallwellen Phononen Akustik
elektromagnetische Wellen =~ Photonen (Licht)
(Lichtwellen, Optik
RONTGEN-Wellen, Atomphysik
~v-Strahlen, Mikrowellen Teilchenphysik
Wérmewellen) Thermodynamik
Gravitationswellen? Gravitonen?
(nukleare Wellen) Gluonen Kernphysik

Dualismus: ,,Welle—Teilchen“ sind nur Grenzfille des gleichen physikalischen Sachverhalts, mehr oder
weniger gut geeignet, physikalische Sachverhalte zu beschreiben.

Das Bild ist nicht entscheidend, nur der Austausch von Information ist wichtig.

Ser[;der Dualismus Welle - Teilchen Emp]f_;é)inger

7B L

Ap=pi —p

b, By, Lh, ...
vorher nach Austausch

Abbildung IV.1: Austausch von Impuls als Informationsiibertragung
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Es gibt eine Theorie (widerspruchsfrei, unwiderlegt), die diesen ,,Dualismus“ beschreibt: Quantenfeld-
theorie

Radiowellen — L kleine“ Energie (nichtionisierend)
elektromagnetische Strahlung
Rontgenstrahlen — ,hohe® Energie (ionisierend)

Frage: Wie kommt es zur Wellenausbreitung?
Es gibt einen physikalischen Anfangszustand (stabil, unverinderlich), der , gestért* wird.
= Ausbreitung von Wellen

Es treten zeitliche Anderungen auf, die zu riumlicher Ausbreitung fiihren.

gu
g=f(x"+a) £=f(x) g=f(x'-a)

Il l
I T T
x"=x-a X x'=x+a

Abbildung IV.2: Ausbreitung von Stoérungen bzw. Wellen

Funktion:

{=flz+a)

Bewegung: gleichférmig v konstant, a = vt

&= flzxot) [= f(z0)]

Ausdriicke der Form &(x,t) = f(x = vt) beschreiben zeitliche und rdumliche Ausbreitung von Wellen mit
konstanter Geschwindigkeit v.

f(7 L ot)
Wichtiger Sonderfall:
&(z,t) ist harmonisch (sin, cos, exp)

&(z,t) =& - sink(x — vt)
(k konstant; das Argument des Sinus muss dimensionslos sein)
Welche Bedeutung hat k?

Ersetze x durch = + 27"

§<x+2]:-, t) = {psin [k(x—&—%:—vt)}

= {osin[k (z — vt) + 27|
= f(l’,t)

Wir haben Periodizitat nach
2

= A Wellenlénge A
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rdumliche Wiederholung der Funktion &; Periodizitdt im Raum.
k gibt also an, wie viele Wellenldngen , auf 2w gehen“: \ - k = 2.
k heifit Wellenzahl (wave number)

Weiter soll sich die Funktion £(z,t) nach der Periodendauer T' = % = %’T zeitlich wiederholen.!

E(x,t+T)=¢&sin{k[z—v(t+T)]}

kv -2
:fosin[k(vat)f v en
NI
27!
2
kUﬂQQW = k=2 v=A-v
w v

Verkniipfungen zwischen raumlicher und zeitlicher Periodizitét!

2 2
CRSVE S i P
v

k'’ w’

Interpretation der Verkniipfung:
Der physikalische Zustand wiederholt sich nach der Periode T', wéhrend er sich im Raum um Wellenlénge
A bewegt. (vgl. Abb. IV.3; tana = % A= v, Steigung: ‘fi—f £ v)

A=v-T

Harmonische Wellen:

&(z,t) = &osin(kx — wt) = & sink(z — vt)

E(z,t) = & - e'Frmet) (ebene Welle)

IV.1.2 Wellengleichung fiir elektromagnetische Wellen
Gleichung gesucht, die als Lésung Funktionen der Gestalt £(x,t) = f(z £ vt) haben bzw.
&(z,t) = fri(x — vt) + fo(x + vi)
MAXWELLsche Gleichungen
(1) divE = 2= V-E (0 Ladungsdichte)
(Quellen des E-Feldes sind elektrische Ladungen.)
(2) divB=V-B=0
(Es gibt keine Quellen des magnetischen Feldes, B-Feldlinien sind geschlossen)

@) rot B x 5o 2B
Tro = X = at

(Induktionsgesetz)

1y Frequenz, w = 2wv Kreisfrequenz
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E=f(x.0),

t=to

\J

t=ty+T/4

T t=t0+T/2

oI

\J

t=t,+3T/4

\

y t=tg+ T | \/\

Abbildung IV.3: Fortpflanzung einer Welle im Raum
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L OF
(4) 10t B = poj + copto - -

(AMPEREsches Gesetz und MAXWELLscher Verschiebungsstrom)

Im Vakuum: o =0, j = 0 (= keine Ladungen und Stréme im Raum)
Bilden:

-, 1)
otrot B =rote - —
rotr rot €g o It

—V(V-B)- (V-V) B
——
div B=0 div grad=A
wegen VXV x B=V(V-B)— (V-V)B

rechte Seite:

drot E B 0*B
EoMo ot = —&oMo 912
- OB
AB — oMo * W =0
(Wellengleichung; o = j= 0)
?B 9°B 9°B 2B

=0

002 T op T a2 T oM g

Alle Ableitungen sind von 2. Ordnung (Ort und Zeit erscheinen bis auf einen Faktor —egug in gleicher
Weise).
Allgemeine Wellengleichung:

ve e e 1 o

ox2  Oy2 022 12 @:0

B durch & ersetzt.

Der Differentialausdruck der 2. Ableitung in Raum und Zeit tritt immer wieder auf:

0? 02 0?
A= —+-—=+

o2 T 92 T a2 (LAPLACE-Operator)
T Y z

1 0% .
2o (IV-i)
1 92
Oo=A-— 2 e (Quabla—Operator, D’ ALEMBERT-Operator)

Zu kléren bleibt im folgenden, was der Faktor Ul—z mit ggpp zu tun hat.

Allgemeine Losungen:

§ = filw —vt) + fa(x +0t)
Spezielle harmonische Losung:

& =¢& - sin(kz £ wt)

Fasse diese Funktion nur als Funktion von z und ¢ auf und setze in (IV-i) ein:

2

K2y sin(kx £ wt) + & - “:—2 sin(kz £ wt) = 0
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2
w
k* =

] (Dispersionsrelation)

= |k=

w
v

Dieses Ergebnis hatten wir schon frither erhalten.

Genau wie
= 8B
AB_E()NO'W =0
folgt mit
VXxVxE = |AE—¢yup- e = 0| (Wellengleichung fiir E-Feld)

(unter der Voraussetzung ¢ = j = 0)
Wir wollen jetzt den Zusammenhang klaren zwischen v% und egpp.
Bilden rdaumliche Ableitungen.:
Losung dieser Wellengleichung fiir das E-Feld:
E=E,- ei(Fr—wt) (3 Gleichungen (Vektorgleichung))
In Komponenten:
Eas _ EOZD . ei(kzx—&-kyy—&-kzz—wt)
Ey _ EOy . ei(kwx-‘rk}yy-&-k}zz—wt)

E = EO .ei(k:werknyrkzszt)
z = z

OF,
o8
grad B, = VE, = i
dy
OF,
0z
aa‘Ef _ ,ka . EOI . ei(kza:+kyy+kzz7wt) _ ,ka . Ez
X
oE,
B = iky -E,
Y
OE,
92 =ik, - E,

= grad £, = VE, =ikE, (Vektorgleichung)
= grad B, = VE, = ikE,
= grad E, = VE, = ikE,

Vorsicht! (abgekiirzte Schreibweise)

VE = (ZE) E (kein Skalarprodukt!)

Wirkung des V-Operators auf Vektorfelder (E-Feld):

V =ik

(Wichtiger Zusammenhang in der Quantenmechanik: —ihV = hk = 7, Impuls; vgl. IV.2)?

2h = L; h PLANCKsches Wirkungsquantum
2w
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Bilden zeitliche Ableitungen:

Ew _ EOLE . ei(er—&-kyy-&-kzz—wt)

OE, OF OE,
B —iwh,, 8—; = —iwkhy, % —iwk,
OE .
Die Wirkung des Operators der raumlichen und zeitlichen Ableitungen:
V= grad = ik
g = —iw
ot

(Aus der Quantenmechanik: +if - % = fiw = hv, Energie)

E = hw
7= hk

Diese Zusammenhénge aus der Quantenmechanik werden uns noch genauer beschéftigen.

Bilden die 2. Ableitungen:

Skalarprodukt!
——
g E, E L
S Sn _ 0 0B 00E 0L
dr Ox dy Oy 0z 0z
= AFE, =div grad E,
=— (K2 + K, +k2) -E,
—_————
k2
— AE=-k*-FE

. O2E . .
div grad E —equg - e = —k*E + w?eouoE =0
—— t
AE
2

= k= w2£0,u0 =—
v

1
VEOHO

Wir betrachten Licht: v = ¢
1

) EoMo = —&

vV EoHo c?

Fiir die Wellengleichung folgt daraus:

= V=

= c=

Fe e pe 1 o
0x2  Oy? 022 0?2 Ot?
——

—Eo M0

=0

1

11

Das ist der gesuchte Zusammenhang zwischen -5 und gpg. Die Lichtgeschwindigkeit ist mit den elektri-

c2

schen Feldkonstanten egpug verkniipft. Das ist ein Hinweis darauf, dass Licht (Photonen) durch E- und

B-Felder zu beschreiben sind:

Licht = elektromagnetische Welle = Photonen = E, E-Felder
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Ausbreitung der Wellen
Betrachte wieder die MAXWELLschen Gleichungen und die Lésungen:

F= Eo ) ei(z&twt)

I e - K
V x B=1ikx B=—iw-equE = ¢egup - %—t (Verschiebungsstrom, 4. MAXWELLsche Gleichung)

= Exé:—%-}f
C

L _ E
Betrége: |k|-|B]-sin90° = % |E| = B=-—
c c

(Dreibein; k (Ausbreitungsrichtung), B, E stehen senkrecht aufeinander)

Betrachte nun:

VxE=ikxE=iwB=—=— (Induktionsgesetz, 3. MAXWELLsche Gleichung)

(Dreibein; zeigt die Konsistenz der MAXWELLschen Gleichungen)
Betrége:

k| - |E|sin90° = w - | B

= B="=
C

IV.1.3 Energie und Impuls einer elektromagnetischen Welle

Jede Welle transportiert Energie, Impuls und Drehimpuls.

Energie einer elektromagnetischen Welle

Die Energiedichte eines elektrischen Feldes:

dEq 1 = .
=—-.¢egb =1f k
v — 5 g0 (e iir Vakuum)

Die Energiedichte eines magnetischen Feldes:

Bmagn _ 1
av 2/”’0:“’7‘

(1r =1 fiir Vakuum)

Mit B = £ folgt:

dPpagn 1 E* 1 4

= . = ZeggE?
dVv 2M0 c2 280
dErnagn o dEel
v dv

(der elektrische Energieinhalt einer Welle ist gleich dem magnetischen Energieinhalt)

Gesamtenergie der Welle:

dEgcs o dEmagn + dEcl

P22 32
v dv gy —cob =B

Die Betrage der E, B-Felder sind ein anderer Ausdruck fiir die Energie der elektromagnetischen Welle.
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Impuls einer elektromagnetischen Welle

Eges = mc?, p=mv
Eoes
Impulsdichte:

df B & e0E?
- = .- = - C
dv av ¢ c

Der Impuls zeigt also in die Ausbreitungsrichtung der Welle.
Wie kénnen wir é ausdriicken??

ExB Exﬁ_c(ﬁxé)

\Ex B| |E|-|B] = E2

é:

In oben stehende Gleichung eingesetzt:

I L
W:zzo-(ExB)

(Impulsdichte ausgedriickt durch E- und B-Felder)

dFges
dVv

= gopC- |E x B | (Energiedichten ausgedriickt durch Betrag von E x B)

13

= Elektromagnetische Wellen sind zu charakterisieren entweder durch ihre Energie und ihren Impuls

(Drehimpuls) oder durch Angabe ihrer E- und B-Felder.

IV.1.4 Hertzscher Dipol

= Dipolschwingungen (Abb. IV.4), Ausbreitungen elektromagnetische Wellen, vgl. auch [6].

q -q

D o

Abbildung 1V .4: elektrischer Dipol

Dipolmoment 7:
T =qd
Dieses Dipolmoment éndert sich harmonisch.
= T =7y -sinwt (w Frequenz der Dipolschwingung)

Wenn dieser Dipol oszilliert, oszilliert auch das elektrische Feld.

&=

— E(t) (zeitlich sich &nderndes E-Feld)

—

Maxwell B= B(t)

3¢: Einheitsvektor in Ausbreitungsrichtung; ¢=c- ¢



14 KAPITEL 1V. MECHANIK DER WELLEN

Problem der mathematischen Behandlung: endliche Lichtgeschwindigkeit c.

Ergebnis:
. 7 (t) (7#)7
E=- Fernfeld
Ameoc®r  4megcir (Fernfeld)
E = E(71)
7 Vektor zum Aufpunkt.
é(f', t) TXT L sing (0 Polarwinkel)

4dmegcdr

Diskutieren Ergebnis:

Berechnen:

S (Fxd)xi o Fx (Exd) 7 (P77
e(Bx7)=c dmeocdt  Amegc?r  Amegc®r | Amegc?r

Hilfsformel: A x (é X C_") = é(g 6) — (/T é)é

=E

= E:c(éxf)

(1) E, B, 7 bilden ein Dreibein, stehen also senkrecht aufeinander.

(2) B =0 fiir @ = 0,7 (§: Polarwinkel, £ zwischen 7 und #)
= EzOfﬁerO,W.

(3) B und E schwingen in Phase
(4) E schwingt im Meridian (Léngenkreis), B schwingt im Breitenkreis
(5) |§ | o sind

7 kann zerlegt werden in eine Komponente in z-Richtung und senkrecht dazu (in z-y—Ebene). Nur Kom-
ponente von 7 in x-y—Ebene tragt zum Kreuzprodukt B ~ 7 X 7 bei.

B in z-y-Ebene (Breitenkreis!)

€ E, # = Schwingung im Meridian

=,

Energiedichte

Wieviel Energie enthélt die elektromagnetische Welle pro Volumen?
dEges

av

dEges  misin?0 w' " wt
= - — -sin‘wt x —

dVv 16m2egct 12 72

(Hohe Potenz in w, Abnahme mit r?)

Mittlere Energiedichte:

c*egmiwt sin’ 0

2 732
=cegB = —5————
1672302

-sin? wt (w Frequenz des Dipols)

=

T

fsiantdt
) _ 0 I
sin” wt = T =3

[ dt

0

dEges 7} sinf  w

AV 32m2egct 12

keine Emission in z-Richtung (Richtung des Dipols)
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Abbildung IV.5: Dipolschwingung im Raum

IV.2 Fouriertheorem

IV.2.1 Fourieranalyse einer periodischen Bewegung

T Periodendauer, Funktion streng periodisch von —oco < t < 400
Theorem: Jede streng periodische Funktion lafit sich nach sin, cos bzw. exp zerlegen.

Ubertragung der Eigenschaften der harmonischen Funktionen auf alle streng periodischen Funktionen.

w(t) = f(t) = f(t+T)
1

z(t) = f(t) = 5 @0 + Z(an cos nwt + by, sin nwt)

(endliche oder unendliche Summe; a,,b, Amplituden, w Grundfrequenz, nw Oberfrequenzen (Ober-
schwingungen, ,, Harmonische*))
Koeffizienten ausrechnen, also ag, ay,b, bestimmen.

multipliziere dazu die FOURIER-Reihe auf beiden Seiten mit cos mwt und integriere von —% bis +%

(1 Periode)

n=1

oo
cos mwt dt + Z a,, cos nwt cos mwt dt

n=1

—i

1
x(t) - cosmwt dt = 5 a0

|

vl \wH
|

Sl \MH

Sl

Z
+ / b,, sin nwt cos mwt dt
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x(t) cosmwt dt

U

S

3

I
‘ Mo
NH\MH

Ergebnis:
Wir koénnen die Amplituden a,, aus der Funktion z(¢) bestimmen. (FOURIER-Analyse)

Rechnung skizzieren (a und b sind ganze Zahlen):

a#b:

17 1
—/cosawcosbx dx:[
w w

—T

sin(a —b)z  sin(a+b)z]"
2a—b) | 2(ath) LT‘O

r = wt, dv = w dt, Grenzen verindern: = w- L = 28 . I — 7 fiir obere Grenze (— fiir untere Grenze)

2 T 2

a==b:

1, 171 1 " x T

el dr = = | = — .¢in?2 -2 _ =

w/COS ar adx w[2x+4a sin am}_ﬂ o 5
a #b:

1 Tr_

—/smaxcosbxdxzo

w
a="b

us

1 .
— [ sinaxcosaxr dx =0
w

—T

vl

2
Un = x(t) - cosmwt dt

©lN

(Umkehrung der FOURIER-Reihe)

%

/ z(t) - sin mwt dt
T

2

Hier wurde die FOURIER-Reihe mit sin mwt multiplitiert und von —% bis % integriert.

Durch direkte Integration der FOURIER-Reihe folgt:

Fassen Sinus und Cosinus paarweise zusammen (1 Term der Reihe):

= ay cos kwt + by sin kwt = ¢y, cos(kwt + 0y,)
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Hilfsformel: cos(a + ) = cosacos f — sinasin 3

= ap = coSOk, br = —cgsindy
Ezxponentialfunktion:

cx cos(kwt + &) = % ) [ei(kwt+6k) n e—i(kwt-‘rtsk)} ep
mit % = cos a.

Neue Amplituden:

1 .
A== L L0k
k 9 Ck €
1 .
A—k = 5 cCL - 6716k
1
AO = § - ap

Neue FOURIER-Reihe:

zo = Ao+ A1 + A_jem ¥ 4.

x(t): Z Akeikwt

k=—o00

(FOURIER-Reihe in einer symmetrischen Schreibweise)

Umkehrung, FOURIER-Analyse:

x(t)e et dt, —o00 < k < 400

3
Aozf/a:(t)dt

Ergebnis einer FOURIER-Analyse:

diskrete Frequenzen: w, 2w, ..., nw, ...mit bestimmten Amplituden

an,b, bzw. kompleren A,
——

reell

Linienspektrum (Grundfrequenz w und Vielfache davon)

FOURIER-Analyse ,erschligt® streng periodische Prozesse; Laufzahl n.

4gpiter werden die Laufzahlen n zu Quantenzahlen

17
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Abbildung IV.6: Beispiel eines Linienspektrums
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IV.2.2 Fourierintegral fiir nichtperiodische Bewegungen

Nicht nur periodische Funktionen, sondern auch nichtperiodische Funktionen kénnen ,,nach FOURIER"
zerlegt werden.

Ergebnis vorweg:

(1) Aus einer FOURIER-Summe wird ein FOURIER-Integral (oder FOURIER-Transformation)

(2) Frequenzen w,...,nw,... sind nicht mehr disktret sondern kontinuierlich. (kontinuierliches Spek-
trum)®

Wir betrachten eine nichtperiodische Funktion (Puls, Wellenzug). (vgl. Abb. IV.7)
X(t)

AN ANVANYANN
UAVARVERVIRVE

~¥

Abbildung IV.7: Wellenzug, Puls (quasiperiodisch)

a-sinwgt fir t1 <t <ty
z(t) =
0 sonst

Puls; realistisch, weil Emission von Wellen einen Anfang und ein Ende haben muss.
= Wellenziige sind endlich in Raum und Zeit.

= Information kann iibertragen werden vom Sender zum Empfinger.

Wie wird aus der FOURIER-Summe in FOURIER-Integral?
Plausibilitdtsbetrachtung (vgl. Abb. IV.8):

X(t)

=0 A A B B =0

' \/tz |

« T —»

-y

Abbildung IV.8: Einfacher Puls

Wenn jetzt —oo <t < +o00 wire = FOURIER-Analyse ergibe eine Frequenz wy.
Ergebnis: nach dem ,, Trick* der Addition von Nullen nach links und rechts
= neue Periodendaver 77 = L > T =1 =/ < v

Im Grenziibergang t — +o00: keine diskreten Frequenzen mehr, sondern ein Kontinuum von Frequenzen.

T—o00 bzw. v—0 - Z:

Summe=-Integral

5Der Natur ,,abgelauscht*: Sonnenspektrum hat sowohl Linien als auch ein Kontinuum
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X(t)
/\ T /\ /\ streng periodisch

Abbildung IV.9: Periodische Fortsetzung eines Pulses

20

0o
§ :Akeikwt _ / a(w)eiwt dw
—— _

k ganze Zahlen \oo )

kein Platz fiir
die Laufzahl k

Umkehrung fithrte auf Amplituden Ay,

%
1 —ikw
Ak:f. z(t) - e Ft dt
T
2
Ergebnis:
x=f(t) = 1 / a(w)e™?t dw
N Cor

oo

a(w) = / z(t) - e dt (FouRIER-Transformation)

Warum ist das von physikalischem Interesse?
Beispiel: (Spektrale Zerlegung eines nichtperiodischen Vorgangs)

_ At 0 At
2 2

At

T

A

Abbildung IV.10: quasimonochromatischer Puls

At endlich; Wellenzug, Puls quasimonochromatisch. (vgl. Abb. IV.10)

Sinusfunktion (quasiperiodisch):

A - eiwot _Hétgﬁ
v = 1(t) = TR
0 sonst

Aei(wg —w)t dt

o S~

At
2

= a(w) = / Aot gm0t gt =
At
2

A . {ei(wofw)% o 67i(wofw)%}

i(wo — w)
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Mit % = sin « folgt:

24 . At sin(wg — w) 4t
a(w)zwo_w-sm[(wo—w)-2]:AAt- W
2

kontinuierliches Frequenzspektrum

Ergebnisse der Kurvendiskussion: (setzen x = 2= - At)

(1) lim 522 =1

x — 0: fiir wg = w = a(wy) = A - At (endlich)
(2) Nullstellen fiir z = (wp — w) - % = 4, £27 (2 = 0 ausgeschlossen)
(3) Maxima nehmen ab, umgekehrt proportional zu w (w steht im Nenner)
(4) Oszillierende Funktion o sin
(vgl. Abb. IV.11)

A 30)

A

Rénder fiir grofie x
"oszillieren weg"

Abbildung IV.11: kontinuierliches Frequenzspektrum

Bereich Az enthélt die wesentlichen (héufigen) Frequenzen

Frequenzband Ax = © — (—z) = 2.

Aw
—
Wy — W

5 AL 27

Ax =2 =2

(Breite des Frequenzspektrum, das nicht ,,wegoszilliert*)

Aw - At =~ 21
Av-At~1

(Unschirfebeziehung)

21

Die Zeitdauer At des quasimonochromatischen Wellenzugs bestimmt die Breite des Frequenzspektrums.

Die Zeitdauer At und das Frequenzband Av sind korreliert.

At—00 = Av=yy—-v=0 = 1yy=v (1 Term in FOURIER-Reihe)

raumliche Zerlegung (z Raumkoordinate)

flz)=—" / a(k) - e dk (k ist Wellenzahl, nicht Laufzahl)

— 00
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Umkehrung im Raum:

_ 1 ,Ooaﬂ R g
fm—@ﬂ34<m aF

3-faches Integral
.
af) = [ 1)+ a7
— 00

Unschirfebeziehung (Av, Aw, Ak,, Ak,, Ak, interpretieren als Varianzen, ,Fehler®)

Ax - Ak, ~ 27
Ay - Ak, =~ 21
Az Ak, ~ 27
At - Aw ~ 27

(= AFAE ~ 27)
Ausflug in die Quantenphysik (multiplizieren AtAw & 27 mit h):
A(hw) - At =~ 2rh =h (wobel fw = E, Energie)

= |AEAt ~h (HEISENBERG’sche Unschiirfebeziehung fiir Energie und Zeit)
(vgl. Abb. IV.12)

e c”
. Photon
Zeit
[ _—
h
e’ e
- At »

Abbildung IV.12: Wechselwirkung durch Energie— und Impulsaustausch

Az - Ak ~ 27
Az - A(hky) ~ 2rh, hky = ps

(HEISENBERG sche Unschérfebeziehung fiir Ort und Impuls)

Korrelation zwischen

Frequenz w und Zeit ¢

-,

Wellenzahl k (k) und Ort « (7)
Zeitdauer und Frequenzband sind verkniipft, Wellenzahlbreite und Ortsbreite® sind verkniipft.

6riumliche Ausdehnung des Wellenzugs
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IV.3 Phasen- und Gruppengeschwindigkeit

streng periodische Funktion: v =% =\ - v

vpp = Phasengeschwindigkeit

endliche Wellenziige (in Zeit und Raum):

.

WAL
IR —_——

<« AX——>»
<« At —>

endlich!

Abbildung IV.13: endlicher Wellenzug

Frage: Wie gro8 ist die Geschwindigkeit des Wellenzuges (Wellenpaketes) v, = Gruppengeschwindigkeit?

Was passiert, wenn nach der FOURIER-Zerlegung die verschiedenen FOURIER-Komponenten verschiedene
Phasengeschwindigkeiten haben? Wie grof ist die Geschwindigkeit des ganzen Wellenpaketes?

w
Ug < vpp = ¥ (gilt fiir eine FOURIER-Komponente)

Modell: 2 Frequenzen sollen im Paket enthalten sein (in Wirklichkeit unendlich viele)

w ~ ', gleiche Amplitude

£ =& -sin(kr — wt) + & sin(k'z — w't)

Mit sinz + siny = sin ££¥ cos 3¢ folgt:
€ =2¢ - sin % [(k+ k)2 — (w+ w')t] - cos % (k- Kz — (w—w')t]
1
= 2§ - sin(kx — wt) - cos [Q(Ak)a: - (Aw)t]

mit k+ k& ~ 2k, w+w = 2w bzw. Ak =k — k' und Aw =w — '
Ergebnis: Schwebung (Abb. IV.14)

Abbildung IV.14: Schwebung

Modulierte Schwingung entspricht einer harmonischen Welle, die sich mit folgender Geschwindigkeit be-
wegt:

W —w  Aw dw

v = T A T @
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Der Differentialquotient Z—‘; ist die Gruppengeschwindigkeit. (Phasengeschwindigkeit jeder einzelnen Fou-

RIER-Komponente: ¥ = vpy)

dw .
Berechnen Skt
w=k-v(k)

(v ist nicht mehr konstant, sondern hingt ab von Wellenzahl k bzw. Wellenldnge A oder Frequenz v)

d
4 SRR

dw
Yo T~ dk

d
Vg # Upn, wenn Zzh #£0

Das heisst: Wenn sich die FOURIER-Komponenten mit verschiedener Geschwindigkeit ausbreiten.

Beispiel: Licht im Vakuum: v = ¢ unabhéingig von der Frequenz v, Wellenldnge A\ (k = 27”)

= keine Dispersion” im Vakuum = Vg = UpPh

Wenn vpiche = + (im Medium) und n = n(A):

= Vg 7é UPh
n ist der Brechungsindex. Er ist im Medium abhéngig von der Wellenldnge A\ bzw. der Frequenz v.

d’l]ph o d’Uph dX

dk(\) — dx  dk

Mit k=& = 4k = 27
27 d’UPh A dUPh()‘)
= 2 _2 ) = A-

O LS )Y (2) v ar

Mit VUph = n(c)\):
_ o, dn)

YT LT Tan
Letzteres folgt aus:

dopn _ dvpp dn d dvpn ¢

dx  dn dx Y Tdn T w2

Abbildung IV.15: Brechung von Licht im Prisma

IV.4 Interferenz und Beugung

IV.4.1 Reflexion und Brechung von Wellen

Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wellen ist keine Konstante, sondern hingt vom Medium ab:



1V.4. INTERFERENZ UND BEUGUNG 25

i=initial r=Reflexion
| Medium |
K 46,0,/ K,
: Grenzflache
0y

ke Medium Il
iLot b=Brechung
Abbildung IV.16: Reflexion und Brechung

e Licht hat eine konstante Geschwindigkeit im Vakuum: ¢

e Licht im Medium: v = £. n ist der Brechungsindez, charakteristisch fiir Materialien.

= fithrt auf Reflexion und Brechung der Wellen.

Empirisch findet man:

(1) Die Wellenzahlvektoren Ei, E,., Eb liegen in einer Ebene (Papierebene), die senkrecht zur Grenzfliche
orientiert ist und daher den Normalenvektor der Grenzfliche enthélt.

(2) Einfallswinkel = Reflexionswinkel

3)

sin 6; Ny

. — n21
sinf, ng

(SNELLIUSsches Brechungsgesetz)

2 Fdlle:

0,

Abbildung 1V.17: Mégliche Brechungsarten

7. Auseinanderlaufen der Welle“; dfl%
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Wenn ng; < 1 ist (ne < mq), kann die sog. Totalreflexion eintreten., d.h. es gibt keinen gebrochenen
Strahl mehr = kein Eintritt der Welle in das ,,diinnere* Medium. (sinf, = 1, 6, = 90°)

sin 6; . .
! =sinf; = noy = sinfr

sin 6,
~——
=1

O01: Grenzwinkel der Totalreflexion

Begriindung der genannten Tatsachen

)
Y )
A B’
A
0p

T

Abbildung IV.18: Brechung und die auftretenden Winkel

Reflexion

Zeit t, die die einfallende Welle braucht, um von B nach B’ zu kommen, muss gleich der Zeit sein, um
von A nach A’ zu kommen. (gleiches Medium, gleiche Geschwindigkeit)

AA = vt BB =ut

sinf; = B—BI _ it
‘" AB"  AB’
sinf, = A—A/ = it
" AB' AB

sinf,. =sinf; — 0. =0;

Brechung

BB, = Ult AA” = ’Ugt

. vt .
sinf; = — sin @y, =

AB"’

AA" o ’Ugt
AB'  AB’

sin 91 U1 no

sinf, s ny

mit vy = nil
IV.4.2 Der Doppler-Effekt
Frequenzverschiebung bei bewegter Quelle oder/und bei bewegtem Empfinger.

qualitative Betrachtung:
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t
v

Abbildung 1V.19: Ausbreitung einer Welle im ruhenden Medium

i

(vt+vo)To

=

\/

(v-vo)To
t
m Beobachter

o

VoTo

Abbildung IV.20: Wellenausbreitung bei bewegter Quelle

27
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Quelle ruht, Frequenz vy = T%, Ausbreitungsgeschwindigkeit im ruhenden Medium v. (vgl. Abb. IV.19)
Quelle bewegt sich mit vg. (vgl. Abb. IV.20)

T— (v—uq)- T
v
1 v v 1
—_— == — = —— = [
T N (v—uvg)-Ty 0 1-%

v

Die Quelle mit Geschwindigkeit vg holt wihrend einer Periode Tj die abgeldste Wellenfront teilweise
wieder ein, wodurch sich die Wellenlénge auf X' = (v —vq) - Ty verkiirzt.

Frequenz von ruhender Quelle: v
Ausbreitungsgeschwindigkeit im ruhenden Medium: v
Geschwindigkeit der Quelle: vg

Geschwindigkeit des Empfingers: vg (vgl. Abb. IV.21)

1(t=0)
VQ VB N
A B X
1(t=0)
- |yt —————————>
vQ VB .
A B B' X

voTy

Abbildung IV.21: Bewegter Sender und Empfinger

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird bei A Welle emittiert und erreicht den Beobachter zur Zeit t. In der Zeit ¢
bewegt sich der Beobachter um vp - t. Die Welle hat den Weg [ 4 vp - t bis zum Beobchter zuriickgelegt.
Wann erreicht der erste Wellenzug den Beobachter?

= v-t=I1l+vg-t

l

vV —UB

= t=

Zweiter Wellenzug zum Zeitpunkt 7 emittiert:

t' Zeit von Quelle zum Beobachter fiir den zweiten Wellenzug.
= ot' =l+vpt' + (v—2q) - To

_l+(U*UQ)~T0
- vV —UB

=t

= t’_t:T:w.To

vV —UB
1 1
VO:— V= —
T’ T
vB
v — VR 1- =B
= v=1y- =y - 1}22
v — g 1—-=
v
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nur bewegte Quelle (vp = 0):

1

vV=U)= —s
1:F7Q
v

(Minuszeichen: Quelle nihert sich; Pluszeichen: Quelle entfernt sich)
Mit vg < v:

I/zzx(y(l:tU—Q)
v

nur bewegter Beobachter (vg = 0):

1/%1/0~<1iv—3)
v

(Pluszeichen: Beobachter nihert sich; Minuszeichen: Beobachter entfernt sich)
Mit vg,vp < v:

Relativgeschwindigkeit v;e1 = vp — vg:

V=1p- (1_ ’Urel)
v

Av v . ;
g (relative Frequenzénderung, DOPPLER-Verschiebung)
140 v

Av Urel

=, -cosd (vgl. Abb. IV.22)

VQ

Abbildung IV.22: DOPPLER-Verschiebung bei nichtparallelen Bewegungsrichtungen

Machscher Kegel
bisher: vg < v
fiir vg > v:
sinf = —  (vgl. Abb. IV.23)
vQ
MAcHsche Zahl: %

fiir v = vg, siche Abb. IV.24.

29
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vt Machscher Kegel

vot

Abbildung 1V.23: MAcHscher Kegel

v=vq

Quelle

2

i
N

Abbildung IV.24: MacHscher Kegel fiir v = vg
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Machscher Kegel bei Lichtwellen (Cerenkov-Strahlung)

Geladenes Teilchen emittiert Licht wenn: vg > v = £

n
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum: ¢
Lichtgeschwindigkeit im Medium: v = £

n

C

n-vQ

= sinf =

Bewegter Beobachter und bewegte Quelle im Vakuum

Der Unterschied zwischen bewegtem Beobachter und bewegter Quelle ist bei elektromagnetischen Wellen
im Vakuum nicht vorhanden.

1:F%T

v=1uy-
O TE

(obere Vorzeichen: Quelle bewegt sich vom Beobachter weg, untere Vorzeichen: Beobachter bewegt sich
auf die Quelle zu.)

v, relative Geschwindigkeit zwischen Quelle und Beobachter
Fir v, < ¢

e 5215 )

1/:Vo~(1:|:v—r)
c
Av _ Av
v N c

Beispiel zum DOPPLER-Effekt: Rotverschiebung bei Galaxien

v

Abbildung IV.25: angeregte Zustinde des Wasserstoff-Atoms

Intensitét
A

H.  H  H "L

T

Abbildung 1V.26: Spektrallinien, Intensitéiten

Beobachtung:
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Intensitét
A

| "doppler-
N verschoben"

-

Ha HB Hy hr

Abbildung IV.27: DOPPLER-Verschiebung der Spektrallinien

e alle Galaxien bewegen sich radial von ,uns* fort.

Av _ v
.77cév

e Der Abstand r zwischen der Erde und der Galaxie ist umso grofler je grofiler Av oder v ist.

vg = Hr (H: HuBBLE-Konstante)

VQa

T
Abbildung 1V.28: Beobachtung von HUBBLE
Deutung von H : Urknall vor der Zeit t.
To = Ugt, Position des kosmischen Objekts 7
TE =7 —To 7g ist die Beobachtungsdistanz
= (’UQ — 170)75
\.‘_‘,_/

ro = Vot ® Beobachtungspunkt 7%

Obwohl alle kosmischen Objekte sich von uns entfernen,
sind wir nicht im Zentrum des Universums.

Abbildung IV.29: Drift der Galaxien nach dem Urknall
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TE O — 10

— - = = t ]-
VE vQ — Vo = t= —
vg = H - 7g
T= t=1,3-10"a (ohne Gravitation!)
Mit Gravitation:
m: Masse einer Galaxie

M: Gesamtmasse aller Galaxien innerhalb einer Volumens einer Kugel mit dem Radius R)

VaQ

Abbildung IV.30: Flucht der Galaxien unter Beriicksichtigung der Masse

33

Frage: Dehnt sich das Universum immer weiter aus, oder reicht die Gravitation aus, das Universum wieder

kollabieren zu lassen?

Bestimmung der Fluchtgeschwindigkeit:

W = Wkin + Wpot

B w2 m - M
~ 0 1 m- M
- m e pE —y
2 QT TR
v=H-R
R?. H? - M 2v-M
=2 = RI=21
2 R H?
Mis: kritische Masse, bei der das Universum zum Stillstand kommt.
o Mgt - M o 3H? — 1026 E
Okrit = Vv _%-77~R3_87T7_ m3
R
- w >0
w <0

R}

Abbildung IV.31: Immerw#hrende Expansion oder immer wieder ein ,, Urknall“?
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IV.4.3 Superposition (Interferenz) von Wellen

IV.4.3.1 Interferenz von Wellen, die von zwei in fester Phasenbeziehung zueinander
schwingenden Wellen erzeugt werden

1. Punktquelle (= Kugelwelle):
A
&(r1,t) = =2 sin(kry — wt)
1

= 2L sin(wt —kry + )
™ —
61

(Erinnerung an Schwingungen: ~ sin(wt + d1))

2. Punktquelle:

A
Ea(ra,t) = =2 - sin(wt —kry + )
T2 \‘5/_/

Idee: Umschrift der Welle, die es erlaubt, die frither hergeleiteten Beziehungen fiir Schwingungen zu
verwenden.

Uberlagerung von & und &:
§(r1,m2,t) = &1(r1,t) + &a(r2, 1)

Bei der Uberlagerung von Schwingungen (II1.2) gilt fiir die resultierende Amplitude:

a = /a? + a3 + 2aia3 cos(d; — 52)

entstanden aus z;(t) = a; - sin(wt + d;)

Fiir unsere Wellen gilt:
51:—k7’1+71', 62:—]€T2+7T

Phasenunterschied:

6:(52—(51:k(7‘1—7“2)‘

r1 — ro: Gangunterschied

a liegt in den Grenzen:
a1 —ag <a<a+as
(1) konstruktive (verstirkende) Interferenz:
cosd=1, 6=2n-m, n=0,+1,£2,...
(maximale Verstérkung)

(2) destruktive (abschwichend) Interferenz:

cosd=—1, §=0Cn+1)-m, n=0+1,+2 ..

(maximale Abschwichung)
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Wenn a; = ag gilt = totale Ausléschung oder Verdopplung der Amplitude

Ergebnis:
2w 2n-m Verstiarkung (Béuche)
d=—-(r1—m2)= )
A (2n+1) -7 Abschwichung (Knoten)
(6: Phasenunterschied)
n-A=0,£A 12\, ... (Verstirkung)
r—r2= A A 132 .
2n+1)- 5 ==+5,+5%, (Abschwichung)

Geometrische Darstellung:

Hyperbel in der Ebene; hyperbolische Rotationsfliche im Raum (Hyperboloid)

Die Hyperbel ist der geometrische Ort aller der Punkte, fiir die die Differenz der Abstéinde
(ro —r1) von zwei festen Brennpunkten konstant ist.

Dieses Superpositionsbild (Interferenzbild) entsteht nur dann, wenn die zu iiberlagernde Wellen eine
Phasenbeziehung haben: § = §; — §;

Solche Wellen heiflen kohérent, und nur fiir diese gibt es Interferenz.

Laser erzeugen immer kohérentes Licht. Glithlampen erzeugen kein kohérentes Licht. (siehe VIII)

Realisierung zweier kohéirenter Wellen durch den Doppelspalt (YouNGscher Versuch, klassische Interfe-
renz)

Frage: Wie sieht das Interferenzmuster zweier synchron schwingender (kohirenter) Quellen aus? (siehe
Abb. IV.32)

Gangunterschied: 1, —ro = a - sinf
2 2
Phasenunterschied: § = — - (ri —re) = T 4-sing

A A

Maximale Intensitéit fiir 6 = 2n -

= nA=a-sinf

Unter diesen Winkeln 6 finden wir Maxima der Intensitéit. (n = 0,£1,42,...)

IV.4.3.2 Interferenz von N Quellen mit fester Phasenbeziehung

Phasendifferenz: § = 27” -asinf

Beispiel fiir N = 4:

Hauptmaxima: asinf = n\

3 Nullstellen (min. Amplitude): § =
Maxima: 6 = 0, 2m, ...

g,(?:ﬂ,5:37”bZW.4(5:27r,45:47r,45:67rusw.

Allgemein:
Nullstellen N§ = 2n’ - 7
fir N = 4:

, T
n==4+1 == 5
=42 =>d0=n

3

- 0= —
n 3 = 5

n' = +4 = Maximum
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Hauptmaxima: n’ = 0, +4, +8
Nullstellen: n==41,...,£2(N-1),£(N+1),...,£2N - 1)

Nebenmaxima: zwischen Nullstellen

= Richtcharakteristik (Peilsender): Sender (Empfénger), die in eine bestimmte Richtung emittieren mit
maximaler Intensitét.

auch angewandt bei der Radiointerferometrie
Beispiel: N =4
asinf = nA

A
Setzen: a = ) = sinf =2n
Hauptmazimum ist nur fiir n = 0 moglich (n =1 = sinf =2 ")
sinf=0 = 0=0,7

Knoten: sinf = -

n =41 = 9:1%

=42 = 0= ﬁ:g
IV.4.3.3 Stehende eindimensionale Wellen

<«——einfallende ebene Welle
& = Agsin(kz + wt)

193 /

_ —— > reflektierte Welle
& = Ay sin(kx — wt)

B>

AN
x=0

Abbildung 1V.33: Einfallende, reflektierte und daraus resultierende stehende Welle

«—— einfallende ebene Welle:
& = A -sin(kx 4+ wt)
— reflektierte Welle
& = As - sin(kx — wt)
Uberlagerung:
E=¢& + & = Ay -sin(kx + wt) + Ag - sin(kz — wt)
Randbedingung: © =0: £(x =0) =0

E(x=0)=A; -sin(wt) + Agsin(—wt) = A;=A=A4
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(reflektierte Welle mit gleicher Amplitude wie einfallende Welle)

£(z,t) = A~ [sin(kz + wt) + sin(kz — wt)]
= A [sin(wt + kz) + sin(wt — kz + )]
= Phasensprung von 7 (180°) bei = 0 als Folge der Randbedingung

Mit sin o + sin 8 = 2sin # - COs L;B folgt:

= &(z,t) =24 -sin (Wt + g) - cos (k‘m - g)

_ ’ 2A - sin(kx) - cos(wt) ‘

Ergebnis: separierte Variable (z und )

(fortschreitende Welle ist aber: &(z + vt))

= Es tritt keine Wellenausbreitung auf!

Randbedingung (£(z = 0) = 0) fithrt auf ,stehende Wellen“.

Die Amplitude von &(x,t) ist durch den Ort z festgelegt und &ndert sich zeitlich harmonisch.
Die Amplitude dieser stehenden Welle 2A sin(kz) ist

(1) =0firkr=n-m,n=0,£1,42,...

A =

>

2n
~~

gerade

>
DN | =

k=— = 2=

»2Knoten“ = Nullstellen
(2) mazimal fiir kx =nm + §

1 A
xp==--nA\+==2n+1)-
2 PNl

ungerade

NP

,Béauche“

Knoten und Béuche folgen im %fAbstand

= ,stationére* Zustdnde der Atome

Abbildung IV.34: Stehende Welle bei 2 festen Enden

Eingespannte Saite 2. Randbedingung £(z =L) =0

A 2L
kL =nm = L:n~§ oder )\:? (n=1,2,...)

L definiert die ,,Eigenschwingung® einer eingespannten Saite (Musikinstrumente).
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stehende Wellen auf dieser Saite:

A

L=n-—-
2

(Frequenzspektrum mit n = 1,2,...)

A;: Eigenwerte der eingespannten Saite (Eigenschwingungen, Eigenfrequenzen), charakterisiert durch eine
Laufzahl n.

A= 2h gy 2 2E
n 2° 3
v v 2v v 1
V=3 =357 =57 31’ 5L’ ' (v: Schallgeschwindigkeit)
| Sy —

Oberfrequenzen

Wellenfunktion, Eigenzustédnde, Figenfunktionen des Eigenwertproblems:
&, =2A -sin (% . z) - cos(wt)

nm

L
(siehe Abbildungen IV.35-1V.37)

k=

n=1
E =hv Grundzustand N\
(Grundfrequenz)
A(z)
X
N\, L=3 >
Abbildung IV.35: n = 1: Grundfrequenz
n=2
N
A
Y

Abbildung IV.36: n = 2: erster angeregter Zustand
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|
(][]

>

A 4

AN\ L

Abbildung IV.37: n = 3: zweiter angeregter Zustand

IV.4.3.4 Zwei- und dreidimensionale stehende Wellen, Resonatoren

Beispiel: Eine Membran wird iiber einen Rahmen (Rechteck) gespannt. = Frage nach den Eigenwerten
und Eigenfunktionen. (= Eigenwertproblem)

= ¢(Rand) =0
y x—Richtung
4 k:l:a = NgT
y—Richtung
kyb = nym
Ly=b
0 Lx=a =X
Abbildung IV.38: eingespannte Membran
z-Richtung:

I Ng T v ky-v
X T = 5 Ve = T =
a Az s
Ny - T Ny -V
y: ky= 7ya , vy = yZb
n2  n2
k= \/k2+k2=m- 2+ 2 keine ganzzahligen Vielfache
y a2 B2

3-dimensional: Hohlraumresonatoren (z.B. Geigenkérper, Abb. IV.39)
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Abbildung IV.39: Hohlraumresonator

Bestimmung der Eigenfrequenzen:

2 2 2
n n n
k=m-\ 24+ 242

a? b2 2

2 2 2
y=C "% "y, T
T2 a? b2 2

(kompliziertes Spektrum)

Anwendung: supraleitende Resonatoren (beschichteter Hohlkérper)

IV.4.4 Beugung von Wellen

Wiederholung: Wo stehen wir in unserer Kenntnis der Wellen?

(1) Unschérfebeziehungen (FOURIER-Analyse; Abb. IV.40)

lokalisiertes Wellenpaket = Puls in Raum und Zeit; Idee von einem ,, Teilchen'

¢

Aw At ~ 27, Ak Ax ~ 27

(2) Zusammenhang zwischen Phasen— und Gruppengeschwindigkeit (Abb. IV.41)

dv_dw

Ug:'UPh""k%—%

= Gruppengeschwindigkeit = klassische Teilchengeschwindigkeit (spiiter!)
3) DoppLER-Effekt

4) Reflexion, Brechung, Totalreflexion

3)
(4)
(5) Interferenz (Superposition) von Wellen, Doppelspalt, N Spalte = Gitter (RONTGEN-Spektroskopie)
(6) Spektren (FOURIER-Analyse ~ diskrete Spektren und kontinuierliche Spektren)

(7)

7) Eigenwertprobleme (Eigenwerte ~» diskrete Spektren, Frequenzen), Eigenfunktionen

Interferenz und Beugung sind 2 verschiedene Dinge:

Beispiel: 2 synchron schwingende Quellen (auch im Vakuum!) erfordert keine zusiitzlichen Gegenstinde
(Blenden, Hindernisse). (siche Abb. IV.32)

= Interferenz

Das Phénomen der Beugung setzt Hindernisse voraus (Blenden, Spalte, Streukérper), von der Interferenz
unabhéngiges Phéanomen.
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A A

AX »
At »

Abbildung 1V.40: Unschérfebeziehungen

Abbildung 1V.41: Phasen— und Gruppengeschwindigkeit

7 Verteilung
Teilchen
(Schrotkugel)
;  (esee  (esee  (esee e
paralleler Verteilungsfunktion
Strahl
é Absorption (Blende) .
Schirm
Blende

ohne Beugung

Abbildung IV.42: Teilchenstrahl ohne Beugung

& Verteilungsfunktion

73\ mit Beugung
ebene

Welle

abgebeugte Intensitét

/A

Abbildung IV.43: Beugung einer Welle an der Blende
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Meistens treten Beugung und Interferenz gemeinsam auf.

HUYGENSsches Prinzip: Jeder Punkt einer Wellenfront (oder Wellenfléche) ist Quelle einer Kugelwelle
(Sekundérwelle), die sich um das Hindernis herum ausbreitet. Wellenfronten sind Punkte gleicher Phase.
Im Falle der ebenen Welle:

f(ﬁ t) — 60 . ei(EF’—wt)

Die Phase k7" — wt ist konstant.

—»
—

» Wellenfront

Abbildung IV.44: Wellenfront mit Elementarwellen nach HUYGENS

KIRCHHOFFsches Prinzip: Verallgemeinerung des HUYGENSsches Prinzip, setzt keine schwingende Mate-
rie voraus.

= Abstrahierung

/A

Abbildung IV.45: Auslaufende (gebeugte) Welle, betrachtet am Punkt P

Amplitude der auslaufenden Welle (vgl. Abb. IV .45):

ikr
¢(P) = / . cos (A, 7) - & dA (KIRCHHOFFsches Beugungsintegral)
\\T/
Kugel-
welle

dA ist Flichenelement des Hindernisses = r2 d(cos 8) d¢
&, ist die einlaufende Welle
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= Niherungslésungen

Das KirRCHHOFFsche Beugungsintegral macht uns unabhéngig von der Vorstellung schwingender Mate-
rieteilchen = auch fiir elektromagnetische Wellen anwendbar.

IV.4.4.1 Beugung am Spalt

bsin @

—T—>

Ik

Abbildung IV.46: Beugung am Spalt

0: Ablenkwinkel
b: Spaltbreite

Frage: Wie sieht das Beugungsbild aus?
Behauptung: Es gibt minimale Intensitéit (maximale Ausléschung) fiir:

b-sinf=n-A = Ausloschung unter dem Winkel 6

n==+1,42,..., n =0 ausgeschlossen (6 = 0: Beleuchtungsmaximum)

Das ist eine #hnliche Formel, wie wir sie fiir 2 synchron schwingende Quellen hatten (ohne an Beugung
zu denken). Dort treten Mazima auf fiir:

a-sinf=n-\ n=0,+%1,42,... (a: Abstand der Quellen)

Diese Formel a - sinf = n - A hat aber mit der Bedingung b - sinf = n - A fiir Beugungsminima nichts zu
tun.

Beweis:
b-sinf = n - A fiir Intensitdtsminima

Interferenz zweier Quellen (IV.4.1) fiihrte auf Minima, wenn

A3 A
rl_TQZig,i?,...:n/'i

r1 — ro: Gangunterschied, n’ ungerade
A und C sollen sich ausldschen (B und D, C' und E):

1 A
rl—rgza-b-sinezn’~§

Behauptung bewiesen fiir ungerade n = +1,4+3,£5, .. ..

Jetzt ist das fiir gerade Zahlen zu beweisen:
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Aund B (B und C, C und D, D und E) sollen sich ausldschen:
1 . / )\ /. .
r—r2 =g b-sinf=n"- 5 (n' ist immer ungerade: £1,4+3,£5,...)

= b-sinf = 2n' -\
=~
= bewiesen fiir n = +2,46,+10, ...
Behauptung ist also bis jetzt bewiesen fiir n = £1,+2,+3, ,+5,4+6,£7, ...

Betrachte Gangunterschiede g -sinf =n'- %, 1—176 -sinf =n

1A
A

= Behauptung.

Wir haben Minima des Beugungsbildes fiir alle

. n-A A A
Slne—T—ig,i2'g,...

(Abb. TV .47)

Intensitiat nimmt ab mit 6

Abbildung IV .47: Beugungsbild des Spaltes (Blende)

Das Beugungsbild des Spaltes sieht anders aus als die Interferenz zweier synchron schwindender Quellen!
(Abb. IV .48)

Abbildung IV.48: Interferenz zweier synchron schwingender Quellen

Winkelauflésungsvermégen nach LORD RAYLEIGH

entscheidend fiir die Auflésung von Strukturen (atomistisch, astronomisch) ist die Beugung.
Frage: Welch kleinstmoglichen Winkel kann man mit einer gegebenen Anordnung auflosen?
Jedes Instrument (Mikroskop, Teleskop) hat eine endliche Offnung (Objektivbreite &)

LorD RAYLEIGH: Das Winkelauflosungsvermogen wird definiert, indem zwei Quellen dann als unter-
scheidbar (trennbar, auflosbar) gelten, wenn das erste Beugungsminimum der einen Quelle ins Hauptma-
ximum der anderen Quelle fAllt.

sin91 = - 91

b
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Beugungsmuster von S

1.Min.

Quelle 1 é von Quelle 1 1. Beugungsmaximum
¥y }\ (Quelle 2)

0 T 0=73 1. Beugungsmaximum
Quelle 2 7 b (Objektiv-9) 1.Min. (Quelle 1)

von Quelle 2

Beugungsmuster von S

Abbildung 1V.49: Winkelauflosungsvermoégen nach LORD RAYLEIGH

Grundlegende Beziechung fiir alle Arten von Strukturuntersuchungen.

Es gibt 2 Wege, um #; immer kleiner zu machen:

e kleinere Wellenléingen A (Beschleuniger; E = h - v %)

e grofere Objektivdurchmesser (grofiere Teleskope!)
Beispiele:
(1) Spiegelteleskop D = 5...8m & (Mount Palomar: 5m)

A = 500nm

Al ~ mﬂ ~ 10~ " rad
5m
1rad = 57,3° (2w rad = 360°)

(vgl. Abb. IV.50)
Az =7r-Af = 384000km - 1077 (r: Entfernung Erde-Mond)
= Az ~40m (Idealwert)
Objekte von mehr als 40m konnen im Idealfall auf dem Mond unterschieden werden.
(2) Radioteleskope (Radiowellen: cm, mm etc.)
A=2lcm (H-Linie)
Durchmesser D = 300m (Puerto Rico)

N 0,3m
~ 300m

= A0 =10"3rad

Radiointerferometrie
= D=~ 10000km (Erddurchmesser)
= Af~2...3-10"%rad

(3) VLT: optisches Teleskop + Interferometrie (Very Large baseline Telescope)
Basisbreite ~ 120m = Af ~4-107°
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T"Erde—Mond

Af

Abbildung IV.50: Auf den Mond gerichtetes Teleskop

Abbildung IV.51: YOUNG’scher Doppelspaltversuch

7

IV.4.4.2 Beugung an zwei gleichen parallelen Spalten (Young’scher Doppelspalt)

2 Quellen zeigen Interferenzmuster; jeder Spalt erzeugt ein Beugungsbild.

YoUNG: Erzeugung kohérenten Lichtes (2 Lichtquellen mit fester Phasenbeziehung)
Koharentes Licht wird heute mit Lasern erzeugt.

Bild auf dem Schirm:

a) Interferenz von 2 Quellen fiihrt auf Maxima des Interferenzmusters
a-sinf=mn-\, n=0,£1,4+2,...

b) Beugungsbild des einzelnen Spaltes hat Minima bei
b-sinf =n'- A, n' =£1,42,...

a > b (Abstand der Spalte > Spaltbreiten)

IV.4.4.3 Beugungsgitter

Breite der Spalte: b
Abstand der Spalte: a
N synchron schwingende Quellen

a) Hauptmaxima des Interferenzmuzsters von N Quellen (N Gitterstreifen)
a-sinf=n-\, n=0,+1,...

b) Beugungsmuster des Einzelspaltes ist iiberlagert (abklingende Intensitit). Minima bei
n-A=b-sinf, n =-=+1,...

Anwendung: Gitterspektrograph mit fein geritzten Glasplatten fiir die Bestimmung von A.

n: Beugungsordnung (meist in 1. Ordnung gemessen)
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Auflssungsvermégen beziiglich A (nicht zu verwechseln mit RAYLEIGH: Af)
Definition: d—)}\ heifit Auflésungsvermdgen (d.h. die kleinste noch auflssbare Wellenléinge)
Behauptung:

A

T n-N (n: Beugungsordnung, N: Zahl der Spalte, Ritzungen)

Wellenléngen, die sich um d\ unterscheiden, sollen noch getrennt werden.

YYYYYY

A =n(A+dN)

n—te Ordnung (n + 1)-te Ordnung

Abbildung IV.52: Beugung am Gitter

A: Gangunterschied fiir A + dA:
A =n(A+d)N)
Friiher hatten wir schon:
ri—r2=A,=n-A Appi=Mn+1)-A=n-A+A

In IV.4.4.2 fiir N Quellen ist die Lage des 1. Minimums:

A
Al :a-sinQ:nN =~ firn’ =1
Es soll das Hauptmaximum der Wellenlénge A+dA (siehe Abb. IV.52) auf das 1. Minimum der Wellenlénge
A fallen, um A\ von A + d\ trennen zu konnen.

E

A

A
Afn()\+d)\)fn)\+ﬁ = ﬁin.N

n meist 1 oder 2. Es muss N (Zahl der interferierenden Strahlen) grofi gemacht werden.

IV.4.5 Rontgenbeugung

elektromagnetische Strahlung wird zur Strukturuntersuchung (von Festkorpern) eingesetzt.

BABINETsches Prinzip: Das Beugungsbild einer Blende (eines Spaltes) ist identisch mit dem Beugungsbild
der gleich grofien Scheibe.
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gestreute Kugelwelle
, ‘ ‘
@

Abbildung IV.53: Streuung am Atom

= Untersuchung von atomistischen Strukturen ist méglich. Die Hindernisse (Streukérper) sind die Atome
selbst.

ezkr

= ek f(0) - (f(H): Strevamplitude; r = /22 + y2 + 22)

f(0) gibt Aufschluss iiber die Gestalt des Streukérpers.

Prinzip der Strukturuntersuchung:

Maxima-+Minima,

ebene Welle

—>

T Atomabstand
@ =Atomabstatl Photoplatte

(Schirm)

Abbildung IV.54: Strukturuntersuchung an 3-dim. Gitter (Kristallen) mit RONTGEN-Strahlung

N Quellen: Intensitdtsmaxima fiir sinf = "T’\

A fest vorgegeben = Atomabstand a bestimmbar

Beispiel:

Wie grof§ muss A sein, um Atomabstéinde zu messen?

1
a~1A= —nmm=10"""m
10

1
0~ 0 (= 5,7° mrad = 180°)
1
= A=10""7 — =10""m
alml sin 6=0

h=4,14-10"1 eVs, c:3-108§

E-hov=""C% o  Exi120kev
A \—/_/

typische
RONTGENstrahlung
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Fiir Kristalluntersuchungen wird sehr kurzwelliges ,,Licht“ = RONTGEN-Strahlung benétigt.

Frage: Wie sieht das Beugungsbild von Kristallen aus (BRAGGsche Beugung)?

D

Id Ebenenabstand

ol
| P

Abbildung IV.55: Reflexion und Streuung; Gitterebenen

Gangunterschied zwischen Atomebenen (vgl. Abb. IV.55):
2d-sinf =r; —ro = A

Gangunterschied fiir Maxima:

2
6= k(ri —r2) = 5+ (r1 = 12)

P
5:7”-2d-sin9=27r-n, n=0,+1,+2, ...

2d-sinf =n-A| Maxima fiir RONTGENbeugung

(d ist zu bestimmen, sin § wird gemessen, A ist fest vorgegeben)
Bracasche Beziehung zur Messung von Atomabstinden. (Anwendung in der Chemie, Stereochemie,

Aufkldrung von Makromolekiilen, Verunreinigungen aus Streuintensitit I ~ f(6)? )

RONTGEN-Strahlung hat Wellencharakter, sonst géibe es keine Interferenzen
Beachte: Selbst im einfachsten kubischen Kristall gibt es unendlich viele Ebenenscharen (vgl. Abb. IV.55).



Kapitel V

Wechselwirkung von
elektromagnetischer Strahlung mit
Materie

(Experimentelle Grundlagen der Quantenphysik)

V.1 Photonen (Lichtteilchen)

V.1.1 Der Compton-Effekt

Streuung von elektromagnetischen Wellen an , freien“ Elektronen (weil sehr schwach im Atom gebunden).

Ezxperiment: Das Experiment misst die Wellenlénge .

\ Detektor
LT e dom Wil 5
0 unter dem Winkel 6
| | | | | | | | |Elcktron
einfallende e.m.

Strahlung
(ebene Welle)

Die gestreute Stahlung habe die Wellenlinge ).

Abbildung V.1: Elektromagnetische Welle der Wellenlénge A wird am Elektron gestreut

Beobachtung: (Abb. V.2)
N =X A (1—cos) (charakteristische Winkelabhéngigkeit von \)
N = F0), N £

Frage: Wie kann man das verstehen? Als Streuung von Wellen unversténdlich!

Antwort: Hypothese
Es handelt sich um einen elastischen Stof§ von Lichtteilchen (Photonen) an Elektronen.

Energie— und Impulssatz
Elektron ruht: p. =0, E.=m. - c?

o1
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A
0 =0°
A Wellenlénge
0 = 45°
| .
N A
6 = 90°
1 >
N A
0 = 135°
| »
A
— A N
<0 AX R N = Xo = A(1 — cos )
Abbildung V.2: Spektren beziiglich A
E,.p, .
Elektron Elektron nach Stof3
ruht © pLE!
ﬁe =0
E. =m.c?

Abbildung V.3: Energie— und Impulssatz beim CoMPTON-Effekt
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Wir benutzen nur die Tatsache, dass Licht Energie und Impuls hat.

Energiesatz:
E, +mec

Impulssatz:

-
—

*=E,+E| (mec®: Ruheenergie des Elektrons)

Py =Pl + L

relativistische Beziehung:
E. =+/p.c +m2c*

Impuls des Photons (m, = 0): |py| = %

Rechnung zum COMPTON-Effekt:

|pL| soll eliminiert werden

2 E/ 2 E/
712 v v v .
‘pe| - 2 + 62 CQ COSG
~— M~
P2 pL?

53

B = (B, — E, +m.)? = B2 + B.? = 2B, E/, + m2c" + 2(B, — E.) - m.c?

72

2

_ 2 4
=p, C +mgcC

_ 2
_E’Y

+ E;Q —2E,E/ - cosf + mZc*

El (—E, cosf + E, + mec®) = Eymec?

E
E:/ = E . < E,
I+ % (1 —cos0)
1 1 1 . . .. .
- = = 5 - (1 —cos®)| kinematische Rechnung fiir elastischen Stof3
E’v E, mec
N —Xo=A-(1—cosh) ‘ Experiment
Schlyss 1
e L
1
— o N
B
1
E, x " oV
E,xv = E,=h-v| Proportionalititskonstante ist das PLANCKsche Wirkungsquantum 5
h-v h
Ly _ _n
Py=", c A
Ac [Léngeneinheit aus Naturkonstanten zusammengesetzt]

Me - C

heifit CoMmPTON-Wellenlinge



54 KAPITEL V. WECHSELWIRKUNG VON E.M. STRAHLUNG MIT MATERIE

E=hv=hw
h
P=A
(h: PLANCKsches Wirkungsquantum; i = 4, k = 27)

links stehen Begriffe ,,mechanischer® Natur, Teilchennatur (Vorsicht: auch Wellen haben Energie und
Impuls); rechts stehen Wellengréfien v, A.

Wellen—Teilchen—Dualismus: Licht verhilt sich je nach ,,Befragung® als Teilchen oder Welle.

Anthropomorphe Bilder: Teilchen, Welle (auch als mathematische Fiktionen) sind nicht die ganze Wahr-
heit, sondern verraten nur Aspekte der Natur des Lichtes: Quantenfeldtheorie, Quantenelektrodynamik
geben die korrekte Antwort.

Wellenpaket: vereinheitlichte Veranschaulichung von Teilchen und Wellen
Was ist Licht? Transport von Energie, Impuls, Drehimpuls, keine Ladung
Dies widerspricht nicht den MAXWELLschen Gleichungen:

dE = -
Energiedichte — ~ |B|* ~ |E|?
nergiedichte  —7 |B| |E|
Impulsdichte @ ~ (é X E)
av
~—~
»gequantelt®

Quantenelektrodynamik umfasst die MAXWELLschen Gleichungen.

Abb. V.4 zeigt den einzigen Baustein dieser Theorie. Die Bausteine sind zu kombinieren. Die Absorption
von Photonen an freien Elektronen ist nicht moglich (wegen Energie— und Impulssatz).

Compton—Effekt: (elastische Streuung von Photonen an Elektronen; sieche Abb. V.5)

~v Photon

(geladenes Teilchen, z.B. Elektron)
Vertex (Ecke)

Abbildung V.4: Einziger Baustein der Quantenelektrodynamik (QED)

Paarvernichtung: e~et — v = Annihilation, Vernichtung von Materie (Abb. V.6)
Umgekehrte Richtung: vy — ete~

Materie
~Y

1079
Licht

Kosmos:

Vakuumpolarisation: (Abb. V.7)
Selbstenergie eines Elektrons: (Wechselwirkung mit sich selbst; Photonenhiille; Abb. V.9)



V.1. PHOTONEN

Py ; . B,
,virtuelles”
Elektron
Zeitachse :
ﬁpmon Em%s\
2 P, B

A
pfi? EB

Abbildung V.5: Quantenelektrodynamik beim CoMpPTON-Effekt

spétere Zeit

_ elektr. Ladung muf}
erhalten bleiben

vy

ot
efe” =y
t frithere Zeit Paarvernichtung

Abbildung V.6: Paarvernichtung (Annihilation)

nichts w nichts

< >

etwas

Abbildung V.7: Vakuumpolarisation
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E\ ¢ Dirac
Bl Y g Zustind sind frei, kénnen
fin von Elektronen besetzt werden
mec? 4
E”/
0
Loch im See = positive Ladung
5 relativ zum Vakuum = Positron
—MeC

%

Dirac—See Alle Zustéinde mit Elektronen besetzt (unendlich grofe negative Ladung)

(Das Vakuum enthilt eine unendlich grofie negative Ladung.)

Abbildung V.8: DIRAC—See

Abbildung V.9: Selbstenergie eines Elektrons (Photonenhiille)

V.1.2 Photo-Effekt

(EINSTEIN-Deutung 1905)
Ezperiment: (vgl. Abb. V.10)

Detektor mifit die Energie EY;
der Elektronen

/)

Abbildung V.10: Experiment zum Photo-Effekt

Befund:

1
Ef, = 3 cmvP=h-v—® (®: Ablssearbeit)
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Elektronen-
strom [

I lw
o

A /

Schwellenfrequenz

Abbildung V.11: Befund beim Photo-Effekt

€ freies Elektron
(Photoelektron)

hv

) 4

K-Elektron
(gebunden an den Atomkern Ze)

Abbildung V.12: FEYNMAN-Graph zum Photo-Effekt
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(1) Es gibt eine Schwellenfrequenz Vgrens, unterhalb derer kein Photoelektronenstrom auftritt (Photo-
strom héngt von v ab, nicht von der Intensitédt der Strahlung)
(2) By =B, —®=hv— @

Elfin =0 = o= threnz

® Ablosearbeit (Bindungsenergie in Atomen, Moleliilen; Anwendung in der Festkérperphysik, Che-
mie)
(3) Deutung (Quantenelektrodynamik, FEYNMAN)

Wellenbild ist hier ausgeschlossen. Man kann nicht viele Photonen aufeinander stapeln. Erhchung
der Intensitidt der Welle hat keinen Einfluss. = Teilchenbild

(4) Anwendungen

a
b

C

) Photozelle, Solarzelle

) Nachweis von RONTGEN-Strahlung, Kern——Strahlung
) Photomultiplier

d) Photoeffekt ~ Z4® (Wahrscheinlichkeit)

= RONTGEN-Bilder des Menschen zeigen vor allem das Skelett (Kalzium hat Z = 20, Gewebe =
Wasser hat Z = 8 fiir Sauerstoff)

V.2 Teilchen und Felder

V.2.1 Materiefelder

Lichtquanten:

h
aus der Mechanik (Teilchencharakter) h Wellen-Groflen
1

(auszudriicken durch E und B)
h regiert im atomistischen Bereich.

Licht kann in diesem Sinne keine Ausnahme sein. Auch massebehaftete Korper sollen diese Beziehungen
erfiillen. (= Materiefelder)

F=hw
h
=—=h-k
P=X

Diese Beziehungen heiflen nach PRINCE DE BROGLIE ,,DE-BROGLIE-Beziehungen®.
Auch Teilchen (m # 0) zeigen Wellencharakter.

Experimenteller Nachweis: Interferenz— und Beugungserscheinungen

Frage: Beschreibung dieses Sachverhalts (Wellenbildes von Teilchen)

Ebene Wellen sind zur Beschreibung von Teilchen nicht geeignet, weil
1) die Amplitude der ebenen Welle
1]/}(7?, t) —A. ei(l_c'Ffwt) —A. 6%-(5F7Et)

fir —oo < x,y, 2 < +00 definiert ist

= Teilchen ware nicht lokalisierbar
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2) Phasengeschwindigkeit ist groBer als die Lichtgeschwindigkeit ¢ im Vakuum:

@ _he _E_me_
Phik‘ihk‘ipimv_

Lésung und Antwort: Wellenpaket (wie in Abb. IV.13)
Priifung dieser Antwort:
Geschwindigkeit des Wellenpaketes ist die Gruppengeschwindigkeit, die sich als die Teilchengeschwindig-

keit erweist:

dw d(hw) dE

Ve T gk T d(nk)  dp T

E2=p202+m204

2EdE =2pc?dp = — ="
p

(vp: Teilchengeschwindigkeit)

V.2.2 Experimenteller Nachweis von Welleneigenschaften

(Beugung von Elektronen, Neutronen ...an Kristallen)

Atomabstinde ~ 1A =107m = L nm

Welche Energie miissen Elektronen, Neutronen haben fiir solche Untersuchungen?
p2 B h2

2me  2m\2

Elfin =elU =

(U: durchlaufene Spannung zur Beschleunigung der Elektronen)

ho 1,2-107°

N ool VU]

[m]

Beispiel:
U=10kV, Ef, =10keV, A=1,2-10""m

= Elektronenmikroskopie
A < b (b aufzulésende Struktur, sonst dominieren Beugungseffekte)
Vergleich mit RONTGEN-Strahlung

A

~ p,y:

_ he 200MeV fm - 27 E
- E, 100 keV ¢
_he

he = o = 200MeV fm, 1fm=10"1%m
T

= Ax~1,2-100"m

E, ist rund 10x groBer als FY, , wenn die gleiche Wellenléinge A erzielt werden soll.

in?

Neutronenbeugung: (m,, ~ 2000m.)

2 2.2
n p h=c 2
K om,  2mpc - A2 Mn¢ ¢

A=2-107""m~2A, = E ~0,025¢V
thermische Energie ~ 0,025¢eV bei 20° C
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V.3 Gedankenexperiment zur Quantenphysik

abgeleitet vom Doppelspaltversuch, vgl. [7]: ;Herz der Quantenphysik*

1) Experiment mit Schrotkugeln durch Doppelspalt. Ergebnis: (vgl. Abb. V.14)

Trefferrate

P = probability = Gesamte Rate —

keine Interferenz mit klassischen Teilchen
2) Wasserwellen: (klassisches Wellenbild)
Addition von Amplituden der Wellen fiihrt auf typisches Interferenzbild
Py = |A; + As]? = (A1 + Ag) - (A} + A5) = | A ” + [Ao|” + A1 AS + Ax A} Ay = |Ag| - e
mit dem Interferenzterm

A1 Ay + Ay AT = AL AS + (A1 A5)" =2 |Ay| - |As] - Re (eiwl*%)) =2 |Ay| - |Ag| - cos(6y — 62)

3) Ezperiment mit Elektronen

P = P; + P, + Interferenzterm

4) Experiment mit Elektronen und Lichtquelle (vgl. Abb. V.13)

Lichtquelle soll nachweisen, durch welches Loch das Elektron gegangen ist. Bei der Streuung des
Elektrons am Photon der Lichtquelle wird das Elektron um den Impuls Ap, abgelenkt. Der Abstand
der beiden Spalte betrigt a ~ Ax.

Der Versuch, diese Frage zu beantworten, durch welches Loch das Elektron gegangen ist, fithrt auf
Zerstorung der Interferenzfigur. Das Elektron erscheint nicht mehr dort auf dem Schirm, wo es ohne
Lichtquelle angekommen wére.

3 I
_> Ql
Elektronen %

Lichtquelle

Ap, ~ psinf Anderung des Impulses
| P~ |=p durch Streuung an Licht

Abbildung V.13: Experiment zur Elektronenlokalisation

Ap, ~p-sinb, |p|~[p|~p
Beugung: a-sinf =~ \ (n=1), Az =~ a

A
AxAp, ~ ] -psinf = h

AzAp, ~ h| HEISENBERGsche Unschérfebeziehung

=

Die HEISENBERGsche Unschérfebeziehung erscheint als Folge von p = ¥.
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GUN

Fig. 1-1. Interference experiment
with bullets

) BSSS L

61

MOVABLE
DETECTOR
g

i P1 P12

P2

WALL BACKSTOP P12=P1+P2
(a) (b) (c)
A% Iy
T R
I1 l12
i
)
- )
S 72) I
Fig. 1-2. Interference experiment
WALL ABSORBER |1=|H; |2 l12=|H1+Hg? with water waves.
l2=|H2[?
(a) (b) ()
AX ‘X
DETECTOR
” 1 Bl P1 P12
" . 7| |
T -~ 7]
ELECTRON <~ 12
GUN P2
Fig. 1-3. Interference experiment WAL BACKorOP , )
with electrons. Pi=ioil’ Paz=lortéal
P2=|¢2|
(a) (b) ()
A% 'S
A% A
1 ueHT Py’ P12 P12 P12 (smoothed)
— SOURCE _--&]
T 1SS a,x‘” ]
ELECTRON <0 72
GUN P2
P12'=P1'+P2'
a b (9
(a) (b) (c) (@) b)

Fig. 1-4. A different electron ex-
periment.

Fig. 1-5. Interference pattern with
bullets: (a) actual (schematic) (b) ob-
served.

Abbildung V.14: Interferenzversuche mit Wellen und Teilchen
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HEISENBERGsche Unschirferelation: Es ist unmoglich, eine Apparatur zu bauen, die sagt, durch wel-
ches Loch das Elektron geht, ohne die Interferenzfigur zu zerstoren.

Es gibt eine naturgesetzliche Grenze
Ap, - Ax ~ h

(Ap,: Impulsunschirfe; Ax: Ortsunschiirfe)
FOURIER-Analyse von klassischen Wellenpaketen:

Ak - Az ~ 21
A(hk) - Ax ~h

DE-BROCLIE: p, = % = hk

Impulsunschérfe und Ortsunschérfe sind verkniipft. Man kann Impuls und Ort nicht gleichzeitig beliebig
genau messen. (bedingt durch die DE-BROGLIE-Beziehung)

E=hy=hw

Aw - At ~ 27
A(hw) - At ~ h
AE-At~h

Fiir das Zeitintervall At ist die Energie unscharf: AE
Man kann Energie ,borgen* aus dem Vakuum, global gilt der Energiesatz. (vgl. Abb. V.15)

ZY-Teilchen (schwache Wechselwirkung)
my = 90 GeV

Abbildung V.15: ,Geborgte* Energie zur Erzeugung eines Z°-Teilchens

AFE Lebensdauer 7
natiirliche Breite

Atomzustinde

AE - At ~h
—~

T

Abbildung V.16: Unscharfer Energiezustand eines angeregten Atoms
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First principles of quantum physics
1.) Nur die Angabe von Wahrscheinlichkeiten ist méglich, beschrieben durch die Wellenfunktion ¢ (kom-

plex)
P=pP=y¢-¢" >0
(P: Aufenthaltswahrscheinlichkeit, 1: Wahrscheinlichkeitsamplitude)

FoUuRIER-Integral:

" 1 >
(7 t) = 3 -/A(lmw)
27)2
1 i.(pr—Et) 33>
= @nh)? (k,w)-en d°pdw
A3k = dk,, dk, dk.
k. E=hw

p=h-k
[ WP ar=1
Raum
Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo im Raum zu finden, muss 1 sein.
2.) Wenn ein Ereignis auf zwei verschiedene Weisen erfolgen kann, dann ist die Wahrscheinlichkeitsam-

plitude
lineare Superposition

Y =11 + P2
P = {1 4+ a|? = [th1)? + |[t2]? + 1905 + horb}

mit dem Interferenzterm (verantwortlich fiir die Hell-Dunkel-Streifen)

V103 4+ otht = by + (P13)* =2 - Re 143

3.) Wenn wir die zwei verschiedenen Weisen unterscheiden kénnen
(Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten)

= P=Pi+ P =[] + 9o
Phasenraumplots: Phasenraum hat 6 Dimensionen (3 rdumliche: z,y, z; 3 Impulskomponenten = Ge-

schwindigkeitskomponenten p,, py, p-)
Pmu

Pxﬂ

x

zeitig beliebig genau messbar

Ort und Impuls gleichzeitig
beliebig genau messbar

Abbildung V.17: Klassische Sicht links und die HEISENBERGsche Unschérfebeziehung rechts

H-Atom: (siehe Abb. V.18 und V.19)
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p

»scharfe* wohldefinierte Bahn

Abbildung V.18: H—Atom, klassisch gesehen

Abbildung V.19: H—Atom, unter Beriicksichtigung der Unschérferelation



Kapitel VI

Quantenmechanik,
Schrodingergleichung

VI.1 Unterschiede zwischen der klassischer Physik und der

Quantenphysik
klassische Physik (Teilchen, ,Schrotkugeln®) Quantenphysik (Wellen)
Ort und Impuls, Energie und Zeit (kanonische Grofien) | AEAt ~ h, ApAx ~ h
beliebig genau messbar Es gibt Unschérfebeziehungen
prizise Bahnkurven (NEWTONs Mechanik) Aufenthaltswahrscheinlichkeiten
Beispiel: Planetenbahnen
Energie, Drehimpuls kénnen in beliebigen Quantelung: E = hw
Mengen iibertragen werden IL| = |px 7 =I0+1)-h 1=0,1,...
Wir wissen, was unter bestimmten Umstéinden passiert: | Es ist unméglich, das zu erfahren,
Elektron geht entweder durch Loch 1 oder 2 ohne den natiirlichen Prozess zu zerstoren

Schépfer der Quantenphysik:

e LouIls DE BROGLIE, Paris

e ERWIN SCHRODINGER, Berlin

e WERNER HEISENBERG, Gottingen
e PAauL DirAc, Cambridge

e MaX BORN, Gottingen und andere

e DAvID HILBERT (Mathematiker), Gottingen

(Zeitraum: 1925-1930)

VI.2 Schrédingergleichung

Wellengleichung fiir Materiewellen bzw. fiir Teilchen

Frage: Wie rechnet man die Wellenfunktion () aus?

Beispiel: Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Elektrons im H—Atom oder im Festkorper
P = (M)

65
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Wir brauchen eine Gleichung fiir ¢ (7) = losen

Forderungen an diese Differentialgleichung:

1. Wellengleichung muss sich ergeben, stationére (d.h. zeitlich harmonische) Zustéinde sollen wie friiher
(siehe Saite) durch stehende Wellen beschrieben werden.

&€ =2Asinkz coswt (keine fortschreitende Welle)
—_—
=f(z)-coswt
AT S
de?2 w2 d2
d*f(x) w?
T - coswt + 0z f(z) - coswt =0
Gleichung stehender Wellen:

d*f(x)

dx?

=k

w
v

+ Kk f(x) =0  (siche IV.4.3.3)

2. DE-BROGLIE-Beziehung einbauen: p = hk (damit ist die HEISENBERGsche Unschirferelation automa-
tisch eingebaut)

3. Energiesatz gilt:

Eyin + Epot = Fges (nichtrelativistisch)

p2
% + Epot = Eges

p2 = (Eges - Epot) - 2m
_ 2m

k? = T2 (Eges — Epot)

f(x) wird ersetzt durch ¢ (z):

d*y(z)  2m
dax2 e (Eges - Epot;) ~p(x) =0
h2 d2 ..
“om f(;”c) + Epot)(x) = EgestP(z) | SCHRODINGER-Gleichung
m X
By ersetzt durch —% . %;

p ersetzt durch —ih - %
Erinnerung an die MAXWELLsche Gleichungen (IV.1.2):

k= —iV, V=ik

Qé—iw wéig
ot ’ ot

Diese Ersetzung ist nicht an die Quantenphysik gebunden, sondern stammt aus der Wellenphysik, insbe-
sondere bei den MAXWELLschen Gleichungen gefunden

Neu: Quantenphysik, Faktor h! DE-BROGLIE-Bezichung muss erfiillt werden!
In 3 Dimensionen lautet die SCHRODINGER—Gleichung (giiltig fiir v. < ¢)

2
. AY(7) + Epot ) (T) = Eges(T)(T) zeitunabhéngige Gleichung

2m
Y
=1ih- 5
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h2
2m

=5 AY(F) + Epor(7) = ih -

(1 1)
ot

zeitabhéngige Gleichung

Der Impuls p wird ersetzt durch einen Differentialoperator

p=hk = —ih- 4 in
dx

Operatoren

und Fges durch ih %:

0
Fges = hw = ih - —

ot

SCHRODINGER-Gleichung ist zu losen:

FEingabe: Epoy(F) =
Ergebnis (Lisung):

= Eigenwertproblem (hier Energieeigenwerte hv; gespannte Saite: Frequenzen v;; . ..

122 B. das H-Atom (vgl. Abb. V.19)

dmegr’

’(/J(’FL Eges

V1.3 Potentialstufe

(1-dimensional, Epq; gegeben)

Energie
A E E[) xr Z 0
IAVAVAVAVAVAVAVae ot =
Fall b) pot 0  sonst
Eo
haVAVAVAV
Fall(d)\/\/\/\/\/\/\/»
Wellenpaket
(Teilchen e™)
Gebiet I Gebiet II

z=0 z

Abbildung VI.1: Potentialstufe

Modell fiir Elektronen im Festkorper, die gegen einen ,,Potentialberg® anlaufen.

2 Falle:

a) E < Ey (Eyes = E)

Eges = Fyin + Epot
Ekin = Eges - Epot <0

klassisch (Teilchen): Teilchen kann nicht in den Berg eindringen, weil Fyi, < 0.

b) Eges > Fy

Fall a): Gebiet I: Epo, =0

h2

2m

d?1py
dx?

d?y
’W"‘Epotw:E‘d)
=0

2mE
+?'1/)1:0

)

67
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Losungsansatz (ebene Wellen) fiir die gewohnliche Differentialgleichung des harmonischen Oszil-
lators:

wl(x) — A- eikas + B- efilcw
einfallende Welle  reflekt. Welle
A # B vorausgesetzt, weil wvielleicht keine 100-prozentige Reflexion beobachtet wird.
Gebiet II: Epqo, = Ey (konstant)
Py | 2m(B — Ey)
dx? h?
Definition: E < Ey positiv

Yo =0

a2 _ 2m(E0 — E)

>0

Losungsansatz fiir diese Gleichung: exponentiell abklingende Funktion

o =C-e " |+ Deto”
—— —
abklingend ansteigend

—_———
nicht moglich

Wenn C # 0 wiire, wiirde das Teilchen in den Berg eindringen (klassisch unmoglich).
Wir fordern Stetigkeit und Differenzierbarkeit an der Stelle x = 0

1) dr(z=0)=tp(z=0) = A+B=C

2) %(:U:()):%(m:m = k(A—B)=-aC

= Zwei Gleichungen fiir zwei Unbekannte (A vorgegeben)

B—<1k+a>~A, C—(2Zk>~A, A4D

ik — « ik — «

Wellenfunktion:

ik — «
_ 2ik
T k-«

(>

- A-e”*  exponentiell abklingende Funktion

Das Wellenpaket (Teilchen) dringt also in den Berg ein.

Pi(x) = Zkf—l o [(ik — a) - e* 4 (ik + ) - e—ikw}

Mit e*?%® = cos kx + isin kz folgt:

2ik a .
P1(x) = E— <A - [cosij— T -smkx}

Aufenthaltswahrscheinlichkeit: (Quadrat der Funktion ¢ (x))

4k>

a 2
|1 (x)]? = Pra |AJ2 - (cos kx — ¥ ~smk:v>
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Diskussion des Ergebnisses: Wenn Ey iiber alle Grenzen wéchst,

2m(Ey — E)
2
e

dann wichst auch o? iiber alle Grenzen.
= coskr < % - sin kx (x = 0 ausgenommen)
P <a® (Eoxk?
= |[¢1(x)]? = 4|A]? - sin® kx
Das ist die Losung der eingespannten Saite

&, = 2Asinkxcoswt, |€,]* = 4|A|*sin? kx(cos® wt)

2

2ik
¢ . |A|2 . 6720@

ik —«

[¥a2(2)]? =

a—oo = |Pa(x)]* =0
= keine Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Potentialberg fiir o, Eg — 00
Intensititen (Quadrat der Wellenfunktion)
einlaufende Welle: |A|?

reflektierte Welle: |B|? = | ikta

ik—a

s [(ik+a . —ik + « A2 A2
- (122). (2222) -1

=0

Totalreflerion: E < Ejy, Potentialstufe unendlich lang (Abb. VI.2)

2
A7

A

Eq

unbegrenzt bzgl. pos. x—Achse

z=0 x

Abbildung VI.2: unendlich lange Potentialstufe

Alle Teilchen (Wellenpaket) werden hundertprozentig reflektiert. (Anfang A # B sozusagen un-
berechtigt)

Was geschieht im Falle einer endlich breiten Barriere? (Abb. V1.3, V1.4)
= Tunneleffekt bei endlicher Potentialschwelle. (Abb. VI.5) Durchgelassene Intensitéit: |C|?-e~2%%
Beispiele: a—Zerfall beim Uran-Kern (4 He-Kerne)

N Hs—Molekiil (Ammoniak) (= Maser = microwave amplification of stimulated emission of ra-
diation)
Das N-Atom tunnelt durch die Ebene der H—Atome
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Yo(x) ox e~ F

Gebiet 1 Gebiet II

r=0 z

Abbildung VI.3: endlich breite Barriere (E(z))

Gebiet T P(z)4 Gebiet 11

durchgelassene Intensitét
| C |2 e—2a1:

=\

ANVAN
VRN

Py () ~ sinkx

~ eik:w

Abbildung VI.4: endlich breite Barriere (¢))

ebene Welle

\\W ebene Welle

8

|
o
w¥

Abbildung VI.5: Tunneleffekt
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1079 < T < 10%a

Abbildung VI.6: Potentialbarriere beim Uran—Kern

H

N v =2,3768 - 1010 Hz
(Zeitstandard)

H
N

N-Atom nicht lokalisierbar, tunnelt mit definierter Frequenz v = 2.3786 - 101 Hz (Zeitstandard)
Abbildung VI.7: Tunneleffekt beim Ammoniak

Fall b): E > Ey; klassisch: Im Gebiet 1T bewegen sich die Teilchen mit geringerer Geschwindigkeit als im
Gebiet I. (keine Reflexion)

Exing = Egin2 +Ey = Fxing > Exinge

Quantenphysikalisch:
Gebiet I:
1/}1 _ Aeikw+B€7ikw

Reflexion

Gebiet II: E > Ej

2 Qm(E — EQ)
k/ = T Z O
d*1hy
dx?

Lésung: harmonischer Oszillator (im Gebiet IT nach rechts fliegendes Teilchen)

+ Ky =0

Yo(z) =C - e*'*  ebene Welle, keine abklingende exp. Funktion
Stetigkeit, Differenzierbarkeit angenommen (z = 0):
= A+ B=C, k(A-B)=Fk . C

k—K

= B=iiw

CA£0 (weil k£ k)
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d.h. quantenmechanisch gibt es eine reflektierte Welle (Teilchen), obwohl die Bewegung ,,iiber
den Berg* erfolgt; gilt allgemein bei bei Potentialinderungen.

. k— kK .
ikx —ikx
ﬂ)l(LE):A e +k+k’l
2k ik’
Valw) = g A

(Vorsicht war berechtigt)

1. Fall: F < Ey: Tunnel-Effekt

2. Fall: E > Fy: Reflexion immer im Falle von Potentialanderungen

V1.4 Teilchen in einem unendlichen tiefen Potentialkasten

Epot (x <0) 00 Epot(r > a) — o0
y A
a Breite des Topfes
Y1=0 Epot =0 Y3=0
0<z<a
1 II 111 .
=0 r=a x

keine Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Teilchen fiir x < 0 und = > a

Abbildung VI.8: Unendlich tiefer Potentialkasten

Modell fiir Elektronen im Festkorper (vgl. Abb. VL.8)
Elektronen im H-Atom (Elektron und Proton; Abb. VI.9)

V(r) = Epot(r)

A

Potential unendlich tief

Abbildung VI.9: CouLoMmB—Potential; Elektronen im H—Atom

Atome im Molekiil (Potential des harmonischen Oszillators), etwa Ho—Molekiil (Abb. VI.10)

Nukleonen im Kern (Protonen, Neutronen)
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Epor = %mw2r2 X

(ooooon )

Abbildung VI.10: Hy—Molekiil

Epotu

; endlich tief
(Kastenpotential)

N\ /

Abbildung VI.11: Nukleonen im Kern
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Gebiet I und III: ¢ = 0, keine Aufenthaltswahrscheinlichkeit
Gebiet 1I:

d2
d—;f+k2¢:o7 Epot =0

2m - FE
2 __
F=Tm

Lésungsansatz: (Bewegung in beiden Richtungen angenommen, Reflexion an den Winden)
W(z) = A-eth® 4 B. ik
Unendlich tiefes Potential; Randbedingungen:
1) 9(x=0)=0,A+B=0 = A=-B
Y(x)=A- [6“” - 67“”] = 2{A - sinkx
= stehende Welle = stationérer Zustand (Zeitabhiingigkeit ist rein harmonisch)
2) Y(z=a)=0
2iA-sinka=0 = ka=n-m, n==+1,4+2 ...
n ist Quantenzahl!

F="T o k=Tl
a a

In diesem Spezialfall dieses einfachen Potentials ist der Impuls quantisiert (Vielfache von %h)

_ P ﬁ _ h2k2 _ h2n2ﬂ'2
2m 2m 2ma?

h2r2 )

Die Energie ist quantisiert (Vielfache einer kleinsten Energie F = 5.7

Es gibt eine minimale Energie E; (Nullpunktenergie).

In der klassischen Physik ist die Energie beliebig, es gibt keine Quantenzahl und die minimale Energie
Emin =0.

Nullpunktenergie gibt es auch am absoluten Nullpunkt (7" = 0K) (quantenmechanische Energie)

2h2
E,: B =~ E, x n?
2ma?
FEs =4F,
E; =9F;

Niveauschema (Energieschema): Abb. VI.12

Wie versteht man die Nullpunktenergie?

Ortsunschdrfe im Topf: Az ~ a
Impulsunschirfe: Ap ~ 2p (von links nach rechts: p; rechts nach links: —p)

Az -Ap~h (HEISENBERGsche Unschérferelation)

h
a-2p~h, pNL
a
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n=4 16 F4
nur diese Zustinde
sind besetzt
n=23 9E,
n = 2 4E1
n=1 Grundzustand
E; (Nullpunktenergie)
AEAt ~  AE Breite des Niveaus
E=0 ) At Lebensdauer 7
=0 r=a 'z

Abbildung VI.12: Niveau—Schema

21.2 232
N

T 2m 2ma?
HEISENBERGsche Unschirferelation war eine Folge der DE BROGLIE-Beziehung; die Nullpunktenergie ist
eine Folge der HEISENBERGschen Unschérferelation.

Basis:

ik fiir Licht und Teilchen
huw

weiteres Beispiel: Fpor = % -mw?z? (harmonischer Oszillator)

m 42 1
5 % + 3 -mw?zyY = E ist zu 16sen

= HERMITEsche Polynome (z)
Energieeigenwerte E,,:

1
En—<n+2>~hw0(n

linear in der Quantenzahl n (dquidistante Zustéinde; n = 0, +£1,4+2,...).
Dreidimensionaler Potentialkasten:

Kanten eines Quaders von a, b, ¢, in jeder Richtung Quantisierung.

Thng Thny whn,
Impuls: p, = y Py=—F"5 Dz=—7—
a b c

3 Quantenzahlen (typisch fiir dreidimensionale Potentiale); ny, ny,n, > 1, weil in jeder Richtung eine
Nullpunktenergie auftritt.

Energieeigenwerte:

1 1 w2h? [ n2 n? n?

2m 2m
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i n=0,1,2,...

5‘3"

Abbildung VI.13: dquidistante Zustdnde

Eigenfunktion:

NgTET . NyTY . NTZ
-8 : - sin

b c

1)  sin

(wie eingespannte Saite; Resonator)
Wichtig: 3 Quantenzahlen fiir dreidimensionale Potentiale.
Neues Problem: Entartung (a = b = ¢): Wiirfel

mh? 2 2 2 2

E, = o (nz—l—ny—i—nz) xn
2
E() n

E,, hingt nur noch von einer Quantenzahl ab (Entartung).

‘ Energie ‘ Kombination ‘ Entartungsgrad
Grundzustand 3E (1,1,1) 1
1. angeregter Zustand 6Fq (2,1,1), (1,2,1), (1,1,2) 3
2. angeregter Zustand 9Ey (2,2,1), (2,1,2), (1,2,2) 3

Verschiedene Kombinationen von ng,ny,n, fiihren auf die selbe Energie E,,.

V1.5 Wasserstoffatom und Aufbau des Periodischen Systems

VI.5.1 Vorbemerkung

Atome bestehen aus einem Atomkern (positiv) und der Elektronenhiille (negativ). = neutrale Atome.
Kern: rkermn ~ 10719 m = 1fm = 1 femtometer = 1 Fermi

Hiille: 7Hige ~ 1078 m

Kerne bestehen aus Protonen (p, positiv) und Neutronen (n).

Kerne werden charakterisiert durch eine Massenzahl A (ganze Zahl)
A=N+7

mit der Zahl der Neutronen N und der Zahl der Protonen Z (bzw. der Elektronen)

Z heit die Ordnungszahl der Elemente (charakterisiert die Stellung im Periodischen System der Elemen-
te)

Beispiele:
Symbolschreibweise: 4Symbol y
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leichter Wasserstoff: 1 Hy (A =1, 1 Proton; Z = 1; N = 0, kein Neutron)
schwerer Wasserstoff (Deuterium): 1H; (A=2; Z=1; N =1)

Tritium: §Hy

Isotope (gleiches Element, aber verschiedene Zahl von n)

Helium: 3He; = *He (a-Teilchen; Kerne)

Uran: 335 U143

Frage: Warum gibt es die Vielzahl der Elemente, wenn es nur 3 Teilchen gibt, die alle diese Teilchen
aufbauen?

3 Bausteine: Protonen, Neutronen, Elektronen

Antwort: PAULI-Prinzip (Fermionen, haben halbzahligen Spin)

VI.5.2 H-Atom

(SCHRODINGER-Gleichung, BoHRsches Atommodell)

Problemlésung in Etappen immer héherer Préazision:

a) BOHR

)

b) SCHRODINGER-Gleichung

c¢) DirAc-Gleichung (Spin 3 h)
)

d) Quantenelektrodynamik

Abbildung VI.14: Aufenthaltswahrscheinlichkeiten (Z = 1)

= |¢(7)|?, Eigenwerte der Energie

- Ze?
F(f)= —— -
() dmegr? "
Potentielle Energie:

Ze?

Epoy = ———
P dmegr

SCHRODINGER-Gleichung in drei Dimensionen (verlangt 8 Quantenzahlen):

h? ' (82w(z,y,z) @ 821/)> Ze?

" 2m Ox? oy 922 ) Ameor

() = E ()
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r= a2 +y?+ 22
kugelsymmetrisch (nur abhiingig vom Betrag r)
= Polarkoordinaten

xr =r-sinfcos¢

y=r-sinfdsin¢

z=1r-cosl

mit dem Polarwinkel § und dem Azimutwinkel ¢

s 6 Polarwinkel
¢ Azimuthwinkel
;
; :
9
» - =y

Abbildung VI.15: Polarkoordinaten

o(7) = ¢(r,0,9)

dx = sinf cos ¢ dr + rcosf cos ¢ df — rsin 6 sin ¢ do
dy = sinfsin ¢ dr 4+ r cos 0 sin ¢ df + r sin 0 cos ¢ d¢
dz = cosf dr — rsin 6 df

Auflésen nach dr, df, d¢

dr =sinf cos ¢ dr + sinfsin ¢ dy + cos @ dz
rdf = cosfcos ¢ dr + cosfsin¢ dy — sinf dz
rsinf d¢ = —sin ¢ dx + cos ¢ dy

o _or 0 00 0 00 0

dr  Oxr Or 9dxr 00 Ox 0¢

0 ) 1 0 . 0
%—smecosq%ar+;~cos€cosq§-%— rsin9.8m¢.37¢
0 o 0 1 . 0 cosp O
6—y—sm6‘sm¢- ar+;-005981n¢~%+r.sino~a—¢

0 o 1 0
@—0050-5—;-8110%%

2 2 2
CRTL 9 (adeN o (ou\ 1 o] %
2m |r?2 Or

or 12.sinf 00 r2-sin?g  dg? | Ameor

KAPITEL VI. QUANTENMECHANIK, SCHRODINGERGLEICHUNG

() = B-o(7)
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Quantenmechanik:

Impuls wird durch einen Operator ersetzt
i 0
p = p=—thV Py = —Ih - —

Drehimpulsoperator (Drehimpuls L=7#x D)

L = L=rxp=—-ilrxV

2
L2 =12+ L2 +L2=h. Kyz) o
z

. 1 8 o 1 9
2 _p2, R P L L
LP=-n Lme 90 (Sme 89)+sm20 dqbQ}

h? a_(r2_8w>+ 1.]]:2.1/}(77) Ze? Y= B
N————

" o9mr? or or 2mir?

Drehimpulsabhangigkeit V(r)

Liosung durch Separation der Variablen:

'(/)(’I", 97 ¢) = R(’I") ' Y(aa ¢)

(Radialfunktion R(r), Winkelfunktion Y (6, ¢))
Teilchen durch R-Y =1

f(r)
1 0 5 OR 2mr?
Ty sing a9 \™7 80 ) T gnZe 967 |
f*(0,¢)
mit
of(r) of*

=0 f ist konstant, =0 f* ist konstant

00 or

Die linke Seite héngt nicht von 6, ¢ ab, die rechte Seite hingt nicht von r ab, deshalb sind beide Seiten
gleich einer Konstanten .

FErgebnis: Gewohnliche Differentialgleichung fiir R(r):

L (ddr. <r2.d§7(f)>) 4 [27;1(3_1/)—72 “R(r) =0

Setzen R(r) = )

T

r2 dr

r’ dr?

1 " 2
d (r2 . dR) o y d*u
dr

Neue (radiale) SCHRODINGER-Gleichunyg:

2 2U r 2
,i . di( ) 4 <V(T’) + A ) ~u(r) = Eu(r)

2m  dr? 2mr?
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Rotation+iiberlagerte Oszillation (¥ # const)

Radialbewegung

Abbildung VI.16: Rotation und {iberlagerte Oszillation

Mechanik: siche Abb. VI.16

Energiesatz:
1 dr\? L?
Zom- = 74 = Fes
g < dt ) V) + 2mr? &
N————— N—~—

kin. Energie
der Rotation
(Zentrifugalenergie)

kin. Energie
der Radialbewegung

Losungen der radialen SCHRODINGER-Gleichung sind LAGUERRE-Polynome = Wellenfunktion, Eigen-
werte der Energie.

A=1(1+1), 1=0,1,2,...,n—1

Drehimpuls ist gequantelt!

L2 =nh%-1(1+1)

L=\i(l+1)-h

2. Gleichung (Winkelgleichung)

1 0 oY 1 0’y
c— . {ging . =— . A\Y =
sing 99 (Sm 90 ) sn?0 962 T 0
[L2Y(0,0) = M2 Y(6,0)|
Kugelfunktion: Y (6, ¢)
Separieren erneut:
Y(0,0) =0(0)  2(¢)
1 . 0 . 00 . 9 1 0%®
6-51n9~%~ (s1n9~ae> + Asin® 0 = _EW
nur von 6 abhéngig nur von ¢ abh.

Beide Seiten sind gleiche einer Konstanten m?2.

Ergebnis: 2 weitere gewohnliche Differentialgleichungen fiir ©(0) und ®(¢)
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1 d : 00(0) m? _
g a8 (sm€- 50 ) + ()\— sin29> -9(0) =0

Losungen: zugeordnete LEGENDRE—-Polynome

d*®(¢)
de?

+ () =0

Jede dieser gewohnlichen Differentialgleichungen enthélt eine Quantenzahl des Wasserstoffatoms
n, I, m

n: Hauptquantenzahl, [: Drehimpuls-Quantenzahl, m: magnetische Quantenzahl
Der Wertebereich bleibt zu diskutieren!

Die Wellenfunktionen miissen normiert werden:
[ rwmpE =1

(irgendwo ist das Elektron)

37 = r?sin 6 dr do do

P(7) = R(r) - Y (0,9)
Getrennte Normierung fiir Radial- und Winkelfunktion

= W :/r2|R(7‘)|2 dr=1 Wahrscheinlichkeit
0

T 27

//sine do do |Y(0,0)]* =1
0 0

r2|R(r)|? ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte

dW = r2|R(r)|? dr ist die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron zwischen dem Radius 7 und 7 + dr zu finden.

3 Quantenzahlen n, [, m

1. Quantenzahl, Hauptquantenzahl zihlt Energieniveaus ab (BOHR)

n=1,23,... natiirliche Zahl

2. Quantenzahl, Bahndrehimpulsquantenzahl

A=1(1+1)
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l=0,1,...,n—1 0.B.

L? =1(1+ 1)h?

IL| =+/1(+1)-h| (BOHR)

Wenn [ sehr grofl wird:

VI + 1)k = nh

Betragsquantelung des Drehimpulses

™
Il
3
>t

3. Quantenzahl:

Weil L Vektor ist, muss auch die Richtung gequantelt sein (Richtung durch &ufleres Feld festgelegt, z.B.
B-Feld)

my=—L(=1+1),...,0,...,(+l —1),+I
-1 <my <l

insgesamt (21 + 1) Werte
L,=m;-h

h hat die Dimension eines Drehimpulses.

z—Komponente des Drehimpulses ist gequantelt.

z~Achse (z.B. B-Feld)

(;j\ Radius v/6h

5 Winkel 6 sind erlaubt

Abbildung VI.17: Gequantelte Richtungen des Bahn-Drehimpulses

Beispiel: [ = 2
Betrag von | L |= v/2- 3h = v6h

cosf = mih = U sind erlaubte Winkel

VIl+Dh  JiT+1)

Quantitatives Modell (Bohrsches Atommodell)
Bomnrsches Postulat:

21r = n
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Bohrsche Bahnen

(wird verschmiert)

de Broglie wird benutzt

Abbildung VI.18: BOHRsches Atommodell

(Kreisumfang = Vielfaches der DE BROGLIE-Wellenldnge \)

h
o = n\ =
p

nh
L = ’[“p = ﬁ =
Bohrsche Bed.

L=+Il(l+1)h Schroedingergleichung

n Hauptquantenzahl gefunden (bei BOHR kommt nur n vor)

nh Ursprung der Def. i (2h = h)
i

1. Ergebnis unseres Modells

n2h?
L:mm’:nhévz:ﬁ
m2r

2. Ergebnis: Krdiftegleichgewicht und ,,Bahnradien“

mu? Ze? 5  Ze?

= = mv’ =
T 4megr? dmegr

v? einsetzen

h2

2
— . n
Ze?m

r = 4meg -

rp o< n? Bohrscher Radius (mittlerer Abstand der Elektronen vom Ursprung)

Z =1,n =1 (Grundzustand des H—Atoms)

2
r1 = 4meg - —  Kombination von 3 Naturkonstanten
me
r1=0.529-1071%m =0,5A  klassischer“Elektronenradius, nicht der Radius des Elektrons

gibt Groflenordnung fiir Atome an
3. Ergebnis: Energien im BOHRschen Atommodell

1 Ze? 1 Ze?
E = Fyin + F :—mUQ_ = —_
ges m pot 2 dmegr 2 4megr
——
1_2Ze2
2 dmeqr

r einsetzen
Z2%e*mc? 1
32m2e3h2c? n?

—_———
RYDBERG—K.

Eges =



84 KAPITEL VI. QUANTENMECHANIK, SCHRODINGERGLEICHUNG

a= 4dmeghc

a SOMMERFELD-Konstante (Kombination von 3 Naturkonstanten)

Wenn 47eglfic = 1 gesetzt wird = |a = é€?

« definiert die Stérke der elektromagnetischen Kraft

Energie der Elektroneniiberginge
mit der Emission von Photonen (UV, sichtbar, IR)

1 1
AE = Enz - Eﬂl =—13.61 [eV] |:2 - 2:|
ny o n
AE : Photonenenergie
E,,, E,, : Hauptquantenzahl n der Niveaus
BALMER-Serie: n1 =2 «— ny = 3,4,5,... (1895)
LyMAN-Serie: ny =1 «— no =2,3,...

Leiter =0 =1 =2 =3
A s—Zustande p—Zustande d-Zustande f~Zustande
n =
n=3
‘/Al =+1

n=2

Auswahlregel

Al =+1
n=1

Abbildung VI.19: Ubergiinge zwischen den Energieniveaus

Photon hat Drehimpuls: |L| = 14
[ =0 (kein Bahndrehimpuls): Bahn oszilliert

Der Elektronenspin

e wird in die SCHRODINGER-Gleichung willkiirlich eingefiigt

e in DIRAC-Gleichung erscheint der Spin automatisch
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e Spin relativistischen Ursprungs
Bahndrehimpuls:
IL|=1(l+1)-h  L,=m-h
Eigendrehimpuls (Spin)

IS|=+v/s(s+1)-h S.=ms-h
1

Experiment zeigt, dass Spinquantenzahl s = 5

1
(2s + 1)—Einst. ms = ii

0
Mit Spin
¥ 4 Quantenzahlen fiir das Elektron im H—Atom:
Lo n,l,m;, my

Abbildung VI.20: Gequantelte Richtungen des Elektronen-Drehimpulses

= halbzahliger Spin (Fermionen)

Fermionen: halbzahliger Spin
1

s=15 IS|=/s(s+1)-h

gehorchen dem PAULI-Prinzip
Bosonen: ganzzahliger Spin

s=0,1,2,...
PAULI-Prinzip: Fermionen diirfen nicht in allen Quantenzahlen {ibereinstimmen

ohne PAULI-Prinzip séflen alle Elektronen im Grundzustand
(n=1,1=0,m =0,ms=+3)

Einfluss des Spins des Elektrons auf das Niveauschema des H—Atoms
BIOT-SAVARTsches Gesetz (B-Feld eines stromdurchflossenen Leiters; Abb. VI.21)
j{] dl=e-v (Erinnerung: I -1 = ¢ - v; Ladung q)

- UXT - L
B = poe - —, L=m- -7Xu
47r

85
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D _ po . 7. f dIx?
B_47'r I f

r3
Abbildung VI.21: BioT-SAvARTsches—Gesetz; klassische Elektrodynamik

g=1t° r
47r3me

H-Atom (klassisch: rotierendes Elektron, hat Bahn-Drehimpuls E, erzeugt Bp = toc . [ )

A7r3me

Der Spin des Elektrons (m, = £1) orientiert sich (richtet sich aus) beziiglich des B-Feldes, das von dem
eigenen Bahndrehimpuls erzeugt wird.

= Parallele (my = +3) und antiparallele (m, = —1) Orientierung beziiglich L.

Niveauschema des H-Atoms: nLj; j=1+3%;  (Abb. VL22)

l=0 =1 =2
Hyperfeinstruktur j=1+3
21 cm—Linie (Kosmos) 3d% [: Bahn
3ps 3ds $: Spin
n=3 35% 3p%
s:1=0
T 2ps p:l=1
n=2 25% Qp% d: 1 =2
QED

S1
Y

Protonenspin 1
addiert zu oder

subtrahiert von e-Spin

Entartung wird teilweise aufgehoben (Entartung beziiglich konstanten j); Ergebnis der
DirAc-Gleichung (relativistisch korrekt), e-Spin erscheint automatisch; Effekt der
Spin-Bahn-Kopplung (es liegt kein dufleres B-Feld vor!)

Abbildung VI.22: Niveauschema des H—Atoms

J=L+8  [=iG+1)h
2j + 1 Einstellungen sind moglich
i=% = 2j+1=2

Feinstruktur der Spektrallinien (Aufspaltung relativ klein gegeniiber dem nichsthéheren n)



VI.5. WASSERSTOFFATOM UND AUFBAU DES PERIODISCHEN SYSTEMS

Nomenklatur der Energie—Niveaus
H(S,P,D,...)j

n: Hauptquantenzahl;
S, P, D, ...: charakterisieren die Bahndrehimpuls-Quantenzahl;
j: Gesamtdrehimpuls-Quantenzahl (Bahn + Spin); j =1+ %

Bei Mehrelektronensystemen:
§5=Y5. L[=N"L. J=5+L

-

EE A o

VI.5.3 Periodensystem (Aufbau der Elemente)

Mehrelektronensysteme (Z), Z: Ordnungszahl

Z%¢*m. 1 27

Energieabschiitzung: En = _327{'275(2)77,2 . ﬁ 0.8 ﬁ

2
. . . € - _. -
Wechselwirkungsenergie zwischen Elektronen: E E —, |ryl=1m—7;
T
>3 ]

3 Bausteine: Elektronen , Protonen, Neutronen
—_—

Hiille Korn

Fermionen s = %

PAULI-Prinzip (gilt nur fiir Fermionen, halbzahliger Spin):

87

Jeder Energiezustand kann nur durch maximal 2 Elektronen besetzt werden (mgs = :I:%) »opin auf“, | Spin

ab* — Zusténde (,,spin up®, ,spin down*)

Andere Formulierung: Jedes Fermion muss sich in mindestens einer Quantenzahl von den anderen unter-

scheiden.

H-Atom: 4 Quantenzahlen n,l,m;, mg = :I:%

Ohne PAULI-Prinzip gébe es nur ,1 Element®. In diesem Falle wire die Tonisationsenergie

E ~13,62%eV

(CouLoMB-Abstofung der e~ nicht beriicksichtigt)

Abschitzung: ~ 10 eV entsprechen 10° Kelvin (E = kT, k = 8,62 - 10° £/: BoLTZMANN-Konstante)

Es wiirde kein Leben geben bei solchen Temperaturen.

Vorbemerkung:

Frage: Wie viele e~ kommen zur Quantenzahl n vor?

n—1
2-) (20 +1) = 2n Elektronen
=0

my
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Diskutieren Aufbau der Elemente

1) H-Atom
Nomenklatur:
n25+1 L,

n: Hauptquantenzahl; 25+ 1: Spin des Elektrons %; L: Bahndrehimpuls des Elektrons (I = 0,1,2,...);
J: Gesamtdrehimpuls des Elektrons J = L =+ 3
S = 3; 25+ 1 = 2: Multiplizitit
2) He-Atom: Z =2, 2e~

1s-Orbital fiir 2e7: (1s)? |1
Spin der 2 Elektronen:

1M1S=1= 25+1=3 (Triplett)

118=0 = 254+1=1 (Singulett)
Antiparallele Spins der e™: 1| 115, (Grundzustand des He)

Parallele Spins: 17 138; (1. angeregter Zustand des He) existiert nicht,

weil alle Quantenzahlen der 2 Elektronen

iibereinstimmen wiirden
(n=1,1=0, m =0, ms = —i—%), Folge des PAULI-Prinzip
3) Li-Atom (Z = 3)
(1s)3 verboten
Grundzustand (1s)?(2s)! ((2s)!: Valenzelektron, schwach gebunden)
Li — Lit +e~ = hohe chemische Reaktivitit
(2s)' =228 1
4) Kohlenstoff (Z = 6)
Konfiguration:
(15)* (25)* (2p)°
——"
23 P,

Elektronenspin parallel (Abb. VI.23)

] l
_ J=0
25 +1=3 T
——
P-Zustand

Abbildung VI1.23: paralleler Elektronenspin beim C—Atom

Die Natur bevorzugt eine andere Konfiguration:

|
_le_

sp3~Hybridisierung (4e~); 4e~ energetisch gleichberechtigt.
Basis allen Lebens (organische Chemie)

Schalenstruktur wird fiir hohere Z komplizierter, fiihrt auf die bekannten Elemente mit ihren spezifischen
chemischen Eigenschaften.

Hochzahl in (1s)? ist keine Potenz, sondern gibt die Zahl der e~ in diesem Niveau an.



Kapitel VII

Banderstruktur des Festkorpers

VII.1 Bindungstypen

Kristalle bestehen aus einem weitgehend regelméfigen Gitter (z.B. kubisch, kubisch—flachenzentrisch etc.)

@ o
L St
( ¥ :
b
o e

. ............. ‘,’

Abbildung VII.1: Kristall (kubisch—flichenzentriert)

Frage: Was hélt (bindet) die Kristalle zusammen? (Kristalle sind neutral)

Antwort: elektromagnetische Krifte; Anziehungskraft zwischen e~—Hiillen und den positiven Kernen.

Verschiedene Typen: (= Chemie, Atome — Molekiil)
hier: Bindung von Atomen (Molekiilen) zu Festkorpern (Kristalle)

a) Ionische Bindung (zwischen geladenen Ionen, Abb. VIL.2), z.B. NaCl — Nat + Cl™

®O O
© O

Abbildung VII.2: Tonische Bindung (NaCl-Kristall)

Ionen sind geladen; Tonenkristalle sind schlechte elektrische und Wirmeleiter (in Losung (H2O) =
Elektrolyse; Nat + H>O = Hydratisierung)

b) kovalente Bindung, z.B. Diamant

Elektronenwellenfunktionen iiberlappen sich, d.h. Elektronen gehoren zu mehreren Kernen; Prototyp:
H, (Abb. VIL3)

89
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Hp

Abbildung VII.3: kovalente Bindung beim Hy—Molekiil

keine freien Elektronen (keine freie Ladungstriiger)
Abbildung VII.4: Tetraeder beim C-Atom (Diamant)

Beim Kohlenstoff: Diamant, Graphit, Fullerene: Cgg, C7g
——

Fufibille
Diamant: schlechter elektrischer Leiter
Graphit: relativ guter elektrischer Leiter (die Bindung ist schwach zwischen den Atom—Ebenen)

Metallische Bindung, z.B. bei Metallen (Cu, Au, Ag, Na,...)

Valenzelektronen (oberste Elektronen im héchsten Energieniveau werden leicht abgegeben; Li — LiT+
e”, e~ schwach gebunden)

Abbildung VIL5: Metallische Bindung (Na™)

gute Leiter, quasifreie Elektronen (Abb. VIL5)

VAN-DER-WAALS-Kristalle, z.B. neutrale Atome, organische Verbindungen, Benzol (Abb. VIL.6)
Dipol-Dipol-Wechselwirkung, Bindungen sehr schwach (niedrige Schmelzpunkte)

H,0: H-Briickenbindung (Abb. VIL.7) bestimmt die spezifischen Eigenschaften des Wassers (= Le-
ben!)

VIL.2 Periodisches Potential (qualitativ)

2 Atome:

62 62 2

V(ri,ra,7) = + AbstofSung der e~

dmegry  4dmegre  4Amegr
N—_—— ——

Kern-e ™ Abstoflung
der Ionen

qualitative Diskussion.:
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Abbildung VII.6: VAN-DER-WAALS—Krifte beim Benzol

Abbildung VII.7: Wasser mit Dipolmoment

Lot Absenkung
Potentialmulde  (Abstofung der e™)

2 Atome Atomriimpfe N Atome
(~ le~ abgegeben)

periodisches Potential in 3 Dimensionen

Abbildung VIIL.8: Periodisches Potential

91
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\ ﬁes’ckérper
E

3

e

Ey

Atomrimpfe

Abbildung VIIL.9: Periodische Potentiale und Tunneleffekt

Elektronen mit Ey: nicht frei, geringe (weil zu breiter Berg) Wahrscheinlichkeit des Tunnelns;
lokalisierte Elektronen (Wellenfunktion wie bei einzelnen Atomen)

Elektronen mit Fy: hohere Tunnelwahrscheinlichkeit, weniger lokalisiert
(gehoren mehreren Atomen an)

Elektronen mit E5: freie Elektronen gehoren dem Festkorper (Kristall) an; sie bestimmen
die Eigenschaften des Kristalls, (elektrische Eigenschaften, Wirmeleitfihigkeit,
Schmelzpunkt, Siedepunkt, Kristallstruktur, etc.; Valenzelektronen)

Erinnerung: Gekoppelte Pendel (Abb. VII.10)

7

k‘l k kl
% 00000 8 TO0000
Kopplung

Z

Abbildung VII.10: 2 Pendel (Federn): 2 Fundamentalschwingungen

2k
wi = {/wi + o =+ wy (gekoppelt)

[k
wo =1/ = (nicht gekoppelt)
m

Im dreidimensionalen Fall: 3N Frequenzen; (N ist im Falle des Festkirpers ~ N ~ 6 - 1023 Nﬁ)
Die Niveaus liegen sehr dicht.
Aus VI.4 bekannt:
m2h?
" omL2

: (ni + nz + ”5), L : Lénge des Topfes (Kristall)
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_— W1
4 wo Aufspaltung der Frequenzen

Wo

Abbildung VII.11: Aufspaltung der Frequenzen bei N Pendel = N Frequenzen

a Gleichgewichtsabstand

»

Abbildung VII.12: n-fache Aufspaltung der Frequenzen bei n Atomen

Genauer: Aus Atomzustinden werden dichtliegende Bdnder.

PAULI-Prinzip: Fermionen (Spin %h) = Elektronen diirfen nicht in allen Quantenzahlen iibereinstimmen.

In einem Festkérper (unendlich tiefes Potential) kann jedes Niveau nur zwei Elektronen aufnehmen (Spin
up und Spin down)

Die Binder enthalten N Niveaus. Letztlich miissen diese Niveaus mit Elektronen der Reihe nach aufgefiillt
werden.

12 E,
11 5,

9Ly

6 )y

3 Eo

links: kleiner Topf (a klein), gut getrennte Niveaus
rechts: a = L grof}; sehr dicht liegende Zustéinde (a makroskopisch)

Abbildung VII.13: unendlich tiefer Potentialtopf und Energiebdnder

Das letzte mit e~ gefiillte Band heifit Valenzband. (Vgl. Abb. VII.14

Diese energetisch hochsten Bénder bestimmen die Eigenschaften der Festkorper. (insbesondere die Lei-
tungseigenschaften)

Isolatoren, Halbleiter (Si, Ge, GaAs), Leiter (Metalle)
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Energie
A

,Freie Elektronen*
bei angelegtem elektrischen Feld E
F = qE_" = Leitungsband

Leitungselektronen

letztes gefiilltes (mit e~) Valenzband

Abbildung VII.14: Valenzband (Leitungsband) bei angelegtem elektrischen Feld

VII.3 Modell freier Elektronen im Festkorper

Ein einfaches Modell ohne Beriicksichtigung des Gitters (regelmiflig angeordnete Atomriimpfe; Abb.

VIL15).
N e/
W/\ AT

Abbildung VII.15: (zunéchst vernachléssigte) Periodizitét im Gitter

Elektronen: ebene Wellen v () = oikT

. . . ~2 hQEQ
p=hE = Bk = ="

2
[$p()]" =1

Die Elektronen sind im Festkorper eingesperrt: unendlich tiefes Potential
Yp(0) = ¥p(L) =0 L : Linge des Kristalls (eindimensional)

ky-L=mng, -7 (vgl. Abschnitt TV .4)
L =N -a; N Atome im Abstand a (lineare Kette), n, =1,2,..., N (N Atome spalten N-fach auf)
N sehr grof§ (L, ~ 6-10%3 Alome)

k. praktisch kontinuierlich

Ng * T

k, =
N -a

sind die erlaubten k,—Werte

. ™
Wenn n, = N ist | k™ = —
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2 (k)
i
Abbildung VIL.16: E (E)fFunktion bei vernachléssigter Periodizitat
Das Band ist mit k'®* geftillt = Bandgrenze
Ergebnis des Modells ,freier® Elektronen:
1) Bénder existieren, werden aufgefiillt n,,ny,n, = 1,..., N. Jede Quantenzahl wird mit 2 Elektronen

besetzt (T Spin auf, | Spin ab der Elektronen; PAULI-Prinzip)

2) Es gibt keine Bandliicken (Eigenschaft dieses einfachen Modells)

Frage: Wie viele Elektronen sind in einem Band von ng,n,,n, = 1 bis Enax (N) vorhanden?

_ ﬂ _ Zahl der Zusténde
~ dE  inf. Energieintervall

9(E) (vgl. Abb. VIL.13)

4% Niveaudichte ausrechnen:

N
i=n, |, n*=n2+ nz +n?  (abstrakter 7i-Raum)
n,
1 Oktand enthilt N(E,) = % -3 - m-n?
Abbildung VII.17: Abstrakter n-Raum
2h2
E, = ;Tma2 -(n2 + ”Z +n?) (vgl. IV.4)
—_————
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3
1 2ma? 2
N(E,) = 5 ™ (ma . En> V =a® (Wiirfel der Seitenlinge a)

N _ V3
dE ~ 6m2h3 2

g(E):%oc\/E

AN
dFE

AdN

»
»

—> Ey E
dE Energie der e~

Bis Ey wird das Band aufgefiillt.

Abbildung VII.18: Besetzungsfunktion

Faktor 2 noch ist noch anzubringen (wegen T, |):

dN Vv

3
i~ e (2 VE

Gesamtzahl der Elektronen pro Volumen:

Ey

”:/g@dE:T'W'EOZ
0

B Teilchen Teilchen

n =

cm3 Volumen

Wenn das Band nicht voll gefiillt ist (Leitungsband) = oberster Energiezustand, der noch besetzt ist =
FERMI-Energie, FERMI-Kante

Wie grofi ist die FERMI-Energie Er (hichster besetzter Energiezustand in einem nicht vollgefiillten
Band)?

Zahl der Elekt
Eo=FEr, n=mng: Konzentration = alll der miextronen

Volumen
ng: Konzentration bei 0 K (absoluter Nullpunkt)
hz 2 2 h2k2

EF:%'(STLOTF):; (E: Qm)
kp = (37%n0)5  FERMI-Impuls

hkrp R 9 1% C
vp = — = — - (37r no) FErMI-Geschwindigkeit an der FERMI-Kante

m m

Er
Tr = T k : BoLzMmMANN-Konstante

Das Modell liefert zusétzlich eine Abschitzung fiir Er = f(ng)
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VII.4 Elektronenbewegung in einem periodischen Potential

Das Gitter ist periodisch.

Die Wellenfunktion wird abgeéndert: (freie Elektronen: ¢z (7) = eik™

Ul = u(r) - ¢
(wir modulieren die ebene Welle mit der Periodizitéit des Gitters)

1-dimensional:

¥(z) = u(z) - ™

u(z + a) = u(z)
u(z + ma) = u(x), m=0,%£1,4+2,..., a: Atomabstand
= hk ist nur ein mittlerer Impuls.

h2k?
2m

E(k) #

(ist nur kin. Energie ohne Epqy ~ % zw. Rumpf und Elektronen)

Wir wissen, dass es Bandliicken gibt.
Frage: Was passiert an den Bandgrenzen?

Antwort: An den Bandgrenzen gibt es keine fortschreitenden Wellen mehr, sondern es bilden sich stehende
Wellen aus (Bewegung der Elektronen unméglich)

Ursache: BRAGGsche Reflektion
RONTGEN-Beugung (vgl. IV.4.5 und Abbildung IV.55)
2asinf = n - A fiir Verstidrkung (Reflexe); konstruktive Interferenz

Ubertragung auf Elektronenwellen:

Elektronen fallen senkrecht auf die Netzebenen fallen (0 = 7):

2 .
= 2=n-\ A= |g, =27
ko a

A4S

M) M) D)
p\— A\ \\— A\ p\—

reflektierte [Welle
7<)
NG I
einfallende Welle

Abbildung VII.19: Reflexion von Elektronenwellen an der Grenzfliache

Der Gangunterschied zwischen 11’ und 22’: 2a
= Phasendifferenz zwischen 11’ und 22": 2ak,
maximale Verstarkung (konstruktive Interferenz): 2k,a = 2mn
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ky = < Werte der Bandgrenzen (n numeriert die Bénder)

Fiir diese Werte fiir k, gibt es Totalreflexion (BRAGG-Reflexion) = stehende Welle (keine fortschreitende
Welle)

BracaGsche Totalreflexion ist die Ursache fiir die Entstehung der Bandliicken (keine freie Ausbreitung
der Elektronen).

Geschwindigkeit der Elektronen in den Béndern:

Gruppengeschwindigkeit:

vg—j—:, E=hw
1 dER)
=g gk o E=ER

An der Bandgrenze gibt es keine fortschreitende Wellenausbreitung mehr:

dE
vy =0 e 0 (Steigung der E(k)-Funktion ist null)
= Die Tangente an die E(k)-Funktion ist horizontall
Die Parabel E(k) = h;—ff wird modifiziert durch diese horizontalen Tangenten an den Bandgrenzen

k = =%, so, dass diese Liicken® entstehen, d.h. Energien, die die Elektronen nicht annehmen kénnen.

VII.4.1 Quantitatives Modell des Festkorpers

periodisches Potential, Beriicksichtigung des Gitters (KRONIG-PENNEY—Potential) = Bandliicken

Vi(z), a—d 4
b/
<+—>
©) @ O @)
Vo Mulde Mulde
) a o Y >
() ()

a: Periode des Gitters (Atomabstand)

Abbildung VII.20: periodisches Potential

SCHRODINGER-Gleichung + Periodizitéit des Gitters

= transzendente Gleichung:

Q2_K2

0K sinh Qb sin Ka’ + cosh Q' cos Ka' = cos k(a' + V')

Gebiet 1: E = K2 o 2

2m

Gebiet 2: Q% = 22 . (V) — E)
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Vo

Abbildung VII.21: Potentialberg zwischen den Atomen

(@) = un(@) - ¢ (o + a)un(a)

Grenziibergang b’ = 0, Vo = oo; b’'Vy = const. = P
Potential: 6—Mulden

Nach dem Grenziibergang:

oo -sin Ka' + cos Ka' = coska’
a

reelle Losungen: | coska’| <1

VII.5 Leiter, Isolatoren, Halbleiter

Die Existenz der Bdinder ist bedingt durch die Kopplung von N Atomen (Idee der gekoppelten Pendel;
Elektronen mit héchster Energie gehoren dem Kristall als Ganzem)

Die Liicken zwischen den Bindern beruhen auf dem streng periodischen Gitter (Atomriimpfe positiv).
Das Valenzband ist das hochste vollbesetzte Band
Leitungsband = Eigenschaften des Kristall

Klassifizierung tiber die elektrische Leitfdhigkeit

z A

. I __ Stromstirke. 1 l. 1 EORoTe .
J=ZzZ= = Flache R = o A’ g = s Leltf&hlgkelt

Abbildung VII.22: Modell eines Leiters

Isolatoren: extrem schlechte Leiter (Diamant, Quarz, NaCl); kovalente Bindungen, Ionenfestkorper

Leiter: extrem hohe Leitfihigkeit (Metalle, Graphit, Na — Na™ + e7); ocn ~ 10%° - 0quars
o =0(T) |, T Temperatur; i.a. Abnahme mit steigender Temperatur

Halbleiter: ultrareines Silizium (1 Fremdatom / 10 Si): sehr geringe Eigenleitfihigkeit (praktisch
Isolator), aber auch geringe Fremdleitung; o = o(T") 1

Erkldrung durch das Béandermodell.

Lengl.: ,,gap“; anderer Ausdruck: ,verbotene Zone“
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Energie
4 Prinzipielles
Energieschema
(Natrium)
3s
I Leitungsband
2p
2s Valenzband
Liicke
1s
Leitungsband
halb besetzt

Abbildung VII.23: Prinzipielles Energieschema eines Leiters (Natrium)

Bei angelegter Spannung fliet instantan Strom, weil die Elektronen freie Plitze im 3s-Band vorfinden
(ohne eine Liicke iiberspringen zu miissen)

EL,=q-U=q-E-I q: Ladung; E: E-Feld

Die 3s—Elektronen sind frei beweglich = hervorragende Leitfihigkeit = metallische Leitung

Magnesium folgt auf Na = 3s ist voll besetzt
= Liicke zum 3p—Niveau (Mg wire Isolator)
Wegen Uberlappung mit 3p ist Magnesium ein guter Leiter-

Prinzipielles Energieschema eines Isolators: (Abb. VIL.24)

[Energie

leer Leitungsband, leer

I Bandliicke
Valenzband, voll besetzt

»
»

keine thermische Anregung bei 300 K (kT ~ 0,025 eV)

Abbildung VII.24: Béander eines Isolators

Der Diamant (C) ist ein Isolator, seine Homologen Silizium und Germanium hingegen typische Halbleiter

sp>~Hybridisierung; Breite der Liicken:
C: 5,33eV grofle Liicken = Isolator

Si: 1,14eV

Halbleiter (relativ kleine Liicke)
Ge: 0,67eV
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Stabile Bindungen sp® mit verschiedenen Liicken.

Prinzipielles Energieschema eines Halbleiters:

JEnergie
o Leitungsband, leer
o
. - rel. kleiner 3
Storstellen _— i Abstand zum L]“l(‘l{(\ rel' kleln
(Fremdatome, — Leitungsband (N 1 eV)
Verunreinigungen)
A7 Valenzband, voll besetzt

Abbildung VII.25: Energieschema eines Halbleiters
1) Figenleitung: Anregung von Elektronen aus V ins L (Hinterlassung eines Lochs im V'); thermische
Anregung allerdings gering bei 300 K

2) Fremdleitung: Storstellen, imperfekter Kristall, Fremdatome bilden kein Atomgitter aus, zeigen cha-
rakteristische Zusténde.

o~eT 1 exp.mit T

Storende Leitung: stochastisches Rauschen, storende Signale
Dramatischer Effekt beim Germanium, weil die Liicke zu klein ist (= fliissiger Sticksoff notwendig)

Wohldefinierte Leitfihigkeit gewiinscht: Material mit wohlbekannter und stabiler Leitfdhigkeit. Halbleiter:
Si, GaAs, Ge ...

Gezielte Dotierung mit Fremdatomen (einstellbare Leitfihigkeit)

a) Einbau von Donatoren (Elektronen—Spender), z.B. der 5. Gruppe des Periodensystems: P, As, Sb
werden in das Silizium-Gitter (5-wertig) = n—Leiter (n negative Ladungstriger) (vgl. Abb. VII.26)

N
S 5. Elektron des As , quasifrei®
el N
SUSias
“SIISi: :
© | @
; Elektronen ‘5‘
Excitonen

Abbildung VII.26: Si + As (n-dotierter Halbleiter)

b) Einbau von Elektronen—Akzeptoren, z.B. Elemente der 3. Gruppe des Periodensystems: B, In, Al, Ga
(Abb. VIL.27) Alternativen: GaAs, GaP: III-V-Verbindungen; Mg, S: II-VI-Verbindungen
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. Locherleitung
SiSiz - nach links
Loch quasipositive
© ® Ladungstrager
4—
Lacher Defektelektronenleitung
p—Leitung
Abbildung VII.27: Si + B (p—dotierter Halbleiter)
JLnergie
Fermienergie
/ Fermikante charakterisiert oberstes besetztes Niveau

Leitungsband, leer

SEYSTe %% % = % = = =+ Donatorenniveaus, diskret (kein Band weil viel zu selten)

Valenzband, voll

Es bedarf geringer Energie, um Elektronen aus den Donatoren-Niveaus ins Leitungsband zu heben.

Abbildung VII.28: Niveauschema eines n—Leiters

JEnergie
GEY e o ~Fermikante

klein 0,
%//y/{/ Valenzband

Akzeptorenniveaus nehmen begierig Elektronen auf aus dem Valenzband. Es bedarf geringer Energie,
um Akzeptorenniveaus zu besetzen

Abbildung VII.29: Niveauschema eines p—Leiters
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Niveauschemata: (Abb. VIL.28 und VII.29)

Anwendungen: Dioden (Schaltelement); n-p-Kontakte, Gleichrichtung, Generatoren, Transistoren, Solar-
zellen = Elektronik

n-p—Schicht (n-p—Kontakt): Abbildung VIL.30

p n
- - = — |+ + + + Leitungsband
— E
S R Fermikante ~*
E o o o -6 -6 Fermikante Lécher
P 2 0 o ) )
Valenzband
Grenzschicht
negative Raumladung Substrat: positive Raumladung
rechts der Grenzschicht

Diffusionspotential V'
(ohne duBere Spannung)

Abbildung VII.30: n-p—Kontaktfliche

VII.6 Elementare Schaltelemente

Wir betrachten den p-n-Ubergang
Anfangszustand: Abb. VII.31

! L (leer)
E+ o o o -eo FermiE.
@ 4E—Elektronen
——» Locher
Ep. S & o o %:
Fermi-E. |
: V (voll)
p—Leiter n—Leiter

FErRMI-Energie gibt die Energie der hochsten noch besetzten Zusténde an.

Abbildung VIIL.31: Anfangszustand beim p-n-Ubergang

Endzustand (nach der Diffusion): Abb. VII.32

Vo entsteht ausschlieflich durch Diffusion der Ladungstriager (Rekombination von Elektronen aus dem
n—Material mit Lochern des p—Materials)

= Raumladungszone an der Grenzfliche (ladungstriigerfreie Zone)
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aslbnergie
Energie=Ladung-Spannung

A Leitungsband

NGtV @ Unterkante des Leitungsbandes
77777777777777777777777777777777 Ep

\ Oberkante des Valenzbandes

Raumladungszone

Abbildung VII.32: Endzustand beim p-n-Ubergang, Verbiegen der Bénder

Vo heilt Diffusionsspannung ohne duflere Spannung
Vo~ E-x9; E~10"Y Vy~1eV, z9~10""m

Anlegen der dufSeren Spannung V', die FERMI-Kanten gleichen sich an:

Fall 1:
P n
OV, -V
e v L
@ «— ©
x V
Elektronen flieen zum @—Pol, die Lécher zum ©-Pol. Die Raumladungszone wird verkleinert
Man nennt dies die Durchlassrichtung der np—Schicht (= guter Leiter)
Fall 2:
P n
A W4V
Locher
<—
v L
Q| 2o «——"7 @
E——
Elektronen
v
Die Raumladungszone wird vergroflert (gesamte n-p—Schicht kann zur ladungstrigerfreien Zone
werden im Falle sehr starker Dotierung)
Funktionen:

1) Gleichrichter (von Wechselstrom), siehe Abb. VII.33

2) Schalter (Diode)
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Abbildung VII.33: Effekt eines Gleichrichter

Beispiele fiir Anwendungen von Dioden:

e ZENER-Diode (héchstdotiert: Fp liegt im Leitungsband der n—Schicht; siehe Abb. VII.34 und

VIIL.35)
p
Vv tunnelnde e~
O |y elnde |
Untergrenze L
n
Abbildung VII.34: ZENER-Diode
I,(Strom) ;
VZener = VZ ’’’’’’ -~
——— T 0 % (Spannung)
r V' > 0 Durchlassrichtung
V' < 0 Sperrrichtung

Abbildung VII.35: Kennlinie einer ZENER—Diode

Funktion: Spannungsstabilisierung beim ZENER-Durchbruch, in Sperrichtung betrieben.
Die Elektronen aus dem Valenzband flielen zum &—Pol

o Tunneldiode: (schneller Schalter, in Durchlassrichtung betrieben)
Starker Stromanstieg mit wachsender Spannung, weil wegen der hohen Dotierung die Elektronen
aus dem Leitungsband (Donatoren) zum @-Pol laufen. (Phase 1)
In der Phase 2 ist das Leitungsband entleert, der Elektronenstrom geht zuriick: Fallende Kennlinie,
R ist negativ
Onwmsche Verluste (R > 0) bedeuten Ddmpfung von Schwingungen.

Funktion: Entddmpfung von Schwingungen (R < 0)
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U

Abbildung VII.36: Kennlinie einer Tunneldiode

In der Phase 3: normale Diodenkennlinie

e Solarzelle: np—Schicht; aufgrund der Diffusionsspannung V werden Elektronen-Loch—Paare (vom
Licht erzeugt, Photoeffekt) in Bewegung versetzt

= Strom

e Lichtdioden: Durchlassrichtung; Rekombination von Elektronen und Lochern ist erwiinscht

= Erzeugung von Licht

GaP (III-V-Verbindungen) Galliumphosphid: griines Licht

Transistoren

a) Grenzschichttransistor

p

2 Gleichrichter—Dioden

n

i
Grenzschicht (p-leitend) sehr diinn

p

n

p

V (obere Grenze)

ohne Spannung
Diffusionsspannung

Ersatzschaltbild: Abb. VII.38

Abbildung VII.37: npn—Transistor
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Durchlass  Sperrrichtung

s Re Y Y

R¢ : Ersatzwiderstand fiir

e > I, die Grenzschicht EB
G e
O @
Emitter |Basis Kollektor
E B K
Vs 1 Signalspannung AL
y y
1 1
Ve Ve

Abbildung VII.38: Ersatzschaltbild der Basisschaltung

Transistor—Effekt: Die Elektronen tunneln durch die extrem diinne Basisschicht.

Die Elektronen des Emitters (Aussender) wandern zum Kollektor

I
I, ~ I, meist — = 0,98

(&

=«

Iy=1. -1, (KIRCHHOFFsche Verzweigung)
I
I—’: =1-a~0,02
Wechselstrom:
Al A
° =aq, Al = Vo (R¢: Signalinderung im Emitterkreis)
Al Rg

Ausgangsspannung im Kollektorkreis

AV,
AVL:RL-AICZRL-AIE-OZZRL'R e’
G

AV, R
L— .| 2L Spannungsverstirkung, wenn Ry, > Rg («
AV R¢

~ 1)

Funktion: Impedanz— (Widerstands—) Wandler (aus kleinem Eingangswiderstand Rg wird groflerer
Ausgangswiderstand Ry,)

b) Stromverstirkung (Emitterschaltung)

Abbildung VII.39: Stromverstirkung bei der Emitterschaltung
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ﬁ_%_a-AIe_ a-Al, a- Al o

AL~ A, AL-AL AL-a AL 1-a™

Stomverstirkung: Al. ~ 50 - Al (bei relativ kleinen Anderungen AT, groe Anderungen fiir AT,)

Ry
I(:
I
< n p n
I
Signalquelle

Rg

Abbildung VII.40: Emitterschaltung

= Schalterfunktion
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Laser

LASER = light amplification of stimulated emission of radiation
MASER = microwave amplification of stimulated emission of radiation

1954: MASER = means of attaining support for expensive research’

VIII.1 Eigenschaften des Lasers

(hiingen vom speziellen Lasertyp ab)

a) hohe riumliche Auflosung (Biindelung); hohe zeitliche Auflssung (Kurzzeitlaser)

A=0,1pm ...3mm
—— SN~
uv IR

15 Oktaven: 380107[};;“ ~ 30000 =2 25 bis in den Rontgen-Bereich

Leistungen: 1 uW ...1 TW
Dimensionen: 1 mm (Halbleiterlaser) ...100 m (Fusionslaser)

Biindelung ist begrenzt durch die Beugung.
b) Hohe Monochromasie

A)\
—— <10
3 0

= Frequenznormale, Zeitnormale

GW _ TW __ | Leistung
» = 1040 = | Fhae
cm m

c) Hohe Intensititen cw (kontinuierlich): 1 Fche

= |E| ~ 100 MY (elektrisches Feld)

gepulste Laser: kurzzeitige Intensititen = 109 X, = |E| ~ 60 &v

= hoher Photonenfluss

Energiedichte:
dE _1 ey |E|2 g Lei?tung 1 Zneit
av 2 Flédche ¢ | Lange

_ Energie 1 | Zeit Energie
N Zeit - Fliache| ¢ [Lénge| | Volumen

1Vorsicht, Witz!

109
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Beispiel: 1 = 1S |E| = 87 MV

Photonenfluss: ®

Zahl der Photonen] [Zahl der Photonen} [Léinge}
— - C

Fléache - Zeit Volumen Zeit

Photonendichten: n [W]

I=®-FE,, E,=3,3-10"1%J, Energie der Photonen; A\ = 0,6 ym; E, = hv = % [c= AV

- Photonen _ % 10%7 Photonen
2 ’ =0 3
cm? - sec c cm

& =3-102

d) Ultrakurze Impulse
Pulsdauer At < 10fs = 1071°sec (Abb. VIIL.1

L]

Abbildung VIII.1: Spikes (Ultrakurze Impulse)

Pulslinge Al = ¢ - At = 3 um, wenn At = 1071° sec
A =0,6 um = 5 Wellenléingen (Abb. VIIL.2)

Ve

Abbildung VIIIL.2: Ultrakurzer Wellenzug (5 Wellenléngen)

e) Kohirenz des Laserlichtes (alle Photonen sind in fester Phasenbeziehung)

VIIL.2 Hohlraumstrahlung

fithrt auf das PLANCKsches Strahlungsgesetz. (E, = h - v)

Heifle Korper senden aufgrund ihrer fest vorgegebenen Temperatur T elektromagnetische (Wérme-) Strah-
lung aus. (Glut im Ofen dndert ihre Farbe von rot nach weiss, wenn die Temperatur steigt.)

Gesucht: Spektrale Intensitdtsverteilung der Temperaturstrahlung. (Strahlung des schwarzen Koérpers)

Realisierung: Im Hohlraum soll sich die emittierte Strahlung im Gleichgewicht mit der Temperatur des
Hohlraums befinden. (Es soll genauso viel emittiert wie absorbiert werden.)

Strahlungsenergie im Frequenzbereich von v bis v + dv
u(v,T) dv = dv
—— Volumen
Energie-
dichte

u(v,T) = (&) - D(v)

D(v): Zahl der Moden
(€): mittlere Energie aller Photonen in einer Mode pro Frequenzintervall und Volumen

(e) = (n(v)) - E,, ((n(v)): mittlere Anzahl der Photonen in einer Mode)



VIIL.3. ELEKTROMAGNETISCHE UBERGANGE 111

Im Hohlraum gibt es
quantisierte Zusténde
(Moden)

Abbildung VIIIL.3: Hohlraum mit quantisierten Moden

Photonen haben Spin 1 (Bosonen); Bosonen kénnen in beliebiger Zahl eine Mode besetzen (Gegensatz:

Fermionen mit halbzahligem Spin)

(Beweis siehe Seite 113)

E,=hv| (PLANCK) E,xv

8wh?

_ PrLAaNCKsche Strahlungsformel
e (ext — 1)

u(v) =

Vor PLANCK (klassische Thermodynamik):

(Ey) ~ kT
STtkT 9
u(v) = sV XV

= Die Energiedichte wiichst fiir wachsende Frequenzen v iiber alle Grenzen. (,,UV-Katastrophe“, wider-
spricht total der gemessenen Hohlraumstrahlung)

VIIL.3 Elektromagnetische Ubergiinge

2 Es, Ny

1 hd E17N1

Abbildung VIII.4: Ubergiinge zwischen Niveaus

Wahrscheinlichkeits
-faktor

AN]_ ~= .
= 12 - u(w,T) -N; (Np: Zahl der Atome im Grundzustand (Zustand 1))
At ——
. Energiedichte
Ubergangs- der Photonen
rate mit passender Energie

Emission nach Anregung: (Abb. VIIL.5)
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2 ol E23N2

1 Ei, N,

Abbildung VIIL.5: Emission

spontane Emission
AN, — .
A S Ny - Boyu(v,T) + Ny - Aoy (Ng: Zahl der Atome im angeregten Zustand (Zustand 2))
—_—

durch dufleres
e.m. Feld stimuliert

Gleichgewichtsbedingung (Emission = Absorption)

N1Biou(v,T) = NoBoyu(v,T) + NoAgy

BOLTZMANN- Verteilung (regelt thermische Besetzungswahrscheinlichkeit):
Ny
N
bei fester T, v:

_ hv

=e k

S

hv

= ekrT . ’LL(V, T) . Blg = ’U,(l/, T) . B21 + A21

Ay

R 3
. Boy Vergleich - 8mhy
u,T) = —— = = 5w
e®T — 1  mit PLANCK cdert — 1
8mhy?

= |A21 = Bor- 3

Wahrscheinlichkeit fiir die spontane Emission o 13

= Grofles Problem fiir die Laser mit hohen Frequenzen (spontane Emission dominiert, wir brauchen aber
stimulierte Emission)

VIII.4 Laser

Grundeigenschaften (was brauchen wir fiir Laser?):

a) Zweizustandssystem, das durch duflere elektromagnetische Felder stimuliert werden kann (mit ,rich-
tigem® v)

1

b) Resonator, um die ,richtige* Frequenz zu definieren. = Verstirkung (Photonenlawine erzeugen)

¢) Mechanismus, um das Niveau immer wieder aufzufiillen. = Pumpen der Photonen
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Besetzungsumkehrung
Aufgrund der BoLTZMANN—Verteilung sind sehr wenige angeregte Atome (N) vorhanden. Es muss aber
Ny > Nj gelten! (Abb. VIIL.6)

N
Ny > N;
@ Pumpen mehr angeregte Atome
als Grundzustandsatome
Ny

Abbildung VIIL.6: Pumpen

dn(v n(v
d( ) = NQ’U,(Z/)B21 + N2A21 — Nlu(l/)Blg —M
t ——— ~—— ——— 7o
" stim. E. spontane E. Absorption ~——~—"
Anderung der Verluste

Photonenzahl in
dem Zeitintervall

Mit

u(v) = ~hv - (n(v)); B2 = Bia

und

i ) = (NoAsr — Nidoy — 1) - (n) + Nodyy > NoAsy

= Besetzungsumkehr liegt vor, wenn gilt:

NyAgy — NiAg — = >0

>0

Ny — Ny >
2170

Prinzip des Lasers:
(Abb. VIIL.7)
Optisches Pumpen: (Abb. VIIL.8 und VIII.9)

u(v,T) = {e) - D(v)
Noch zu zeigen:

82

D(v) =

s <TL(I/)> = T

3 erT — 1

Abzihlen der Moden (Zustinde) im Hohlraum: (siehe auch Abb. VIII.10)

Ny
Quantenzahlen in 3 Dimensionen

3t
I
3
S

Ny
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S] SQ
Pumpe
A A A
aktives Material .

A
v

Resonator (Spiegel)
stehende Wellen zwischen Spiegeln S7, S5

Abbildung VIIL.7: Aufbau eines Lasers (schematisch)

2 (stérker besetzt als Zustand 1)

Pumpe Laserlicht

1 (,leer®)

Abbildung VIIL.8: optisches Pumpen beim 2-Niveau—Laser

Pumpfrequenz 2 (metastabil) sec, min, h

Laser

1 ,normale“Lebensdauer von Niveaus: 107 s

Abbildung VIIIL.9: 3-Niveau—Laser
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ZA
Ng
(dn = ny Quantenzahlen in 3 Dimensionen
n.
7
P
Y
Abbildung VIII.10: Kugel im abstrakten n—-Raum
2
k= 7” Wellenzahl
k="" (vgl. VL4)
a

k
n=,/n2+n2+n? n=—
Yy z T

In einem Oktanden (% der Kugel): N = & - 27n?

1 ak?
NZE'W' 3

Zahl der Moden bis zum Radius n

Zahl der Mod dN 1 k3
Zahl der Moden _ alN. 1 k7 a® = Volumen V

Volumen v 6 72’
2 2mv
k = — = —
A c
dN _ 87 V2

av-dv — 2 &
noch Faktor 2 wegen 2 Polarisationsrichtungen (Spin der Photonen ist 14, kann nur parallel oder anti-
parallel zur Ausbreitungsrichtung sein: links oder rechts zirkular polarisiertes Licht)

dN 2
—sr. =

dV dv c3

= |Dv)=2-

Noch zu zeigen, dass (n(v)) = —+ - gilt:

ek

>

&

— spontan
— stimuliert

AE hv

v

Absorption  Emission

Im thermischen Gleichgewicht (bei Temperatur T'):

Nz
M

h v

=€

= e T (BoLTzMANN-Verteilung)

?_
S
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Absorptionsrate: = Ny - (n) - |a|? ((n): Zahl der angebotenen Photonen)
| gleichsetzen

Emissionsrate: = Ny - ((n) + 1) - |a]? (1 Photon mehr, weil nach der Emission die Zahl der Photonen (n)
sein soll.

Die Laserstrahlung ist kohérent (alle Photonen sind in fester Phasenbeziehung). Dies ist eine Konsequenz
der HEISENBERGschen Unschérfebeziehung. AE At ~ h (AE: Energieunschirfe der Photonen, die von
den verschiedenen angeregten Atomen emittiert werden)

X

A(Nhl/)AtNh7 I/—E

AD
AN — - At ~1
At
AN Ad ~ 1
S~

gro klein

A®: Phasenunschirfe der Photonen wird sehr klein, wenn die Zahl der Ubergénge grof wird.
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